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1. fejezet

Bevezetés

Ebben a dolgozatban a relativitdselmélet egyik vezérelvének és az ikerpara-
doxonnak a logikai kapcsolatat fogjuk vizsgalni. A relativitaselmélet azon alap-
elvét, miszerint minden nyugalomban 1év6 (inerciélis) megfigyel$ ugyanolyannak
latja a vildgot, az AxSymTime axiéméban fogjuk precizen formalizélni. Az
ikerparadoxont, mely szerint, ha két ikertestvér koziil az egyik nyugalomban
van, mig a masik gyorsuldsnak van kitéve, akkor az el6bbi testvér két talalal-
kozasuk kozott tobb id6t érez eltelni mint az utébbi, pedig az AxTwp axiéma
formalizalja.

Vizsgalodasainkat abban az els6rendd logikai kornyezetben hajtjuk majd
végre, melyet Andréka Hajnal, Madarasz X. Judit és Németi Istvan dolgo-
zott ki a kozelmultban, Andai Attila, Sain Ildik6, Sagi Gabor, Téke Csaba
és Valyi Sandor kézremtikodésével. Azzal a céllal épitették ki ezt a kornye-
zetet, hogy az els6rendi logikai eszkozok segitségével a relativitaselmélet egy
mélyebb megértését kapjuk, ahol elssorban a miért tipust kérdésekre koncent-
ralunk. [And-Mad-Né|[Mad][And-Mad-Né-2] Efelé a cél felé toreksziink ebben
a dolgozatban is.

A dolgozatban megadjuk a fent emlitett két axibmanak geometriai karakte-
rizacioit, lasd a 3.1.1 és 3.2.1 tételeket. Ezen karakterizaciok segitségével a 3.3.2
és 3.3.3-ban megoldunk par problémat, amit Andréka H, Madarasz J. X. és
Németi I. vetett fel [And-Mad-Né]-ben. Tovabba 3.3.1-ben egy szemléletesebb
bizonyitast adunk egy mar ismert tételre. Az utolso fejezetben pedig roviden
ravilagitunk arra, hogy ezzel az ikerparadoxonnal kapcsolatos kérdéskor még
nincs teljesen lezarva, és rejt magaban érdekes megoldatlan problémékat.
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2. fejezet

Az els6rendii logikai keret

Ebben a fejezetben témoren vazoljuk azt a tébbszorta elsérendii logikai keretet,
melyben a relativitaselmélettel kapcsolatos vizsgalédasainkat szoktuk végezni.
Tovabba megadunk egy alap axiémarendszert, melyben az ikerparadoxon és a
fent emlitett szimmetria axiéma kapcsolatat targyaljuk majd ezen dolgozatban.

2.1. A keret nyelv

LegelGszor rogzitiink egy n > 2 egész szamot, melyet innentsl kezdve a tér-id6
dimenzi6janak tekintiink és igy is hivatkozunk majd ra.
A struktura tipusa, melyben a tovabbiakban dolgozunk a kovetkezs:

(B, F;0bs, Ph,+,-, <,W).

Itt B és F' két nem iires halmaz, a struktira két univerzuma maéas néven
szortja, a tObbi pedig ezeken a szortokon értelmezett relaciok és fiiggvények.

B az ugynevezett bodyk szortja. Ezek lesznek az objektumok a tér-idében.
Ennek a szortnak egy elemét a tovabbiakban body-nak fogjuk nevezni. F' pedig
a mennyiségek szortja. Ez a megfigyeldk — mint specidlis bodyk — paramé-
ter tartomanya. Ennek a szortnak az elemeivel fognak majd koordinatazni a
megfigyelGk.

Az Obs és Ph két egyvaltozos relacio a bodyk szortjan. Az Obs jeldli ki azo-
kat a bodykat, melyeket megfigyel6knek neveziink majd, és a Ph pedig azokat,
melyeket fotonoknak.

A +,., < az F szorton értelmezett kétvaltozos miiveletek illetve relacio, me-
lyek a szokasos Osszeadas, szorzas miiveletek, illetve a rendezés relécid szerepét
toltik be.

A W pedig egy n+2 valtozos relacio, a B x F™ x B részhalmaza. Ez a relacié
azt az intuitiv képet hordozza magaban, hogy valaki, valahol észlel (koordinatéaz)
valamit. Pontosabban az elsé valtozéban szereplé body, az utolsé valtozéban
szerepl6 bodyt a tobbi valtozoban szereplé mennyiségekkel koordinatazza.
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2.2. A keret axiémak

Ebben a részben megadjuk azokat az axiomakat, melyeket a fent definidlt rela-
ciokrol feltesziink, hogy az ott megfogalmazott intuitiv elvarasok értelmet nyer-
jenek. Ezeket az axiomakat keret axiémaknak hivjuk és mindig, minden axi6éma
rendszerben foltesziik Gket.
A
(Fi+,-, <)

reduktumrol két axiomat tesziink fel: Az egyik Axop azt fejezi ki, hogy F' egy
linearisan rendezett test, Ax(\/j pedig azt, hogy minden pozitiv elembdl lehet
négyzetgyokot vonni F-ben. ! Ezt minden gond nélkiil megtehetjiik, de itt nem
kivanjuk részletezni, mert teljesen technikai, és témankhoz lényegét tekintve
nem kapcsolodik. A részletek megtalalhatok: [Mad] vagy [And-Mad-N¢|.

Mivel azt akarjuk, hogy a megfigyel6k legyenek azok a kitiintetett bodyk,
amelyek koordinataznak, ezért feltessziik, hogy:

W (m,p,b) = Obs(m),

ami pont ezt fogalmazza meg (azaz, ha egy body koordinatéz, akkor az megfi-

gyeld).
Azért, hogy a megfigyel6 mentes modelleket kizarjuk feltessziik, hogy:

Im Obs(m)

2.3. Az alap axiémarendszer ( Specrel™)

Ebben a részben megadunk egy axiémarendszert, a Specrel™-t, a keretnyelven
beliil az egyikét azoknak, melyekkel altalaban dolgozni szoktunk.

Péar definicio, jel6lés és konvencio eloljaroban:

A (pt,p1...pn—1) = p € F™ jelolést fogjuk hasznalni az F {6lotti n dimenzios
vetktortér elemeire, utalva arra, hogy az els¢ koordindtat, mint id6 koordinatat
tekintjiik.

A vektortér egyeneseire a

Lines:={{qg+ As: A€ F}:q,s € F",s # 0}

jelolést hasznaljuk.
A b body életutjat az m megfigyels vilagképében a

trm(b) :={p € F" : W(m,p,b)}

halmaz definiélja.
Tovabba [ € Lines esetén, ahol s € F™ mint fent, a

si+ st
v(l) =4 \/ : s—gg L ha s #0

00 ha sy =0

1Az Ax(+/)-t altalaban nem veszziik be a keret nyelvbe csak ezen dolgozatban.
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definiciot hasznéljuk az | egyenes 'sebességére’. Ha tr,, (b) € Lines, akkor v,, (D)
roviditést hasznaljuk v(¢r,, (b)) helyett.
AxLine
(Vm € Obs)(Vb € B) trp(b) € Lines

Ez az axiéma azt fejezi ki, hogy minden megfigyel6 minden bodyt egyenesen
lat mozogni. Lasd 2.1 &dbra. (Az ilyen megfigyelSket a fizikiban inercidlisnak
szoktak nevezni.)
A t:=F x {0}"! jelolést hasznaljuk az id6 tengelyre.
A fénysebességnek az 1 értéket feleltetjiik meg.
AxE
(Ym € Obs)(Vph € Ph) v, (ph) =1

Ez az axidéma azt a relativisztikus jelenséget fogalmazza meg, hogy minden
megfigyel6 ugyanolyan gyorsan latja a fényt terjedni. (Ez a relativitaselmélet
egyik vezérelve.)

AxSelf

(Vm € Obs) trp(m) =1

Ez az axiéma azt mondja, hogy a megfigyel6k allni latjak magukat a sajat
koordinéta-rendszeriikben. Léasd 2.1 abra.
AxObs

(Ym € Obs)(Vl € Lines)( v, (1) <1 = (Ik € Obs) tr,,(k) =1)

Masképp fogalmazva: minden irdnyban, minden, a fénysebességnél lassabb se-
bességgel lehet haladni. Lasd 2.1 abra.
AxPh

(Vm € Obs)(Vl € Lines)(v(l) =1 = (3ph € Ph) trp(ph) =1)

Ez az axiéma pedig a fotonok létezését koveteli meg minden iranyban a fényse-
bességgel. Lasd 2.1 abra.
Bevezetjiik a
wm(p) :={b € B: W(m,p,b)}

jelolést az m megfigyel6 altal p pontban latott bodyk halmazéara. Es w,,-re gy
gondolunk, mint F™ pontjaihoz bodyk halmazait rendel§ fiiggvényre. Bodyk
részhalmazait eseményeknek nevezziik.
AxRange
(Vm, k € Obs) Ran(wp,) = Ran(wy,)

Azaz a w,, és wy fliggvényeknek ugyanaz az értékkészlete, ami intuitiven azt
jelenti, hogy minden megfigyel6 pontosan ugyanazokat az eseményeket latja.

Tovabbi fontos fogalom a vilagképtranszformacid m és k megfigyelSk vi-
lagképe kozott:

Sk ={(p,q) € F" X F" : wy,(p) = wi(q)}
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2.1. 4bra. Specrel™-hoz
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Azaz fr azon pontparok halmaza, ahol m és k ugyanazokat az eseményeket
latja. Elég kevés feltevésbsl mér kovetkezik, hogy ez nem csak egy relacio-
ként, hanem egy bijektiv leképezésként is felfoghatd, és igy joggal nevezhetd
transzformécionak. Ez példaul az ezen dolgozatban hasznalt axiéma rendszer-
b6l (Specrel™-bol) béven kovetkezik, lasd [Mad][And-Mad-Né].

Ax(]])

(Vm, k € Obs)(try, (k) parhuzamos t—vel = f,,) izometria)

Ez az axiéma azt mondja ki, hogy egymaést allni 14t6 megfigyel6k ugyanazt
az idGeltérést, illetve tavolsdgot mérik két esemény kozott.

Bevezetjik a 1; := (1,0,...,0) jelolést, tovabba f.x(p):-vel jeloljik az
fmk(p) pont id6 (els6) komponensét.

AxLinTime

(Vm, k € Obs)(VA € F)( fmr(0) =0 = fre(M) = Mmr(1:))

Ez az axiéma azt jelenti, hogy, ha egy megfigyel6 talalkozott egy masikkal és
egyszerre mért vele 0 6rat, akkor ugy latja, hogy a méasik szdmara egyenletesen
telik az idé6.

AxTimeStart

(Vm € Obs)(YA € F)(3k € Obs) frmr(p) = p + A1,

Ez az axiéma azt mondja, hogy minden megfigyel6hoz és idGegységhez van
egy méasik megfigyels, aki pont ugyanugy latja a vilagot, mint az el6bbi megfi-
gyel6 kivéve, hogy az 6raja az adott idGegységgel késdbb indult el.

AxTimeOrd

(Vm, k € Obs) fmr(1e)t — fmi(0): >0

Az axioma azt fejezi ki, hogy az id6 minden megfigyel$ szamara ugyanabba
az iranyba telik.

Ezt az axioméat azért tessziik fel, mert hidnya mellett ugyan a kovetkezd
fejezet allitdsai érvényben maradnédnak, azonban a fogalmak és a bizonyitasok
technikailag elbonyol6dnéanak, és ezaltal eltakarndk a lényeget.

Ezekbdl az axiomakbol allé axiémarendszert nevezziik Specrel ~-nak:

Specrel™ = {AxLine, AXE, AxSelf, AxObs, AxPh, AxRange,

Ax(|]), AxLinTime, AxTimeStart, AxTimeOrd}
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3. fejezet

Az AxTwp és AxSymTime
axiomak kapcsolata

Ebben a fejezetben megfogalmazzuk az AxSymTime és a AxTwp axiomékat,
és megadjuk mind a kettének egy geometriai karakterizicidjat a Specrel™ mo-
delljeiben. Majd a karakterizaciok kovetkezményeképp bebizonyitjuk a beveze-
t6ben emlitett allitasokat.

AxTwp

(Ym,a,b,c € Obs)(Vp,q,7 € F™)(p,q,r nincs egy egyenesen,

{a,c} Cwm(p),{b,a} Cwmn(q),{b,c} C wn(r)
- |fmc(7n)t - fmc(p)t| > |fma(q)t - fma(p)t' + |fmb(7n)t - fmb(q)tU

Mivel Specrel™-ban csak egyenes vonalon torténd (inercialis) mozgasok sze-
repelnek, ezért az ikerparadoxont azzal a tritkkel fogalmaztuk meg, hogy a gyor-
sul6 ikertestvért két inercialisbol a-bol és b-bdl illesztettiik 6ssze. Lasd 3.1 abra.
A fenti axiéma pont azt fogalmazza meg, hogy ha az a, b, ¢ megfigyelket az m
megfigyels ugy latja, hogy az a, b megfigyelsk, a b, c megfigyelSk és az a, c meg-
figyel6k rendre a q,r,p pontokban taldlkoztak, akkor m szerint a ¢ megfigyels
tobb id6t mér p és r pont kézott mint az a megfigyel a pq és a b megfigyels a
qr szakaszon egyiittvéve.

AxSymTime

(Vm, k € Obs)( fmr(0) =0 = frr(1¢)t = fum (1¢)¢)

Az axiéma jelentése az, hogy az origdban taldlkoz6 megfigyel6k ugyanannyi-
ra latjak megrovidiilni egymés egység-orajat. Mivel AxLinTime-t feltettiik,
ezért ez ugyan azt jelenti mint az, hogy a megfigyel6k ugyanugy latjak lelas-
sulni' egymas orait. Ezt az llitast magaban foglalja a relativitidselmélet azon

ISpecrel~-bol még nem kévetkezik, hogy lassulni latjak egymas o6rait, viszont ha az
AxSymTime-ot hozzavessziik, akkor mar igen.

13
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|

trm(m)

3.1. dbra. AxTwp-hez
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vezérelve, hogy a nyugalomban 1évs (egyenes vonalu egyenletes mozgast végzs)
megfigyel6k ugyaniugy latjak a vilagot.

Az AxSymTime axiéma a Specrel™-el egyiitt lényegében véve méar azt
fejezi ki, amit a specialis relativitaselmélet alatt érteni szokés.

3.1. Az AxTwp karakterizacidja

Az
MSZn = {fkm(]-t) 1k € Obs A fmk(o) = 0}

halmazt az m megfigyel§ szerinti (id6) Minkowski-szféranak nevezziik. Ez
azon pontok halmaza F™-ben, ahol m 1at valakit 1 6rat mérni azok koziil, akikkel
talalkozott, és egyszerre mért 0-at.

Az MS}" halmazt *konvexnek’ fogjuk nevezni, ha barmely két pontjan at
az azokat Osszekots szakasz a halmaz f6l6tt halad.?

Ha ¥ egy formulahalmaz és ¢ egy formula, akkor ¥ = ¢ alatt azt értjiik,
hogy ¢ igaz ¥ minden modelljében.

A kovetkezo tétel egy geometriai karakterizaciot ad az AxTwp axioméra a
Specrel™ modelljeiben.

Tétel 3.1.1

Specrel” = AxTwp < Vm € Obs MS;" 'konvex’

biz. Legyenek p, g, r pontok és m,a, b, c megfigyel6k az AxTwp axioméaban sze-
replS pontok, illetve megfigyelsk. Lasd 3.2 abra. Az Ax(]|) miatt a parhuzamos
életutt megfigyel6k ugyanugy mérik az id6t. AxObs és AxTimeStart miatt
az m megfigyel6 minden pontbol minden irdnyban 1at fénynél lassabban haladni
olyan megfigyel6t, aki az adott pontban mért 0 6rat.

Ezért feltehetjiik, hogy a p pont épp az origo.

Legyen tovabba f a g pont pr szakasz felez6pontjara vett tiikorképe. Ax(|)
miatt tudjuk, hogy a p,q,r, f pontok altal meghatarozott paralelogrammanak
a szemkozti oldal egyenesein él6 megfigyelk ugyanagy latjak telni az idét. Je-
16ljiik a pq és p f szakaszokon a és b megfigyelSk egység-oriit rendre a-val és
b-vel.

Ahhoz, hogy lassuk mit jelent az, hogy a ¢ megfigyel6 tébb id6t mér a pr
szakaszon mint a mésik kett6 a pq és gr szakaszokon egyiittvéve, nézziik meg,
hogy hova kell felvenni a ¢ megfigyel6 egység-6rajat, hogy ugyanannyit mérjen
mint a masik kett6 egyiitt. Ehhez hizzunk parhuzamost ¢ ponton at a b-vel,
jeloljiik rendre d-vel, illetve s-sel ezen parhuzamosnak és pr, illetve f r egyenesek
metszéspontjat. Jeloljiik tovabba c-vel a a b, illetve a p r szakaszok metszéspont-
jat. Beléatjuk, hogy ha a ¢ megfigyel6 egység-o6rdja pont a pc szakasz, akkor a ¢
megfigyel6 pont annyi idét mér pr pontok kézott, mint a masik két megfigyle6

2 A ’konvex’ tulajdonsaghol kévetkezik, hogy M S{" minden egyenest legfeljebb egy pontban
metsz, igy gondolhatunk ra mint irdnyokhoz pontotkat rendels (parcialis)fiiggvényre és ekkor
a ’konvex’ tulajdonsag pont a szokasos fliggvénytani konvexitast fogja jelenteni.
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kozosen. Ehhez azt kell latni, hogy a % + ’;—g = % egyenldség fenndll a szaka-

bg. %, BT aranyok rendre az a, b, ¢
pa’ pb’ pc

megfigyelGk dltal a megfelels szakaszokon mért id6t jelentik. A fenti egyenlGség
pedig a kovetkezSk miatt all fenn: a pac illetve a p gd haromszogek hasonldak,
tovabba a pcb és a rdg haromszogek szintén hasonlbéak, ez a konstrukcioboél
vildgosan latszik. Felirva a hasonlésagbol ad6do oldalarany egyenl&ségeket, azt
kapjuk hogy 2¢ = 24 illetve, hogy 4~ = =1, Ezeket 0szzeadva és felhasznalva,

pc~ pa pc ~ pb

hogy pd+dr = pr, pont a kivant egyenlGséget kapjuk. Tehat azt kaptuk, hogy
a ¢ megfigyel6 pontosan akkor mér ugyanannyit mint a masik ketts egyiittvéve,
ha az egység-oraja pont az a és b megfigyelSk egység-orait 6sszekots szakaszon
van.

szok hosszara, mert AxLinTime miatt a

Ahhoz pedig, hogy a ¢ megfigyel$ t6bb id6t mérjen, az kell, hogy az egység-
oraja rovidebb legyen. Ez pedig pont azt jelenti, hogy az MS;® halmaznak
megvan a 'konvex’ tulajdonsaga. [

3.2. dbra. a 3.1.1 tétel bizonyitasahoz
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3.2. Az AxSymTime karakterizacidja

A{pe F":p, > 0,p7—p?—---—p2_, = 1} halmazt egység hiperboloidnak fog-
juk nevezni, tovabba a kétdimenzids egység hiperboloidot egység hiperbolanak
hivjuk.

A kovetkezs tétel egy geometriai karakterizaciot ad az AxSymTime axio6-
mara a Specrel™ modelljeiben.

Tétel 3.2.1

Specrel™ = (Vm € Obs)( MS}" az egység hiperboloid ) <= AxSymTime

biz.

trm (k)
(2, tx)

trm(ph)

3.3. dbra. a 3.2.1 tétel bizonyitasahoz

A kovetkez6 harom allitas miatt, elég megmutatni azt, hogy AxSymTime
azzal ekvivalens, hogy M S}" részhalmaza az egység hiperboloidnak:

AxObs és AxTimeStart miatt az m megfigyels vidgképében minden ori-
gon atmend, fénynél lassabb egyenesen kell legyen olyan megfigyels, aki az ori-
goban mért nulla 6rat. Az egység hiperboloid minden ilyen egyenest pontosan
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egy pontban metsz. Tovabbé, az egység hiperboloid minden pontjat, a 0-val
0sszekots egyegyenes lassabb a fény sebességnél.

Legyen k egy tetszSleges olyan megfigyels, aki az origoban talalkozott m-mel
és egyszerre mért vele 0 6rat. (fnx(0) = 0) A szamolasok egyszertsitése végett,
a t-n és tr,, (k) 4tmend sikon beliil az m szerinti id6 és az m-t6l mért tavolsaggal
koordindtazunk, lasd 3.3 abra. Az frm (1) koordinatai legyenek (¢, x).

Mivel az fix (1¢) és az fir(14):1: pontok k vilagképében egyidejtiek. Ezért az
Sem (fmi(14):1;) pont az a pont m vildgképében, k életutjan, amit k egyidejiinek
186 frm (fruk(11)) = 1o-vel.

AxLinTime miatt fkm(fmk(lt)tlt) = fmk(lt)tfkm(lt)- Mivel azt tettik
fel, hogy fim (1:) = (t,2), igy fem(1le): =t ésigy AxSymTime ’k-ra vonatkoz-
tatva’ azzal ekvivalens, hogy frm (fmr(1¢):1:) koordinatai (¢, tx). Felhasznalva
azt, hogy a k megfigyels szaméara egyideji pontok halmazai (szimultanitésai) az
m megfigyels vilagképében, a #-t és tr,,(k)-t tartalmazé sikon beliil, pont a k
életutjanak a fényegyenesekre (azaz, az 1 sebességi egyenesekre) valo tiikorkeé-
pei, lasd [And-Mad-N¢|, azt kapjuk, hogy az (1,0), (t3,tz) és a (t2,0) pontok,
illetve a (0,0), (¢,0) és a (t,z) pontok altal alkotott derékszogd haromszogek
hasonléak, hisz az (0, 0) illetve a (¢2, tz)-nél 1évé szdgeik azonosak. Ezt a hason-
l6sagot felirva azt kapjuk, hogy tZtgl = £, ami rendezve pont 1 = t* — 2. Azt
bizonyitottuk, hogy k egység-6raja pontosan akkor van az egység hiperboloidon,
ha az AxSymTime teljesiil k-ra vonatkoztatva.

Mivel k tetszdleges olyan megfigyels volt, hogy fimix(0) = 0, ezért az allitast
bebizonyitottuk. [J

3.3. A karakterizacidok kovetkezményei

A karakterizaciok kovetkezményeként igen szemléletes bizonyitast kapunk arra,
hogy a specidlis relativitaselméletbsl kévetkezik az ikerparadoxon.

Kovetkezmény 3.3.1

Specrel” = AxSymTime — AxTwp

biz. Mivel az egység hiperboloid ’konvex’ a fenti értelemben, ezért az allitas a
karakterizacios tételek utan nyilvanvalé. O

Ha ¥ egy formulahalmaz és ¢ egy formula, akkor ¥ £ ¢ alatt azt értjiik,
hogy van Y-nak olyan modellje, amiben ¢ nem igaz.

Andréka H, Madarasz J. X. és Németi 1. vetették fel azt a kérdést, hogy az
el6z6 allitasban megfordithato-e a kovetkeztetés iranya, lasd [And-Mad-Né| Qu-
estion 4.2.17 és Question 4.2.16. Erre a kérdésre ad negativ valaszt a kdvetkezs
allitas:

Kovetkezmény 3.3.2

Specrel™ £ AxTwp — AxSymTime
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biz. Ismert, hogy egy megfigyel6 Minkowski-szférajat majdnem tetszslegesen
elgirhatjuk Specrel™ modelljeiben. Azaz, hogy minden H halmazhoz (ami
az origobol induld (jovébeli) fénykupnak a belsejében van, és minden az ori-
gobol indulo a fénykupban halad6 egyenest legalabb egy pontban metsz) lé-
tezik Specrel™-nak modellje gy, hogy abban valamelyik m megfigyel6re épp
MS™ = H. Lasd [And-Mad-N¢|. Mivel nem a hiperboloid az egyetlen ilyen
'konvex’ tulajdonsagi halmaz, ezért ezekhez a halmazokhoz tartozé modellek
mind példak a fenti allitasra. [
Ha az Ax3dvVTwp

(Im € Obs)(Va, b, c € Obs)(Vp,q, 7 € F™)(p,q,r nincs egy egyenesen,

{a,c} Cwm(p), {b,a} C wm(q), {b,c} Cwm(r)
= |fmc(r)t - fmc(p)t| > |fma(q)t - fma(p)t| + |fmb(r)t - fmb(q)t|)

axioméval megfogalmazzuk azt, hogy van olyan megfigyels, aki minden megfi-
gyel6 harmomszogben ikerparadoxont 1at, akkor természetesen adddik az a kér-
dés, hogy ebbdl az axiémabol kovetkezik-e az ikerparadoxon. A kérdésre adott
vélasz igenlS. Azaz, ha valaki ugy latja, hogy az ikerparadoxon igaz, akkor min-
denki ugy latja. Ez abbdl kovetkezik, hogy az ikerparadoxonos axiéméakban a
kovetkeztetés utani kifejezés csak latszolag fiigeg az m megfigyelGtol.

Az AxdTwp

(Ym € Obs)(3a, b, c € Obs)(Vp,q,r € F")(p,q,r nincs egy egyenesen,

{a,c} Cwm(p),{b,a} Cwm(q),{b,c} C wn(r)
= [ fme(r)e = fme®)e] > | fma(@t = fma(®)e] + [fmb(1)e = fmb(@)e])

axiomaval megfogalmazzuk azt, hogy minden megfigyel6 lat olyan megfigyelGket
akik ikerparadoxon szitudciéban vannak.

Ugyancsak természetesen adodik az a kérdés is, hogy igaz-e, hogy a fenti
axiomabol is kovetkezik az ikerparadoxon, lasd [And-Mad-Né| Question 4.2.15
és Question 4.2.16. Erre a kérdésre ad negativ vilaszt a kdvetkezs allités:

Kovetkezmény 3.3.3

Specrel™ £ AxdTwp = AxTwp

biz. Az ikerparadoxon karakterizacidjanak bizonyitasabol kicsit tobb is kideriil,
mint amit a 3.1.1 tétel allit, ugyanis az is latszik bel6le, hogy egy megfigyels
pontosan akkor l4t harom mésik megfigyel6t ikerparadoxon szituaciéban, ha
azok konvex helyzetben vannak. Igy a fenti allitas abbol adodik, hogy abbél
hogy harom pont M S{"-n ’konvex’ helyzetben van, még nem kovetkezik, hogy
M S ’konvex’. [

Az allitas intuitiv atfogalmazasa az, hogy abbol, hogy mindenki lat valahol
ikerparadoxon szitudciét még nem kovetkezik, hogy igaz az ikerparadoxon. S6t
a bizonyitasbol az is latszik, hogy el6fordulhat, hogy az ikerparadoxont sérté



20 FEJEZET 3. AZ AXTWP ES AXSYMTIME AXIOMAK KAPCSOLATA

szituaciok kevesen vannak az Osszeshez képest. Példaul ha egy ’konvex’ M S]*-t
csak egy pontban valtoztatunk meg, (4gy, hogy még mindig messen minden, az
m megfigyels fénykipjaban haladé egyenest) akkor az ikerparadoxon csak akkor
sériil, ha a harom benne résztvevé megfigyel6 egyike pont ebben az irdnyban
halad.

A 3.3.3 allitas bizonyitasdban utaltunk ra, hogy a 3.1.1 tétel bizonyitasanak
csekély modositasaval, hasonlé karakterizacié adhaté az Ax3ITwp axiémaéra
is. Ez az a karakterizaci6 egy alternativ bizonyitast ad a [And-Mad-Né]-beli
Proposition 4.2.14-re, tovabba megvalaszolja az ugyancsak [And-Mad-Né]-beli
Question 4.2.10-et. Mivel a bizonyitasok nagyon hasonléak a fenti kévetkezmé-
nyek bizonyitasaihoz, ezért a részletekre ezen dolgozatban nem tériink ki.



4. fejezet

Az AxTwp gyorsuld
megfigyel6k esetén
(kitekintés)

Ebben a részben vazoljuk, hogy hogyan altalanosithato az ikerparadoxon (és az
alapaxioma rendszer), hogy ne csak inercidlis megfigyelSk targyalasara legyen
alkalmas. Tovabba ravildgitunk néhany nehézségre, ami a targyalas soran els-
keriil.

4.1. Az AxTwp atfogalmazasa gyorsuldé megfigye-
16kre

Igazibol gyorsul6é megfigyelSk esetén lenne érdekes targyalni az ikerparadoxont,
mert ott lehet&ség nyilna arra, hogy ne harom, hanem két megfigyel6rol szoljon,
mint ahogy azt altaldban fogalmazni szokis. Ehhez nem kell mést tenni, mint
az Obs relacié mellé felvenni egy 10bs relaciot, mely a megfigyelSk koziil kijel6li
azokat, amelyeket inercialis megfigyelének tekintiink. Igy az ikerparadoxon a
kovetkez6 alakban fogalmazhat6 meg:

AxTwpAcc

(Vm, a € I0bs)(Vc € Obs\IObs)(Vp,r € F")(p # q,{a,c} C wn(p),

{CL,C} - wm(r) - |fmc(r)t - fmc(p)t| > |fma(7n)t - fma(p)t|)

Ahhoz, hogy az Obs és IObs relaciok tényleg azt jelentsék amit szeretnénk,
a Specrel™-ban szerepld axiomakat csak az IObs-beli megfigyelGkre koveteljiik
meg. Persze mondanunk kell valamit a tobbi megfigyel6rol is, ezt egy Axg
nevet visel6 axiéméval tessziik meg, melyet itt nem részleteziink, de megtalal-
hat6 a [And-Mad-Né-Sz¢| cikkben. Az Axg intuitiv jelentése az, hogy minden
megfigyels vilagképe kis kornyezetben olyan mint egy inercialisé.

21
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Az ikerparadoxon gyorsulo megfigyelSk esetén vald targyalasanak igénye mar
korabban is felvetsfott, lasd [Mad] pp.93-99 illetve [And-Mad-Né] pp.143-150.

4.2. Az AxTwp targyalasanak nehézségei a gyor-
suld esetben

Mivel elsérendd nyelven a valés szamok teste nem axiématizalhatd izomortiz-
mus erejéig, ezért szeretnénk a targyaladsunkat tovabbra is tetszéleges rendezett
test f6lott folytatni. A gyorsuldé megfigyelSk targyaldsanal pedig az olyan ana-
lizisbeli fogalmak, mint a folytonossag, derivalhatosag, stb. elkeriilhetetlenek.
Annak ellenére, hogy ezek a fogalmak minden gond nélkiil altalanosodnak tet-
sz6leges rendezett testre, nem maradnak olyan erdsek. A legtobb gond ebbdl
fakad. Egy példaval illusztralnank is, hogy milyen jellegii problaméat jelent ez:
Azt, hogy a gyorsuld esetben csak a valos szamok teste fol6tt marad érvényben
a 3.3.1 éllitasa az okozza, hogy a tobbi rendezett test nem Osszefliggs a rendezés
topologidban, igy vannak folytonos (s6t, lokalisan konstans) ugro fiiggvények.
Ezért semmilyen az id6 muléséra tett folytonosségi (akdrmilyen simasagi) fel-
tevéssel sem tudjuk megtiltani azt, hogy egy megfigyel§ 6rdja hirtelen elére
(vagy vissza) ugorjon valamennyit. Emiatt teljesen megbolondulhatnak egy
nem inercidlis megfigyls orai. [Szé] arrdl szol majd, hogy hogyan lehet mégis el-
s6rendi logikdban kezelni az ilyen jelenségeket. Ehhez felhasznalja a Handbook
of Mathematical Logic-ban 1év6 S. Feferman altal irt fejezet modszereit.

Az ikerparadoxon mint jelenség, igen szoros kapcsolatban all a gyorsuléssal.
Am ez a kapcsolat nem teljesen trivialis hiszen, ha mozgé iker tovabb tavolodik
(nem gyorsulva) majd viszzafordulaskor ugyanazt a forduldsi mandvert hajtja
végre, akkor az az idGeltérés, amit a visszaérkezéskor az ikertestvéréhez képest
mér, tobb lesz, mintha nem tavolodott volna olyan sokat, holott latszolag ugyan
annyit gyorsult.

Egy tovabbi nehézség, és ez igazabol mar nem is a gyorsuld megfigyelSk, ha-
nem az altalanos relativitaselmélet felé vald tovabbhaladas nehézsége az, hogy
nem szeretnénk megkovetelni, hogy minden megfigyels az egész F™-et hasznalja
koordinata-rendszernek, hanem annak csak egy (nyilt) részét. Azt szeretnénk,
hogy a modelljeink valamilyen értelemben lokilisak legyenek. Ez mar elég els-
rehaladott stadiumban van, lasd [Mad-To].

Mind a két 1épés, a gyorsuldé megfigyelSkrsl valo explicit beszéd lehetévé
tétele és a modellek lokalizalasa, az altalanos relativitaselmélet felé haladas (a
speciélis relativitas elmélet felol). [Szé]-ben ezt a két irdnyt szeretnénk 6tvozni.
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