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aux diviseurs premiers consécutifs

d'un entier

Paul Erdős et Jean-Louis Nicolas

Abstract
Let n be an integer and n = qi' . . . qk k with q 1 < < qk

its standard factorization into primes. We set w(n) = k , f(n) _
E1<t<<k-1 qi/qi+l , F(n) = w (n)-1- f(n) . Large values of functions
f and F are studied . More precisely, we say that N is a f-champion
number if n < N => f (n) < f(N) . Several properties of champion
numbers for both functions f and F are given. We also show that
the maximal order of magnitude of F(n) is log n - C' + o(1) where
C' = 1.70 . . . is a constant . The proof uses classical theorems in opti-
mization and known results about distribution of primes .

1 . Introduction

On définit les fonctions

Soit un nombre entier n et sa décomposition en facteurs premiers

n = q11 q2 2
. . . qk> avec q1 < Q2 < . . . < qk -

w(n) = k ,
k-1

f (n) _ > gilgi+1
i=1

k-1
F(n) =E(1-gilgi+1)=w(n)-1- f(n) .

=1

Lorsque k = 1 , on pose f(n) = F(n) = 0 .
On peut voir assez facilement que la fonction f a une valeur moyenne

On écrit
1

	

1
f (n) = z 2-,L 4t~qt+1

n z

	

n<z
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En permutant les deux sommes, et en utilisant une méthode de crible,
on obtient

où p, q, r sont des nombres premiers .
Nous nous intéresserons aux grandes valeurs des fonctions f et F . Plus

précisément nous dirons qu'un nombre n est un champion pour f , ou
f-champion, si

m < n

	

f (m) < f (n) .

Nous démontrons le théorème suivant

Théorème 1. Soit pi le ieme nombre premier, et Nk = PIP2 . . . pk . Alors,
pour k assez grand, Nk est un nombre f -champion .

Nous montrerons ensuite que, pour une famille infinie de nombres pre-
miers p , incluant les nombres premiers compris entre 2 et 13, les nombres
NkIp sont f-champions pour k assez grand .

Enfin, sous une conjecture très forte sur la différence pi+1 - pi , la
conjecture de Cramer : pi+1 - pi = 0(log2 P,) , nous montrerons que tous
les nombres f -champions assez grands sont de la forme Nk ou Nk Ip .

Lorsque k est fixé, le problème d'optimisation en nombres réels lié aux
grandes valeurs de la fonction f , c'est-à-dire

{

lim xE f (n) _ 2

	

(1 - 1/r»
n<x

	

q q p<q p<r<q

{

k-1
maxE yi /yi+l

i=1
y,y2 . . .yk=n, y1<y2< . . .<yk

a évidemment pour solution y1 = y2 = • • • = yk = n1/k . La condi-
tion supplémentaire que les yi doivent être des nombres premiers distincts
change complètement le problème .

Par contre, l'étude des grandes valeurs de la fonction F est très liée à
la solution en nombres réels du problème d'optimisation

k-1
max E(1 - yi/yi+1)

i=1
y1 y2 . . . yk < n , 1 < y1 < y2 <_ . . . < yk .

Nous donnerons la solution de ce problème, et nous en déduirons l'inégalité
suivante
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Soit 1 < y1 < Y2 < . . . < Yk des nombres réels, on a

k-1

E(1 - YilYi+1) S ~,/log(Y1y2 . . . Yk),
ti=1

d'où il découle immédiatement que

F(n) < -,/log n pour tout n > 1 .

Nous démontrerons également

Théorème 2 . Il existe une constante C' (C' = 1.70 . . .) telle que, lorsque
n -> +oo on ait

(i) F(n) < log n - C' + 0(1)
et telle que, pour une infinité de n , on ait

(ü) F(n) > log n - Cr + 0(1) .

Nous démontrerons ensuite quelques propriétés des nombres F-champions,
en utilisant le fait que (ü) du théorème 2 est vérifiée pour la suite des
nombres F-champions . La structure des nombres F-champions est très
différente de celle des nombres f-champions .

Des fonctions similaires à f et F ont été introduites, dans l'espoir de
mieux cerner la distribution des diviseurs ou des diviseurs premiers d'un
nombre entier .

J .M . De Koninck et A . Ivic ont considéré dans [De K-I] les fonctions h
et H . Soit r(n) _ EdIn 1 et 1 = dl < d2 < . . . < dr(,z ) = n les diviseurs de
n,ona :

w(n)-1

	

1

	

r(n)-1

	

1
h(n) _

	

et H(n) _
i=1 4i+1 - qti

	

i=1 d=+1 - dt

On peut également considérer les fonctions ( cf. [Erd 2]) :

1

	

1h(n) _

	

et fi(n) _

	

d
	 -

1<i<j<4,(n) q? - qi

	

1<i<j<z(n) i

	

dti

et les fonctions
7(n)-1

	

-r(n) -1

g(n) _

	

dti1dti+1,

	

G(n) _

	

( 1 - d,Idi+,)
i=1

	

i=1

L'étude de g et C est liée au résultat de Vose ( cf. [Vose] et [Ten]) .
Contrairement à ce qui se passe pour f et F , la structure des nombres
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g-champions et G-champions est assez voisine de la structure des nombres
hautement composés de Ramanujan (c'est-à-dire les nombres r-champions) .
Nous reviendrons dans un autre article sur ces différentes fonctions .

Nous utiliserons fréquemment les inégalités

(1)

(2)

1-11x<logx<1 - 11x+(x-1)2 /2 ; x>1,

xlog2<log(1+x)<x ; 0<x<1 .

On peut en particulier obtenir facilement un résultat moins fort que
le théorème 2 soit z = exp (oog n) . Le nombre de diviseurs premiers
de n qui sont > z est inférieur à (log n)/ log z = Vlog n . On a donc,
si n = qi1 q22 qkk , avec Q, < q2 < . . . < qk et si r est défini par
gr < z < qr+,

r-1

	

k-1
F(n) _ E(1 - qi/qi +,) + E(1 - qi/qi+,)

i=1

	

i=r

La première somme, par (1) est < log(gr /q1) < logz . La deuxième
somme est inférieure à k-r < Oog n , et l'on obtient ainsi F(n) < 2-,/log n .

Remerciements . Nous avons plaisir à remercier ici C . Malivert et J . Blot
de l'équipe de recherche en optimisation de l'Université de Limoges qui
nous ont aidés dans la résolution des problèmes d'optimisation conduisant
à la démonstration du théorème 2 .

NOTATIONS . pi désignera toujours le ième nombre premier. p (sans in-
dices), q, qi désigneront des nombres premiers . On désignera par q- et q+
les nombres premiers immédiatement inférieur ou supérieur à q > 3 . On
aura ainsi 11- = 7 et p+ = p6 = 13 .

La fonction [x] , le plancher de x , désigne le plus grand entier n E
Z,n<x .

En plus des notations o et O de Landau, nous utiliserons les notations
«etx :

f« g signifie f= O(g) et f g signifie f« g et f» g .

2 . Quelques lemmes sur les nombres premiers

Lenune 1. On a pour pi > 2 , pipi+ 1 >- 3/5 .
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Démonstration . Soit 9(x) _ Ep<x loge . D'après les théorèmes 9 et 10
de [Ros-Sch 1], on a, pour x > 101 ,

0 .84 < 9(x)lx < 1 .02 .

On en déduit que 0(1.25x) > 1 .05x > 8(x) , et donc pour pi > 101 , que

pi+, < 1.25pi . Il reste à calculer Pi lpi+l pour pi < 101 .

Lemme 2 . Soit 11/20 < r < 1 , on a

7r (X + x7) - 7r (X) » x, / log x ,

avec 7r(x) _ Ep<x 1 .

Démonstration. Ce lemme est dû à Heath-Brown et Iwaniec ( cf. [H-B-
Iwa]) . Il a été récemment amélioré par Mozzochi ( cf. [Moz]) qui remplace
11

	

11

	

1
20 Par 20 - 384

Lemme 3. Pour tout s > 0 , on a

(Pi+1 - Pi) 2 «
X23/18+c

p;<x

Démonstration . Ce lemme est démontré par Heath-Brown

00
~ ~Pi+1- Pi 2	 ~

	

~
1>0 Si- Si-1_

L.

	

/ LE z
i=1

	

Pi

	

i=1

	

pi

en convenant que So = 0 . Cette expression vaut encore

1

	

1

	

°O
i 2 - 2

	

=

	

Si(pi', - pi) 1+212
1

2
+ Pi

i=1

	

Pi

	

Pi+1

	

i=1

	

pi Pi+1

Le lemme 2 nous donne Pi+ 1 - Pi < Pi
11 2o+e et le lemme 3 donne pour Si-

	

~
la majoration

Si < i23/18+e

(cf. [H-B]) .

Lemme 4. La série

		

(pi+i -pi)' est convergente . Sa somme est voi-
i=1

	

Pi
sine de 1 .6531 .

Démonstration. Posons Sk = L.1<i<k(P,+, - Pi)2 . On a donc
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Notre série est donc comparable à la série

E =23/18+11/20-3+e

i>1

qui est convergente .
Observons que le même raisonnement nous donne

2
(3 )

	

E ( P, +, _P,) «E -211/180+e _ O(k-1/ 6 `
i>k

	

P`

	

i>k

Le calcul numérique de la somme des 300 000 premiers termes de notre
série, effectué par J.P . Massias, donne 1 .6531 .

Malheureusement la majoration ci-dessus n'est pas effective, et on ne
peut savoir la précision de ce calcul numérique .

On peut montrer facilement que si la suite an est croissante et vérifie

a'n log n < an < -fi- log n et a

	

an
n+1 - an <

avec 0 < a' < a" , on a :

(
	 an+1- an \ 2

<

	

4.1a"

N<n<2N
an

	

J

	

a12 (log N)2 '

et en déduire une majoration du reste de la série
n

De la majoration obtenue par Rosser et Schoenfeld
Théorème 8)

B(x) - xI < 8.7 xI log 2 x

où 8(x) _ ~p<Z loge , et de

Pn < n(log n + log log n) ,

on peut déduire
Pn+1 - Pn <- 17.4n/ log n .

log n

Pn+1 -PnOn peut, par ce moyen, majorer le reste de la série

	

)

2

mais
Pn

cette majoration est très grossière .
Sous l'hypothèse de Riemann, L . Schoenfeld a obtenu ( cf. [Sch])

B(x) - x < 1

	

log 2 x ; x > 599,
- 87r

	

-

qui permet d'évaluer plus raisonnablement la précision du calcul de cette
constante .

an+1 - an 2

an
cf. [Ros-Sch 2]
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00
Lemme 5 . La série

	

log Pl+1

	

P`

	

est convergente . Nous dési-
i=1

	

Pi

	

Pi+1
gnerons sa somme par C . Une valeur approchée probable de C est : 0.513/, .

Démonstration . D'après (1), cette série est majorée par
00 1 ~Pi+1- Pi 1 2

2

	

'i=1

	

Pi

qui converge d'après le lemme précédent . La valeur numérique indiquée est
la somme des 300 000 premiers termes .

x
Lemme 6. Pour 1 < x < y posons L(x, y) = log - (1 - y ) Soit (qi}i>1

une suite strictement croissante de nombres premiers . On a lorsque z
+00 :

L(qi, qi+l) > C - log Q, + log 2 + o(1)
i

Q ; <z

où C est la constante du lemme précédent .

Démonstration . Si qi et q;+l ne sont pas des nombres premiers consécutifs,
et si l'on rajoute p entre qi et qi+l , on perd

On a donc

et

- L(gi,P) - L(P,gi+l) + L(gi,gi+l) _ (1- gi/P)(1 - P/qi+l) > 0 .

L(qi, qi+,) +

	

L(Pi,Pi+,)

	

L(Pi,Pi+,) = C + o(1)

q;<z

	

p;<yl

	

p;<z

L(Pi,Pi+l) <_

	

log Pi+, _ log q,

Pi

	

2
pi<91

	

pi<41

Lemme 7. On a

k-1

Pi/Pi+1
i=1

k - 1 - log pk + log 2 + C + O (k-1/6 )

k-logk-loglogk+C+log2-1+O
(log logk

log k

où C désigne la constante du lemme 5 .
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Pi /Pi+1

On a alors

Démonstration . On a
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Démonstration . On a, avec la notation du lemme 6

k-1
k-1-~(1-pi/pi+,)

i=1
k-1

= k-1+ L(Pi,Pi+1) - log Pi+1
Pii=1

= k - 1 - log pk + log 2 +
i=1

On conclut en observant que, par (1), on a

21	 -
L(Pi,Pi+1) <

(P,+,	 Pi
-2

	

pi

et en appliquant (3) .
On obtient la deuxième relation en utilisant

Pk = k(log k + O(log log k)) .

Lemme 8 . Soit 1 < i < j - 2 . On définit

$ (pi, Pj) _ ( E Pk IPk+1) - Pi /Pi
i<k<j-1

S(P,,Pj) > - : - 1 - (Pj - Pi)2/(2P;) .

(pi, Pi+1

	

(Pi, Pi+1)
i>k

$(Pi,pi)=9-i-1- E (1 - PkIPk+l) + 1 - Pi/Pi .
i<k<j-1

En utilisant (1),

S(Pi,Pj)>j-i-1-(

	

log Pk+l )+1-~

	

Pi Pj .
i<k<j-1

	

Pk

On conclut en observant que la somme vaut log(pj/pi) et en appliquant de
nouveau (1) .

Lemme 9. Soit Nk = 111<<i<_ k Pi • Soit n < Nk et soit w(n) = k - r avec
r > 1 . Soit t le nombre de diviseurs premiers de n qui sont > pi, . Alors
on a t < ~/3rpk logpk . Soit , 0 < e < 1 . Alors le nombre s de nombres
premiers < pk qui ne divisent pas n vérifie : s < r/(1 - ) .
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Démonstration . Un tel n peut s'écrire

n - Nk Qil	. . . Qt` qfoi . . . qou.
ql q2 . . . qt+r

avec pk < QI < . . . < Q t

	

ai > 1 , qi < q2 < . . . < qt+r <- Pk

qi < qz < . . . < q,, pk , Qi >_ 1 et qi qj pour 1 < i < u et 1 < j < t + r .
On at+r<ket :

t
1 >

Nk
> QI

k rQt > Pk r 11(1 + jIPk)
à=l

en utilisant Qj - Pk > j . Il vient ensuite en remarquant que j < t < k < pk

et en utilisant (2)

r log pk >

	

109(1 + j/Pk) > log 2

	

gIPk
i<j<t

	

i<j<t

> t(t + 1) log 2 > t2

2

	

Pk

	

3Pk

On a de même

1 > n > QI . . .	 Qt > -r+s(i -£) .
Nk pk . pk+r-s Pk

Ce qui montre que s < rAi - e) .

3 . Etude des nombres f -champions
Lemme 10 . Soit q > 3 . On suppose que q ne divise pas m , mais que

divise m . Alors
q

f (mq) > f (m) + 4 /q ? f (m) + 3/5 .

Démonstration. Si tous les facteurs premiers de m sont < q , on a l'égalité
f (mq) = f (m) + q Iq . Sinon soit q' le plus petit diviseur premier de m
qui suit q . On a

f(mq)=f(m)+4 /q+q/q'- q Iq' >f(m)+q lq

Le lemme 1 nous donne q- l q > 3/5 .

Lemme 11 . Soit n un nombre f -champion, et P = P(n) son plus grand

facteur premier. On a : P- divise n . Soit ql et q2 les deux plus petits

nombres premiers ne divisant pas n . Alors si P(n) > 31 , on a glg2 > P(n) .
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Démonstration . Si P- ne divisait pas n , on aurait f (nP- /P) > f (n)
et n ne serait pas f -champion .

Supposons d'abord ql = 2 , q2 = 3 . Si 5 ne divise pas n , on pose
n' = 30n/P < n et

f (n') > 2/3 + 3/5 - 1 + f (n) > f (n) .

Si 5 divise n , on pose ni = 6n/P < n et on a encore f (n+) > f (n) , ce qui
contredit le fait que n est f-champion .

Supposons ensuite ql = 2 , Q2 > 3 . Le lemme 10, appliqué à m = 2n/P
et q = q2 donne, avec n' = 2Q2n/P

f (n i ) - f (n) > 2/3 + 3/5 - 1 > 0

ce qui implique n i > n .
Si ql > 2 , on applique deux fois le lemme 10 avec m = n , q = qi , puis

m = nql , q = Q2 . On obtient ainsi avec ni = nql q2 /P ,

f (n`) - f (n) >
5
- 1 > 0 .

Ce qui entraîne ni > n et donc qi q2 > P .

Démonstration du théorème 1 . Soit k assez grand, et n un nombre
f-champion vérifiant Nk_, < n < Nk . Cela implique w(n) = k - r avec
1 < r _< (log k) (1 + O(1)) d'après le lemme 7. Le nombre n est sans facteur
carré, et s'écrit avec les notations du lemme 9

n = Nk Q1 . . .Qt
ql . . . qt+r

Lorsque t = 0 , le lemme 10 montre que f (n) <

(4)

f (Nk) . On peut donc
supposer t > 1 On définit deux suites (i s ),< s<s et (js),<s<s vérifiant
is + 2 < js et js < is+, , de telle façon que

U {p ; pi . < p<p?.}= {qi ; 1<i<t+r,
1<s<s

E (jst+r - B .
1<s<s

qi>pk/31

	

} .

Notons que l'ensemble ci-dessus est l'ensemble {qi, . . . , qt+r} sauf au plus
ql , dans le cas où ql < pk/3 , ceci par le lemme 11 .

Lorsque qi < Pk/3 , on pose 8 = 1 ; lorsque qi > Pk/3 , on pose B = 0 ,
et l'on a :
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Avec la notation S du lemme 8, on pose al = 2/3 si ql = 2
S(gi,gi)siql>3,etl'on a :

•

	

si qt+r Pk

f (n) = f (Nk) - Ou i -

•

	

si qt +r = Pk , on a

s=1

Pk

	

t
Qi-1

S (pi», pj.) + Qi +E
Q1 i=2 Qi

Pi . = Pk+l

s

	

t
et : f (n) = f (Nk) - Ou, -E S(pi" pj. ) + pk - Pi. - + Pi .

	

i-1

s= 1

	

Pk+l Pk+l Q1 i=2 Qi

,

Les deux formules coïncident lorsque Ql = Pk+l , et dans tous les cas
on a :

(5 )

On a

s
f(n) < f(Nk) - BQI - ES(pi.,Pj.)+t .

s=1

On désigne par S' le plus grand s tel que pi e < p k /10 . Pour s > S' + 1 ,
on a par (4) et le lemme 9

j3 - is < t + r + 1 < pk/2+o(1) < p5/9+o(1 )

et donc, par le lemme 2,
5/9+0{1)

p7. - pi

	

p+a

donc, avec le lemme 8

s

	

s
E S(pi.,pm >

	

(.7s-ts+1)-
s=s'+1

	

s=s'+l
(pj.-pi .)2

2pi2s=S'+1

	

.

Or, dans la dernière somme il y a au plus S termes, S < t + r < pk/2+o(1)
et chacun de ces termes est majoré par

1 -8/9+0(1) < 1 pk8/1o+0(1)
?,Pi,

	

2

On a donc
s

	

s
E S(pi .,Pj.) > E (i3 - i3 + 1) 0(1) .

$=S'+l

	

s=sl+1
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Le lemme 9 avec e = 910 montre que S' = 0(1) et
js - i3 = O(1) . Le lemme 2 nous indique alors que pjB
et comme pi . _> 1Pk

/3+0(1} on a

s (pi ., p;.)
9=1

On a donc, avec (4)

s'
Ejs -i 9 +1-
s=1
si

> E js - i 9 + 1 + o(1)
9=1

s
~S (pi ., pi.)>t+r-B +o(1) .
9=1

s=1

Pja - Pt,)2
2P2e

Observons maintenant que Q1 > 2/3 . En effet, si q 2 ,

Q1 = 1 - (1 - q-/q1)(1 - gilqi) ? 1 - (2/5) 2

par le lemme 1 . La formule (5) donne alors

(6)

	

f (n) < f (Nk ) + 8(1 - Q1) - r + 0(1) < f (Nk ) - r + 1/3 + 0(1) .

Et comme r > 1 , on a f (n) < f (Nk) , et donc Nk est f-champion .
On voit également que si r > 2 , on a f (n) < f(Nk_ 1 ) et n n'est pas

f-champion. Les nombres f-champions compris entre Nk_1 et Nk ont donc
k - 1 facteurs premiers .

Définition. Pour p = 2 , on pose 0(2) = 1/3 , et pour p > 3

(7)

	

0(P) = 1 - S(P-, P+) = PpP ) (P	

P+
	 P) .

On dit qu'un nombre premier p est "bon" si pour q > p , on a e(q) <
0(p) . Les "bons" nombres premiers < 1 000 sont
2, 3, 5, 7,11,13, 23, 37, 53, 89,113,127, 211, 293, 331, 337, 409, 479, 541, 631,
787, 839 .

Il n'est pas difficile de démontrer que l'ensemble des bons nombres pre-
miers est de densité 0 dans l'ensemble des nombres premiers, en utilisant
le résultat de P. Erdős ( cf. [Erd 1]) amélioré par H . Maier ( cf. [Maier]) .

On observe que, si p < Pk , on a

f (Nk/P) = f(Nk ) - 1 + O(P) .

Il est clair que, si p n'est pas bon, NkIp n'est pas f-champion pour k
suffisamment grand .

que, pour s < S' ,
11/zo+o(i)

Pt e = pi e
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Proposition 1 . Soit p un «bon" nombre premier . Pour k assez grand
NkIp est f-champion .

La démonstration est très voisine de celle du théorème 1 : on considère
un nombre n qui est f-champion et qui vérifie Nk-, < n < Nk/p .

D'après la démonstration du théorème 1, un tel nombre s'écrit

n= kN Qi . . .Qt
qi . . . qt+l

Si t = 0 , et ql > p , on a bien f (n) < f(Nklp) puisque p est "bon" . Si
t > 1 , on a n > Nklgl , et donc ql > p . La formule (6) est encore valable
avec o-l = 1 - e(ql) et r = 1 , et l'on obtient

f (n) < f(Nk) - 1 + (ql) + 0(1)

Or, lime-+,,, (p) = 0 . Par conséquent 0(p) - maxq>p 0(q) = ep > 0 , et
l'on a

f (n) < f(Nk/p) - ep + 0(1) ,

ce qui assure que pour k assez grand, Nk Ip est f-champion .

Proposition 2 . Supposons vérifiée la conjecture de Cramer ( cf. [Cra]
et iRie] p .85), Pk+l - Pk « loge pk . Alors les nombres f -champions assez

grands sont de la forme Nk ou Nklp , avec p < pk/2+°(i)

Démonstration. Soit n un nombre f-champion vérifiant Nk-, < n < Nk .
Nous avons vu que w(n) = k - 1 On définit Qi, Q2, . . . . Qt les grands
diviseurs premiers consécutifs de n : on a Qi = Qi+l pour 1 < i < t - 1 ,

Qt est le plus grand facteur premier de n , Qi ne divise pas n . D'après
le lemme 11, on a t > 2 . On désigne par qi, q2, . . . . q9 les grands nombres
premiers consécutifs < Q, et ne divisant pas n . On a q9 = Q, et qi
divise n . Comme n n'est pas de la forme Nk , s > 1 .

Distinguons deux cas

ler cas : s < t - 1 . On considère ri = q1 Q2 . . . qs n On a n' < n ,
Qt-s+1 . . . Qt

donc f (n) < f (n) , et avec les notations du lemme 8,

0 < f(n) - f(n) _ - S(qi ,Q1) + Qtts+i + . . . + Qt ~

Le lemme 8 donne

0<-s+(Qi-qi)2+s_ 2 	2 < (Qi-qi)2 2s
2 (qi ) 2

	

Qt-3+i

	

Qt

	

2(qi )2

	

Qt
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La conjecture de Cramer nous donne

Q, - ql « (s + 1) loge Q, < (s + 1) log e Qt

et l'on en déduit

(8) (2 «
(S+	 1)2 Qt log4 Qtgl )

	

4s

	

.

Supposons s > 2 , et soit j tel que 2 < j < s . On a

(9)
	 glg2. . . qj

	

> 1 .
Qt-j+2 . . . Qt

En effet, si ce n'était pas vrai, on pose n" =

		

ql . . . qj

	

n ; on aurait
Qt-j+2 - - - Qt

n" < n < Nk et w(n") = w(n) i 1 = k , ce qui est impossible .
Appliquons le lemme 9 avec ko = ir (Q1) ,

Qt-e+2 . . . Qtno =

	

Nko .
gl . . .g9

On a, d'après (9), no < Nko , w(no) = ko - 1 , et l'on en déduit

(10)

	

s < t - 1 < ,/3Q1 fog Q 1 < -\/3Q t log Qt .

Lorsque s > 5 , (10) et (8) donnent

ql « Q'/4 (log Qt )9/4

et (9) donne avec j = 5 en utilisant le lemme 1

ql » Qt /5

d'où une impossibilité pour Q t assez grand .
Lorsque 3 < s < 4 , (8) donne qi « Qt/2 log e Qt et (9) donne avec

j = 3 , qi » Qt /3 , d'où impossibilité pour Qt assez grand .
Lorsque s = 2 , (8) donne

q, « Qt/2 loge Qt .

Le lemme 11 nous assure que tous les nombres premiers p vérifiant
cQt/ 2 log-2 Qt divisent n . Choisissons p -r log 5 Qt , et considérons

ni = glg2 n<n .
PQt

P Ç
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On a :

f (nl) - f(n) _ -1 + e(p) + S(qi , q2 )- Qt-1/Qt

(p) - ( q2 - ql )2/2(gl )2
.

Le lemme 11 nous dit que g1Q2 > Qt , soit qi » Qt/ 2 et par la conjecture
de Cramer,

(q2-qi)2

	

logo Qt
2(qi )2

	

Qt
et par ailleurs, 0(p) > 4/pp+ » log -10 Q t , donc f (nl) > f(n) ce qui
contredit le fait que n est f-champion, et le cas s = 2 est impossible .

La seule possibilité est donc s = 1 , et dans ce cas, (8) nous donne

ql < Qt/
2+a(1)

On raisonne alors comme lorsque s = 2 pour montrer que tous les
nombres premiers q < ql divisent n . Notre nombre n est donc ainsi de la
forme Nk/gl , avec qi < pk/ 2 + o ( 1 )

2e cas : s _> t . Ce cas se traite de façon similaire : on considère n' _
	gig2•••qt n , et au lieu de (8), on obtient

QlQ2 . . . Qt
2

(11)

	

(qi )2 K (t t	1) Qt logo Qt .

(9) est toujours valide pour 2 _< j <_ t , ainsi que la majoration de t - 1
donnée par (10) . Lorsque t > 5 , on conclut comme pour s > 5 dans le
premier cas . Lorsque 2 < t _< 4 , (11) montre que ql, . . . , qt sont très petits
devant Q1i . . . , Qt , et que l'on a f (n') > f (n) ce qui est impossible .

Remarque. Les calculs effectués sur les nombres premiers montrent que
jusqu'à 4 • 1012 la conjecture de Cramer est "vérifiée" ( cf. [Rie], p .85) . Il
est possible d'adapter la démonstration de la proposition 2 pour calculer
une table assez longue des nombres f-champions . La seule table que nous
avons construite va jusqu'à 450 000, et donne les nombres f-champions

N2, N3, N4 /2, N4, N5, N6 / 2 , N6, N7 /2 .

Si la conjecture de Cramer est vraie, la proposition précédente nous dit
qu'il n'y a pas de nombres f-champions entre Nk+1/2 et Nk+l . Supposons
que q < q' < q" sont trois nombres premiers consécutifs inférieurs à Pk et
qu'il existe ô > 0 tel que q' - q > pk/2+ó et q„ - q > pk/2+ë On aura
f(pk+2

Nk+1) > f (Nk+1 /2) et il y aura un nombre f-champion entre2 qr
Nk+ 1/2 et Nk+l , si Pk+2 est voisin de Pk+l
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4 . Grandes valeurs de la fonction F

Lemme 12. On définit, pour k > 2 ,

Ak = ]j ((k - 1)1j)' .
1<j<k-1

On a ainsi : A2 = 1 , A3 = 2 , A4 = 27/4 , A5 = 4 5 3-3 = 37.9 . . . . etc .
(i) Il existe un nombre réel a = 0 .249 . . . , tel que, pour k > 2 , on ait :

_ 2
log Ak = (k	

41)	 - i2 log(k - 1) - a - 720(k - 1)2 avec 0 < 8 < 1

(ü) On a, pour k > 2

(k	
4

	 2)2 < log Ak < (k4 1)2

(iii) On a, pour k > 2

(Ak+1/Ak)-2/(k(k-11) = 1 - 1/k .

Démonstration. On applique d'abord la formule sommatoire d'Euler -
Mac Laurin à la fonction x log x . ( cf. [Han], p.287)

k

	

6k2 + 6k + 1

	

k2

	

1 00

	

k-2m
logj-

	

log k -- +a - -E

	

B2,..+2
j=1

	

12

	

4

	

4 m=1 m(m + 1)(2m + 1)

où a est le logarithme de la constante de Glaisher,

a = 0 .2487544770 . . .

Comme les dérivées successives de x log x sont de signe constant et al-
terné, le reste est de même signe et plus petit en valeur absolue que le
premier terme négligé . On obtient

log j = 6k2
12k

	 + 1 log k - 4Ei+a 720k2 avec 0 < 9 < 1
j=1

On achève la preuve de (i), en observant que

k(k - 1)

	

k-1
log Ak =	2	log(k - 1) - E j log 7 -

j=1

La démonstration de (ü) découle de (i), et (iii) se montre par un calcul
direct .
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Lemme 13. Soit k > 2 , Ak comme dans le lemme 1,2, A un nombre réel
> Ak . On pose

M(A, k) = k - 1 -
k (A/Ak)-2/(k(k-1»

(i) On a : M(A, k) < N/log A .
(ü) Lorsque A +oo ,

M(A, k) < -/log A - 1/2 + O((log log A)/ -~/log A)

(iii) Si Ak < A < Ak+i , on a

log A - 1/2 < M(A, k) .

(iv) Si l'on définit p par

(A/Ak)-2/(k(k-1» = 1 - p/k ,

on a0<p<k, et :
2

	

_
(1/2 + M(A, k))2 < log A +

12
log(k - 1) +

4 + 4k

	

6k21 p 3

Démonstration. Avec la définition de p donnée dans (iv), on a

M(A, k) + 1/2 = (k - 1 + p)/2 ,

et
log A = log Ak - ((k(k - 1))/2) log(1 - p/k) .

On minore log Ak par (i) du lemme précédent ; il vient

(1/2 + M(A, k) )2 - log A < 12 log(k - 1) + a +
k(k2

1) log(1 - p/k)+

p(k21) + 4
On majore a par 1/4 , et log(1 - x) par -x - x2/2 - x3/3 , et cela donne
(iv)

Lorsque k = 2 , M(A, 2) = 1 - 1/A , et (i) et (ü) se vérifient aisément .
On peut donc supposer k > 3 . Dans l'intervalle [0, k] , la fonction p
k -

1 -
p2

	

k

	

1

	

k
6k2 p3 4k

a un minimum atteint en po
= k - 1

qui vaut -
12 (k - 1)2 >'

	

-

- 1
16

pour k > 3 ; (iv) donne alors

(12)

	

(1/2 + M(A, k) ) 2 < log A + (1/12) log(k - 1) + 5/16 .
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Or, on a

(Jlog A + 1/2) 2 = log A + -~,/log A + l/4

> log A + \/log AI, + 1 /4 > log A + k 2 2 + 4
> log A + (1/12) log(k - 1) + 5/16

pour k _> 3 . Cela démontre (i) .
Le lemme 12, (ü) donne

k - 1 = 0(N/log A k )

et l'inégalité (12) donne

(1/2 + M(A, k)) 2 < log A + O(log log A),

d'où l'on déduit (ü) . On peut, en fait, obtenir un développement asympto-
tique plus précis .

Enfin, lorsque k est fixé, (iv) définit p comme une fonction p(A) .
Lorsque A croît de Ak à +oo , p(A) croît de 0 à k Le lemme 12 (iii)
nous dit que, pour Ak _< A <_ Ak+ l , on a 0 < p < 1 On procède alors
comue ci-dessus

log A - (1/2+ M(A, k) ) 2 = log Ak -
k(k2

1) log(1- p/k) -

On majore log Ak par (k - 1) 2 /4 , on utilise

P/k+k2 (1 +k+k2
+ . . .~- log(1 - p/k)

<- p/k + p2 I(2k(k - p)) < plk + p2 /(2k(k - 1))

(puisque p < 1), et l'on obtient (iii) .

Problème d'optimisation N ° 1 . Soit k > 2 , et A réel, A > 0 . La
solution du problème

est donnée par

min

	

exp(xjM
1<j<k-1

xj + log A = 0 , xj E R .
1<j<k-1

1 A
k- 1( Ak'

l-2/(k(k-1))

'

~k-1+P) 2
J2
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x? = j log(ja)

	

1 < j < k - 1 ,
et la valeur du minimum est

M (A, k) =
k(k - 1) A _ k( A -2/(k(k-1))

2

	

2 `Ak

oú Ak est défini dans le lemme 12 .

Démonstration . La contrainte et la fonction à minimiser sont convexes,
il y a donc un minimum que l'on peut obtenir par la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange : on doit avoir

ex,

	

= 1exilj
9

xJ en fonction de A , et en reportant dans laOn en déduit la valeur des
contrainte, la valeur de a .

Lemme 14 . Soit A > 0 et Ak et M(A, k) définis comme dans le lemme
13. On a, pour tout k > 2 :

k 2
1 (AIAk+1)-2/(k(k+1)) < 1 + 2 (A/Ak)-2/(k(k-1))

Cette inégalité est stricte, sauf lorsque A = Ak+1 . Pour A fixé, la suite
M(A, k) est croissante .

Démonstration . Si l'on complète la solution optimale du problème P (A, k)
en faisant xk = 0 , on obtient une solution possible du problème P (A, k+1) ,
ce qui démontre l'inégalité . En calculant xk dans P (A, k + 1) , on voit que
l'inégalité est stricte sauf si A = Ak+l . Lorsque A = Ak+1 , la relation (iii)
du lemme 12 montre qu'il y a égalité .

Problème d'optimisation N° 2 . Soit k > 2 , A > 1 ,

min f1 (x) =

	

exp(xj/j)
1<j<k-1

P (A, k)

	

91(x) _

	

xj = - logA
1<j<k-1

xj <0

	

1 < j<k-1 .

On définit r > 2 par A r < A < Ar+1 .
Si r > k , la solution du problème 2 est celle du problème 1 . La valeur

du minimum est

M - (A, k) = M (A, k) _ ~) (k - 2/(k(k-1))
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Si r < k , la solution de P- (A, k} est donnée par

	

xi, . . . , xr_ 1 sont
solution de P - (A, r} et xf, . . . , xk_ 1 = 0 . On a ainsi

r r 11
M - (A, k)=k-r+2(Á`-2

{-,}

Démonstration. On applique la méthode des multiplicateurs de Kuhn et
Tucker ( cf. [Pch-Da], p .25) . Il existe des multiplicateurs a E R , µt > 0
avec µix~ = 0 et tels que

fl(x) - A91(x) -

	

mixi
1<i<k-1

soit minimum en x* .
On peut voir que les xs nuls sont ceux d'indice i grand : si l'on avait

x? = 0 , xi < 0 avec i > 1 , en permutant les valeurs de x~ et x= on
diminuerait f , car

ex~ h + 1 < 1 + ez1 li

La solution est donc du type

xi, . . .,xs-1 < 0 et x; _

	

= xk_, = 0 avec 1 < s < k .

Pour un s fixé, 2 < s < k , on résoud comme dans le problème 1, et on
trouve

_

	

1

	

A ,-2/(s(s-1)1
s-1(A 3,

x?=jlog(ja) ; 1<j<s-1 .

La condition d'admissibilité est x~ < 0 , pour 1 < j < s - 1 , soit
(s - 1}a < 1 , soit A9 < A , c'est-à-dire 2 < s < r . Pour chacune de ces
valeurs de s , on calcule le minimum de f1 (x) correspondant et on trouve

s A -2/(s(s-1}1
.1=k-s +2(A$ }

Or, le lemme 14 montre que ceci est minimum lorsque s est le plus grand
possible, c'est-à-dire s = r .

Proposition 3. Pour k fixé > 2 , et A > 0 , la solution M(A, k) du
problème 1 est une fonction décroissante en A .

Pour k fixé > 2 et A > 1 , la solution M - (A, k) du problème 2 est une
fonction décroissante en A .

Pour A > 1 fixé, on définit r par Ar < A < Ar+1 .
La suite (uk)k>2 définie par uk = k - 1 - M - (A, k) est une suite crois-

sante en k , constante pour k > r , et majorée par ~/log A .
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Démonstration . Soit A < A' , et soit x* _ (x i, . . . , xk_ 1 ) la solution de
P (A, k) . Alors, si l'on pose xl = xi +log A/A < xi , x = (xl, x2i . . . . xk-1)
est une solution possible de P (A', k) et fi (2) < fl (x*) .

La même preuve est valable pour P - (A, k) .
Supposons 2 < k < r . Nous savons que

_ k A -2/(k(k-1»
M - (A, k)

2 Ak

et il résulte du lemme 14 que

Supposons maintenant que k > r . La solution du problème d'optimisa-
tion N° 2 nous indique que

nk = r - 1 - ( 2)
r

( )
-2/(r(r-1» _

M(A,
r)

et l'on applique le lemme 13, (i) .

Problème d'optimisation N° 3 . Soit k > 2 et B > 1 . La solution du
problème

u2<u3< . . .<ur .

max E (1 - y,/yi+,)
1<i<k-1

1<ylÇy2<_ . . .<yk

y1 y2 . . . yk = B

est k - 1 - M - (B, k) < ,/ log B .

Démonstration . Si l'on fixe y, < Bl/k , par le changement de variable

xi = ilog(yk-i/yk-i+1)

on se ramène au problème P - (B/yl , k) , et le maximum pour yl fixé est
k - 1- M- (B/yl , k) . D'après la proposition précédente, ceci est maximum
lorsque yl = 1 , et < vlog B .

Remarque. Il résulte également de la proposition 3 que la solution du
problème 3 reste la même si l'on remplace la dernière contrainte par

yly2 . . . yk < B .

Proposition 4 . Soit k > 2 et des nombres réels > 0 vérifiant

1 <tl<t2 < . . .<tk
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On a l'inégalité

E (1- tuti+l) -
1<i<k-1

Démonstration . On pose, dans le problème d'optimisation précédent
yi = ti .

C. Pomerance nous a donné une démonstration directe de cette inégalité,
par récurrence sur k , et utilisant le calcul de la différentielle de la fonction

k-1
~~ log ti -

	

(1 - ti/ti+i )
i=1

Problème d'optimisation N° 4 . Soit k > 2 B > 1 et z > 1 vérifiant
zk < B . La solution du problème

max

	

(1 - yi/yi+1)
1<i<k-1

z<yi<y2< . . .<yk

yi y2 . . . yk = B

vaut M4 (B, k, z) = k - 1 - M- (B/z k , k) .
Lorsque B -> +oo , que log z = O(log B)1/io et que B/z k , +00 , on

a :

(13)

	

M4 (B, k, z) < log B - log z - 1/2 + 0(1) .

Démonstration. Ce problème se ramène à P3 (B/zk, k) par le changement
de variables y=, = yi /z .

Lorsque B/zk < Ak , on définit r par A,. < B/zk < At+1 , et l'on a

M4 (B, k, z) = M(B/z k , r) < M(B/zt, r)

puisque k > r . Lorsque B/zk > Ai , on a

M4 (B, k, z) = M(B/z k , k) .

Pour démontrer (13), on doit donc prouver

(14)

	

M(B/z k , k) < %,/log B - log z - 1/2 + 0(1)

lorsque B/zk

	

+oo , log z = o(log B)1/lo et B/zk > Ak .
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ler cas: k < (1/2)oog B . La définition de M(A, k) donnée dans le

lemme 13 indique M(A, k) < k et (14) en découle .

2e cas : k > 2\/log B - (log B) 7/2Ö . Le lemme 13, (ü) donne

M(B/zk , k) < (log B - klog z) 1 /2 - 1/2+o(l)

< \/log B (1 -
k log z

- 1/2+o(l)
21og B

< ,/log B - log z -
1/2 + 2(log B)3/20 +

0(1)

et comme logz = o(log B)1/10 , cela démontre (14) .

3e cas : (1/2) %/log B < k < 2 v log B - (log B) 7/20 . On a donc

k x V/log B .

On pose A = B/zk , et avec les notations du lemme 13, (iv),

- log(1 - p/k) =
k(k2

1) (log A - log Ak) < k(l
g B) < 8 + 0(1)

et il s'en suit que
- log(1 - .p/k) : p/k .

On a alors, par le lemme 12, (i)

log A - log Ak = log B - k log z - log Ak

= log B - k2 /4 + O(log B)s/1o

_ (-,,/log B - k/2)( log B + k/2) + O(log B) s/ 1o

et le terme en O est négligeable devant le premier terme . Il s'en suit que

p = %/log B - k/2 » (log B)7/2o

On applique alors le lemme 13, (iv)

(1/2 + M(A, k) )2 < log A - R

avec R » p3 /k . On en déduit

	 g

	

1/2
1/2 + M(A, k) < \/log B C1 -

loo B lo B}g

	

g

g

	

klog z

	

R
<

	

lo B l l- 2
log B 2 log B

~/log B \- log z +	1 [ log z(~/log B - k/2) - R/2] .
,/log B
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Dans le crochet, le premier terme est de l'ordre de p log z et R » p3/k . On
a p2 Ik » (log B) 4 /20 » log z , ce crochet est donc négatif, et cela montre
(14) .

Démonstration du théorème 2, (i) . On écrit

n = qi' . . kqk

	

q1 < q2 < . . . < qk .

On choisit z un nombre premier compris entre (1/2) log n et log n . On
détermine s tel que q a-, < z < qs .

ler cas: z divise n . On a alors z = q s . Il vient

Le lemme 6 donne

Au total,
F(n)=S1 +S2 < logn-C'+o(1)

avec C' = C + log 2 + 1/2 = 1.70 . . . .

2e cas : z ne divise pas n . On pose alors n' = nz . La démonstration du
ler cas montre

s-1

	

k-1
F(n) _ E(1 - gilgi+,) + E(1 - gilgi+,) = S1 + S2 .

i=1

	

i=s

8-1
S1 = log(gslgl) -

	

L(qi, qi +,) < log z - C - log 2 + o(1) .
i=1

Quant à S2 , elle est majorée par la solution du problème d'optimisation
N° 4

S2 < M4 (n, k - s, z) < 1og n - log z - 1/2 + o(1) .

F(n') < log n' - C' + o(1) < log n - C' + o(1)

et
F(W) = F(n) + 1 - (z - qs-1 rqs- z` > F(n) ,

z

	

q3

ce qui achève la démonstration .

Démonstration du théorème 2, (ii) .

	

Elle résulte de la proposition
suivante :

Proposition 5 . Soit N tendant vers l'infini. Il existe n < N tel que
F(n) > V log N - C' + 0(1) .
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Démonstration . On définit d'abord k en fonction de N par : Ak < N <

Ak+l

et l'on sait par le lemme 12 (iii) que 0 < p < 1 .
La solution du problème d'optimisation N ° 1, P (N, k) est donnée par

A = (11(k- 1)) (1 - p/k) et x? = j log(ja) pour 1 < j < k-1 . La solution
du problème d'optimisation N° 3 P3(N, k) vaut M(N, k) , et est définie par
yl = 1 , et yi+,/yi = exp(-x*-i/(k- .7)) = 1/((k-j),\) . On a donc, pour
2<j<k

où Ak est défini dans le lemme 12 . On définit ensuite p par

(N/Ak)-2/(k(k-1» = 1 - p/k ,

pour 1 < j' < k - 1

et d'après le lemme 13,

_ k1%i lk
i-'k-p` (k-1) . . .(k- j+l) '

k-1 <
k-j -

yi+l

yi

i=1

(k - 1)k

	

< k
(k - j)(k - p) - k - j ,

k-1
(17)

	

M(N, k) _

	

- yi /yi+1 = -,,/log N - 1/2 + o(1) .
i=

Comme 0 < p < 1 , il résulte de (15)

(k - 2)i-2

	

ki-1

(k-2) . . .(k- .j+1)
<yj

< (k-1)

	

(k-j+1)

et, en utilisant (1), on a pour j < k/2

(18)

	

logyi < - ?-l log(1 - :/k) < 9	-}	 (~- 1)

	

~3 ,
2k

	

2k 2

et

?-l

	

i-2,

	

(j - 3)(j-2)
(19)

	

log yi > -

	

log (1 -
k - 2` >

	

2k
i=2

Nous allons construire une famille de nombres premiers, aussi proches
que possible des nombres yk , dont le produit sera l'entier n cherché .
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On choisit r = [.\/3k log k] + 4 . On a, par (19)

(20)

	

log yr > (r - 3) (r- 2) > 3 log k .

Pour tout j > r , on a

(21)

yj+l - yi
k-1 k

	

k-1

	

~

	

j-1
y'(k-j

k-p-1)>yj( k _jyj	
k

yr/3
r k 1

y?
/3 >~3logky?/3 >y~ l3 .

Pour r < j < k on désigne par Pj le nombre premier qui précède
immédiatement yj On a, d'après le lemme 2 : Pj+l > yj . Il vient en-
suite :

"3pi + yj( 1+O(yj )) = yy (1 + O(y_1/3 }) =
	 yi

+
O(y

-1/3 )
Pj+l

	

yj+, (1 + O(yj+13))

	

yj+1

	

?

	

yj+1

On doit maintenant majorer

-1/3

	

-1/3

	

k- r j/3

	

-1/3	1	
yj

	

- yr

	

k - 1)

	

- yr

	

r-1) 1/3
.

r<j<k-1

	

j>0

	

1 - (1 - k-1

En utilisant l'inégalité 1 - X)1/3 _< 1 - xl3 , valable pour 0 < x < 1 , ceci
est inférieur à : yr 1/3 3(k- 1) = O(1 log k . On a donc

r-1

	

}

E (1 - PjlPj+l) _ E (1 - yj/yj+l) + O(1/~,/log k) .
r<j<k-1

	

r<j<k-1

On déduit ensuite de (18)

log yr < (r - 4)2 +O(r) +0(r3)
< 3 log k + O

(
(logk)3/ 2

)
.

2k

	

k

	

k2

	

2

Il s'ensuit que

(22 )

	

Pr < yr < k3/2 + 0(k(log k)3/2 ) _ (1 + o(1 })k3/2 .

On choisit ensuite comme facteurs premiers de n tous les nombres pre-
miers pl = 2 , p2, . . . . p9 < kl/4 . On a par le lemme 7

(23)

	

E (1 - pi /Pi+l) = log ps+, - log 2 - C + O(s-1/B ) .
l<i<3
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Il reste à choisir les facteurs premiers de n entre ps et Pr .
On choisit qo = ps+1 , puis, par récurrence, on détermine qi+ l dans

l'intervalle [qi (1 + 1/ loge k), qi (1 + 2/ loge k)] . On détermine t tel que q t <
Pr <gt+ l .Ona :

c'est-à-dire

et
t = O(log3 k) .

L'inégalité (1) nous donne alors pour 1 < i < t - 1

1 - qiIqi+l < log(qi+1lqi) < 1- 4ilqi+1 +
1 (qi+l - qi) 2
--
2

	

qi

t-1

	

2
et comme

	

( qi+l- q') = O(tllog 4 k) = O(1/ log k) , on a
i=1

	

q'

(24)
t-1
E(1 - qi/qi+,) = log(gtlgo) + o(1) = log(P, /Pa+1) + 0(1) -
i=o

On a également

(25)

On pose

Pr >- qt > qo(1 + 1/ log2 k) t ,

t log(1 + 1/ log 2 k) < log(P,/go) _ (5/4 + o(1)) log k ,

t
log qi < t log Pr = O(log4 k) .

i=1

n=
s+1

	

t

	

k

pi)( 11 gi)(Il Pi)
i=1

	

i=1

	

i=r

Par (19), on a

log yi >

	

(a - 3) (i - 2) _ (r - 2) (r - 3) (r - 4) »

i=1

	

i=1 2k

	

6k

	

N/k

Par le lemme 1, on a

3+1

logpt = O(k1/4) ,
i=1



196

	

P. ERDŐS ET J . L . NiCOLAs

et avec (25), et le choix de Pj < y? , on obtient

D'autre part, on a

k
log n <

	

log yi = log N .
i=1

F(n) =E(1-pi/Pi+,) +E(1-qi/qi+,) +(1-qt/Pr)+E(1-Pi/Pi+,)
i=1

	

i=0

	

i=r

Comme qt - Pr , on a par (23), (24) et (21)
k-1

F(n) = log Pr - C - log 2 + E (1 - yi/yi+1) + o(1) .
i=r

Or,
r-1

	

r-1

	

(k - i)(k - p)
yi/yi+1)

	

k(k-1)i=1

	

s=1

k -
	1 (r - 1) + r(r2k(k

	 (k1) P) =
2 log k + o(1) .

Il résulte de (20) et (22) que log Pr = 2 log k + o(1) , et l'on a
k-1

F(n) _ ~(1 - yi/yi+,) - C - log 2 + o(1) ,
i=1

ce qui, avec (17) démontre la proposition .
Il est certainement possible d'améliorer le terme o(1) en un reste plus

explicite, qui permettrait d'améliorer la proposition 6 sur les nombres F-
champions, mais les calculs sont techniques .

Proposition 6 . Soit N un nombre F-champion, c'est-à-dire tel que n <
N

	

F(n) < F(N) . Un tel nombre est sans facteur carré, et s'écrit
N = QlQ2 . . . Qk , avec Q, < Q2 < . . . < Qk .

Lorsque N --> +oo , on a
(i) F(N) _ Oog N - C' + 0(1) .
(ü) k = w(N) = 2~/log N(1 + O(1/ log log N)) .
(iii) Qk = exp((2 + o(1»Oog N) .
(iv) liMN~.(Qk/Qk-1) _ +00
(v) Soit p premier fixé, il existe no tel que p divise tout nombre N ,

F-champion, supérieur à no .
(vi) La quantité Q(X) de nombres F-champion < X vérifiée : Q(X) >

exp((9/10 + o(1))Vlog X) .
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Démonstration . (i) se déduit immédiatement du théorème 2 et de la
proposition 5 .

Supposons que ko = 20og n - V(n) (log n) 1 ~3 où lima,+oo VN _
+oo , et V(n) = o(log n) 1/ 6 , et que w(n) = k < ko , alors F(n) < P3 (n, k) ,
solution du problème d'optimisation N° 3, et donc F(n) _< M(n, k) _<
M(n, ko ) par la proposition 3. Pour étudier M(n, ko) , on fait A = n et
k = ko dans le lemme 13 . On définit p par

log n - log Ak,,

	

- 1) l0 1 - k )k o = -

	

2

	

g(P~o ,

et l'on déduit du lemme 12, (i)

p12 - -~/log n - ka/2 = 2 V(n)(log n)1/3 .

Le lemme 13, (iii) nous donne

(1/2 + M(n, ko) )2 < log n - (1 + o(1))cp 3 (n)-\/log n/12 .

Il s'ensuit que

1/2 + M(n, ko) < log n(1 -
24+

0(1)) p3 (n)/~/log n} .

D'après (i), un tel n ne peut être F-champion, et l'on a donc w(N) >_ ko .
Pour majorer w(N) , considérons n = glg2 . . . qk , et choisissons z =

v log n . On détermine t par qt < z < qt+l . On a d'après (1)
t-1

	

f-1

~(1 - gilgi+1) < ~, log(gi+1lgi) < logz .
i=1

	

i=1

Par ailleurs, la proposition 4 appliquée aux nombres qt+,IZ, . . . 5 gklz
donne

k-1

i=t+1
(1 - qi/qi+1) <- ~lOg(n/zk-tl .

On a : t < r(z) et donc t log z = 0(z) . Il vient ensuite

F(n) < log z + 2 + ,./log n - k log z + O(z)

<

	

logn+
1

	

k

	

loglogn+0(1) .
2 40og n

On voit donc qu'il existe a tel que, si k > 2\/logn~1 +	a	, alors
log log n

F(n) < v log n - 2C' , et donc n ne peut pas être F-champion . Cela achève
la preuve de (ü) .
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De l'inégalité (1), on déduit F(N) < log Qk , et (i) donne Qk »
exp(-,/log N) .

Soit Q un nombre premier vérifiant Q k log N < Q < 2Q k log N . On a,
par (i), et (i) du théorème 2

-\/log N + 1 - C' + 0(1) < F(NQ) < \/log NQ - C + 0(1) ,

d'où l'on déduit log Q > (2 + o(1» \/log N , et

(26)

	

109 Qk > log(Q/(2 log N)) > (2 + 0(1») /log N .

On considère de même F(N/Qk) = F(N) - 1 +Qk_ 1 /Qk , et l'on a

,/log N - 1 - C' + Qk-1/Qk + 0(1) < -009 N/Qk - C'+ 0(1) ,

d'où l'on déduit

109 Qk < 2(1 - Qk-1/Qk + O(1)),/log N

ce qui, avec (26), démontre à la fois (iii) et (iv) .
Soit p fixé, et n non multiple de p . Posons ap = (1 - P- /P) (1 - p/p+) >

0 . Il résulte de la démonstration du lemme 6, que, si n = glg2 . . . qk , on a :

L(qi, qt+1) ? C + ap - log ql + log 2 + o(1) .

La démonstration du théorème 2, (i) montre que pour un tel n , on a :
F(n) < -,,/log n - C' - a l, + 0(1) , qui, compte tenu de (i), montre que n
n'est pas un nombre F-champion, ce qui prouve (v) .

Pour démontrer (ví), on observe d'abord que F(NQk /Qk) > F(N) , ce
qui entraîne que, si l'on désigne par (Hj)j> 1 la suite croissante des nombres
F-champions, on a par le lemme 2 et (iii)

Hj+1 < Hj (1 + exp « - ó + 0(1») log Hi »

pour j suffisamment grand .
Soit X assez grand, et soit Nj,, < X/2 < Njo+l . On a

Hjo+k <- (X/2)(1 + exp((-9/10 + 0(1») /log X/2) )k

et comme (1 + u)(log2)/u < 2 , on voit que pour k < kp , avec

ko = (log 2) exp((9/10 + 0(1)) -,,/log X/2)
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on aura H?o+k < X , ce qui achève la preuve de (vi) .

Remarque. Il nous est possible de donner d'autres propriétés des nombres
F-champions . Cependant, nous n'avons pas pu obtenir une majoration
satisfaisante pour Q(X) , et nous ne savons pas prouver pour le moment
Q(X) = o(Xő ) avec 8 < 1 . J .-P . Massias a construit une table des nombres
F-champions jusqu'à un million .
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