BINOMIALIS EGYUTTHATOK PRIMFAKTORAIROL I1.

ERDOS PAL

E témdval hosszi életem folyamédn miér sokat foglalkoztam. Egy azonos cimil
dolgozatom (¢ cikkre mint [ fogok hivatkozni) nemrég jelent meg a Matematikai
Lapokban. I-ben tébb megoldatlan problémadt vetettem fel és eldszdr ezekridl akarok
beszélni. A misodik fejezetben ritérek néhdny Gjabb kérdés vizsgdlatira. Sajnos mint
rendesen, e témaban tobb a megoldatlan kérdés mint az eredmény.

I

I-ben vizsgiltam a kovetkezd felbontast. Legyen
“:] =Un; k)-¥in: ky-Win: &)

P(Uln; k) =k, p(Win: k) =n—k k=p(Fin;k)=n—k
P(V(n: k) =n—k,
ahol P(x) x legnagyobb, plx) x legkisebb prim{zktora.
Legyen min) az a legnagyobb szdm. melyre
¥(min); k) = V(n; k).
Kérdeztem, hogy mi mondhatd ki min)-rdl? Lehetségesnek tartottam, hogy

(1) ]Emﬁﬂlpm{n}fn = =

fenndll minden &-1a. (1) bizonyitdsa tényleg nem nehéz. Legyen ugyvanis »# olyan szdm,
melyre Win; k)=1, azaz nincs oly p E melyre n—k=p =, lermészetesen majdnem

minden n-re ez fenndll. Igaz a kovetkezd
Lemma 1. Legyenek 1 =n{" = ... azon szimok, melyekre U(n'"; k)=1,. (p(t)=k.)

Legyen ezen szamok sfirfisége af*'. Akkor af*! létezik és pozitiv. Tovibbd X af*' =1.
i=1
A lemma bizonyitisa kinoven kovetkezik Legendre formuldjabdl, és a bizo-
nyitast nem részletezziik. Az érdekl&dd olvaso ezt kinnyen megcsindlhatja.
A lemmibol azonnal kivetkezik, hogy minden &-hoz van oly 4,. hogy azon n
seAmok stirfisége, melyekre
Uln, k) = 4,
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kisebb mint 2. Most mar kénnyen belithatd, hogy (1) fenndll egy olyan n, sorozatra,
melynek siirfisége 1. Legyen p olyan szam, melyre

(2) Oln; )= 4, & Win:k=1

A (2)t kielégitd szamokra (ezeknek stir{isége, mint mdr megjegyeztik, =1—¢ ha
A=Aqe))

3 v k) = ()

Legyen marmost p egy oly primszim, melyre Cn=p=2Cn, ahol C egy nagy” kons-
tans, Kinnyll beldtni, hogy

(4) Fip: k) = F(n; k).

Ha mar (4)t bebizonyitottuk, akkor dllitdsunkat nyilvin mér igazoltuk. (4) viszont
rendkiviil egyszerii. Ugyanis

5 Vip, k) = (E]}P &5 [E] o Cl[?c]

(3) €5 (3)-bol (4) azonnal kdvetkeaik elegendd nagy n-re.
E bizonyitis nyilvin azt is adja, hogy végtelen sok n-re

min) = m1+T
mésrészl konnyl belitni, hogy
min) = nlth,

ahol g0, ha k==, de ennek bizonyitasit az olvasora bizzuk.
Taldn nem érdektelen V(n; k)-t alulrdl és feliilrdl lehetdleg pontosan megbe-
csiilni, egyrészt végtelen sok n-re

v =)

st ezen n-ck sirfisége pozitiv. Lepyen e sfirliség &, konnyil beldtni, hogy &, -0, ha
k—oa,
Jelilje marmost
plk)y = ]ir!'lfup{vr{u}—x{n—k}j.

E fiiggvenyt Hardy és Littlewood vizsgiltdk eldszor. Nem ismeretes, hogy o(k) =1
de Hensley és Richards [2] klasszikus vizsgdlatai szerint bizonydra igaz, hogy g(k) —
—n{fk)—~e=, ha k— oo, Nyilvanvald, hogy végtelen sok n-re

(6) Vin; k) = (1+a(1)) [E}fnﬂ*l.

Mahler egy j61 ismert tétele szerint

Uln; kY = n***
és ezérl

(7 Vin; k)= [E];n”mﬁa
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Valosziniinek tartom, hogy (7) kdzelebb van az igazsighoz, mint (8) és azl
hiszem, hogy végtelen sok n-re

(8) V(n; k) = [E]Iln'"u.u-:t:—:_

Nem lehetetlen, hogy (8) igaz marad, ha a —e-t ethagyjuk a nevezdbdl, sét taldn
végtelen sok n-re

9) Vin: k) = a [[E],!n"-ﬁﬂ],

E kérdések csak most irds kozben jutottak eszembe, s igy még nem tudom, van-¢
remény elddnteni Sket — azt gondolnam, hogy a vilasz tagado.
Idézett cikkem végén felvetem u kivetkezd kérdest: Van-e végtelen sok prim-

szam, melyre minden 1 =k ';—T%—re
(10 Wip; k) = U(p; k).

Sejtettem, hogy végtelen sok ily primszim van, és hogy véptelen sok oly prim-
szdm van, melyre (10) nem teljesiil.

Probiltam bebizonyitani, hogy végtelen sok primszdm van, melyre (10) nem
teljesiil, de sajnos ez eddig nem sikeriilt. Ha be tudndm bizonyitani, hogy minden
C-re van oly &k, melyre py=ps=... a2 egymdsutdn kovetkezd primszamok sorozata,

(11} Clog oy = pu—Ps-1 = Pre1—Prs

akkor kivetkezne, hogy végtelen sok oly p van, melyre (10) nem teljesiil.
Régen bebizonyitottam [3], hogy minden e-re van olyan k. melyre

min (py— pi-1, Prs1—P) = Clog p,

de (11) bizonyitdsdt egyelre nem latom.

Graham és én [4] kénnyen bebizonyitottuk, hogy van oly k=(2+0(1)) log n,
melyre Lfin; k)=1. (10) eldéntésével kapcsolatban felmeriilt a legkisebb k=k(n)
meghatirozasa (illetve meghecsiése), melyre

(12) Uin: k) = n.

k(n)-re nem sikeriilt minden n-re érvényes nem trividlis felsd becslést taldlnom.
Konnyli belitni, hogy végtelen sok n-re k(n)=3. Majdnem minden n-re k(n) logn
rend(i, de nem sikeriilt kizdrnom, hogy végtelen sok n-re k{n) ennél lényegesen na-
gyobh,

Jelélje fie; x) azon k indexek szdmit, melyekre

(13) Pewa—Px = Clogx, py = x.
Biztosra veszem, hogy minden C-re van oly &, melyre

:
logx”

(14) JC: %) =&

Ugy latom, hogy (14)-bdl is kovetkezne, hogy végtelen sok oly primszdam van,
melyre (10) nem teljesiil. Ugy érzem — és azt hiszem, ezzel majdnem mindenki egyet-
ért majd, hogy (14) énmagdban sokkal érdekesebb, mint esetleges alkalmazdsa (10)-re,
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Erdekes, hogy (14)-et egyiltalin nem tudom bebizonyitani. S6t még et se tudom

beblmnyitanh hogy
(15) P18

logp,
sorozatnak van mondjuk -i--néi nagvobb (vépes) siirfisédési ponya. Majdnem 30

éve Ricci és én [5] bebizonyitottuk, hogy a (15) sorozat siirbstdési pontjai pozitiv
mértékll halmazt alkotnak, de ennek a halmaznak egyetlen végesben levd pontja se

ismeretes. Még Wertzynthius bebizonyitotta 50 éve, hogy Ii I'_——-—lp e

=3,

Egyeltre reménytelennek litom annak elddntését, hogy van-e uégtelen sok p

primszdm, melyre minden | gk-—:% esetén (10) fennall. Nem lehetetlen, hogy van

oly ¢, melyre ha (log ,r:}'“-:ﬁ'.-:i , akkor

(16) Wip, kY = U(p; k).

(16) teljesen remeényielennek Htszik.

Most még néhiiny I-ben felvetett problémat fogok diszkutdlini. Legyen ny, illetve
m az a legkisebb szam, melyre Ung; &)=1, illetve W(m,; k)=1. N, az a legkisebb
szam, melyre Uim, ki=1, illetve Wim; k)=1. N, az a legkisebb szdm, melyre
Ulng; k=W (N, K)=1. Heurisztikus okoskoddsok alapjan dgy gondolom, hogy
elegendd nagy k-ra my,=m,=N,, ennek bizonyitdsa vapy cifoldsa egyeldre alig remél-
hetd. Ugy gondolndm, hogy

e =
exp k2 o m; = expk?®
és
exp eykflog k <= n, = exp cskflog k.

Ezen sejtések is elérhetetlennek dtszanak.
Megjegyzem még, hogy 29 a legkisebb primszam, melvre (10) nem teljesiil min-
den k-ra. [/(29; 6)=180, W (29;: 6)=29.

IL.

Jeldlje eim) m killonbozd primfaktorainak szamdt. Schinzel egy régi sejtése
szerint minden k-ra van végtelen sok n. melyre m[[E]] =k. Bizonydra végtelen sok
"
k
jiik, hogvha n=#k* akkor p([:]]“—--_% és igy Schinzel sejtésébdl kovetkezne, hogy

Selfridge-vel vald sejtésiink nem javithato. Még évekkel ezelGit Selfridge-vel bebi-
N

Fa

Mahler egy jolismert tétele szerint U(n; k)=n'** fenndll minden &=0-ra, ha

k=kde). E teteibdl kinnyen kivetkezik, hogyha véstélen sok n-re w[[i)}:k.

mre n—i=(k—i)p; i=0, ..., k—1. Ez esetben p[[ ]] =%. Sellridge-vel régen sejt-

zonyitottuk, hogy van oly a={, melyre minden n=k*" esctén p [.ﬁ]]{
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ukkor ezen & primszdam kdzott legleljebb egy lehet, mely nem nagyobb, mint & —
st az is kinnven lithatd, hogy m[[ﬁ]]zk esetén [:] misodik legkisebb prim-
faktora r-nel egyiitt végtelenhez tart.

K Snnyen lchetséges, hogyha m, <n,< ... azon n-ck sorozats, melyekre m[ E']] —k

akkor p [[;‘J}—--a— és [;‘] négyzetmentes véges sok 7 index kivételével.
Selfridge-vel vizsgiltuk a kivetkezd kérdést. Legyen

n
(17) [k]zp,,...p,‘_. k=p.,<...<p,. r<Kk

Nevezziik k—r-et [2] deficiencidjanak. Kénnyii belitni, hogy fix k mellett csak

véges sok oly n van, melyre a deficiencia pozitiv. Sokkal mélyebb az u kérdés, hogy
van-g végtelen sok oly n, k s2impdr, melyre a deficiencia pozitiy? Ha a vilasz igenld,

akkor kérdeztiik, van-e oly {n. k) sorozat, melyre [Fkh;] deficiencidja végtelenhez

tart. Nem lehetetlen, hogy (17¢ben r=o(k) is lchetséges, de lgy pondoltuk, hogy
ha a deficiencia a végtelenhez tarthatna, akkor is (k—r)/k —=0.

[f:] =13.19.23.37-41.43.47.

Azaz [ﬂ] deficiencidja 4 és ez a legnagyobb deficiencia, melyet taliltunk.
Legyen mirmost n=k* és

{E] = Uns )V’ (s )W (k)

ahol
Vi k)= [T p*, Win:k)y= [] p.
i ]
Vapeg r!%

Egyszerii dtlagolassal beldthatd, hogy majdnem minden mere
(18} W n; k)=1.
Konnyil beldtni, hogy (¢ primszim)

im il
(19) H Wini k)= I q‘t[ " ]“ = expemk log k
TS =k o

gIW ‘(n: k) ugyanis csak akkor lehetséges, ha g-nak van tobbszirise n—k é n ko-
ziitt, és ezért (19) elsd egvenlftlensége azonnal kovetkezik. ¥ -;-i:d'lugx ol
A=ty =l
ismert cgyenltlenségbal (19) mésodik egyenlBtlensége is viligos.
(19%-bél1 (18) azonnal kovetkezik, ha még megjegyezzik, hogy ha Win; k)=1

akkor mér legalibb %u.
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Legyen m; az a legkisebb n, melyre W '(n: k)=1. (19)-bSl konnyen kivetkezik,
hogy 1=k, Epyeldre nines nem trivialis alsd beeslésem ng-re.

Nem tudtam bebizonyitani, hogy van oly k és hozzd végtelen sok n, melyekre
W (n; k)nak legaldbb két primfaktora van. Ehhez természetesen elég lenne bebizo-
nyitani, hogy végtelen sok n-re W'{(n; k)=n. de ennek bizonyitdsa egyeldre nem sike-
riilt. Ha tudnok, hogy
(20) lim inf (pyo—p) = ==
akkor természetesen mar kivetkezne, hogy mar W (n; k)l-nak is egynél tébb prim-
faktora van, Reméltem, hogy ez W '{(n: Klra (20) nélkil is igazolhatd lesz, de ezt
most médr nem hiszem,

Schinzel sejiéseébd] kivetkezne, hogy végtelen sok sm-re W'(n; k}=[£], de ennek
hizonyitisa egyeldre nem remélhetd. Bizonyira véptelen sok n-re

21) P((7)) = doemr

de(21) hizonyitisa is reménytelennek latszik még akkor is, ha (21) jobboldalin (log n)se
helyett n® vagy akdr gt =" ill, ahol 2=0 nem fiigg k-tal,

Ennek dacira [E] primfaktorainak eloszlisa nem teljesen szabdlytalan. Jeltlje
Jims koy= [T pP

1)
n=n*

seorzatot, Bizonyara fenndll a kdvetkezd
Tétel. Legyen O=ax=1. Minden g=0) és n=0-hoz van oly ky=4kz, n}), melyre ha
fe=ky, akkor azon n szdmok stirfisége. melyekre

"k.z{i—n] _‘__;f{": k1 E!} - Hk.:;i-l-:}
nagyobb, mint | —n.
Talan szebb a kivetkezd nagyon hasonld tétel
Legyen k(n)—= tetszdlegesen lassan, akkor azon »n szamok slirlisége, melyekre

f[n: k{n}_ a} — phEtlfally)
minden y=x-=1—y esetén,

; g 1 . s .
Sajnos e teteleket csak A=o-re tudom bebizonyltani és ezért a bizonyitdst csak

vazolni fogom. Elsdsorban is jegpyezziik meg, hogy minden (=a-=1 esetén fenndll
(22) 2 log fin: k, 2} = (1 +o(1)xak log x.
n=2k

(22) bizonyitdsa nagyon hasonlit (19) bizonyitdsdhoz s ¢zt nem is részletezziik.
Tételiink azonnal kovetkezik Turin modszerével (masodik momentum mdd-
szer), ha sikeriil kimutatnunk. hogy

(23) 2 (log f(n; k, @) = x(1 +a)2k* (log x)%,
m=2k
ahol (g,) =0 ha k- (€5 termeszetesen x —- =), (23) bizonyitdsa epyszerll Atlagoldssal
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torténik, de amint mindjart latni fogjuk. csak a{;—-re sikeriil. Fennall ugyanis
/|

=

i
() 3 (log fins b, DP = (14e) > Xktozp”
=2k P P
= (g 3 XOELE . 5 STBPEA) _ (. pepon(iog .
PERE r ol =A% Py

Azonban ez az okoskodds azon aln]:m.lk hogy azon n=x sziamok szdma, me-

Iyekre [k] tobhszirdse py-nuk [1+a{IJj-—i ¢s ezt nem tudjuk bizonyitani, ha
=

(24)-b51 tételiink azonnal kivetkezik, de nagyon valdszing, hogy a tétel minden
a=1=re¢ igaz marad, de ez az egyszerl bizonyitds nem alkahnazhatd.

Most még vizsgdljuk w[[f:]] valtozdsit, amint » viltozik 2k-tdl végtelenig.
Kinnyli belatni, hogy

(25) min m[( ]I_{H- {11}““54

e

Azt is kinnyti belatni, hogy n értéke, melyre a4 minimum (25)-ben eléretik
[I +a(l :|:l2.fc. de nem tudjuk, hogy van-e végtelen sok &, melyre a minimum n=2k-ra
eretik el [4].

Egyszer( dtlagoldssal kénnyen beldthatd, hogy

n
(26) n_ﬁévw[[k” = (1+o(D)kloga (k —-==).
Valbdsziniileg azon n—=44* szdmok szdmara, melyekre
|DE i
27) m[[j]]—{w (1)kjoag

nem &ll fenn o(k*). (27) bizonyitisa azonban ugyanigy nem sikeriil, mint (23) bi-
zonyitdsa.

Legyen f{k) k legkisebb értéke, melyre o [[_f f,{k]J] =k. Minden bizonnyal fennill

(28) log (f(k)) = (1 +a(1))elogk.

(26)-bol tényleg konnyen adddik, hogy fik)=k®** minden e=0 és k=ky(s) esetén.
JUk)=k=—* hebizonyitisa azonban egyveldre reménytelennek litszik.
F(k) jelentse & legnagyobb értékét, melyre

o)

MNem teljesen viligos annak bizonyitdsa, hogy minden k-ra

(29) Fk) = f(k).
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Nem kétséges azonban, hogy (29} igaz. S6t bizonyara ha k- =, akkor
Fk)f (k) —= ==

Szemerédivel probaltunk F{k)-ta felsd becslést talalni, de még Fik)=
=exp ((1 —&)h) bizonyitdsa se sikeriill nekiink. Jelentse 4, a k-ndl nem kisebb
egész szimok legkisebb kizis tobbsziirdsét, Bebizonyitottuk, hogy ha k=k,. akkor

(30) Flky= 4.

Még e nevetségesen gyenge eredmény bizonyitdsa se teljesen trividlis,
Eldsziir is bebizonyitjuk. hogy

(31) F(k) = A+ k.

(31) ténylep napyon epyszeril. p-rfil akkor mondjuk, hogy n—i-hez tartozik
O=/=k, ha
(32) ln—t €8 =k

Ha p (n—i)-hez tartozik, akkor p [E),, tovitbbd nyilvan p legfeljebb epy n—i
hez tartorhatik. Ha tehdl minden f~re (0=/=£k) tartozik n—i-hez primszdm, akkor
o [[:]]ER Ha viszont p—i-hez nem tartozik primszam, akkor nyilvan

n—i= [[ p* azaz n=dA,+i
=k
€s igy (31) be van bizonyftva. Most még (30)-at is be kell bizonyitani. Természetesen
csak azt kell bebizonyitani, hogy ha k=k,, akkor n—#k—=A; =n esetben w ([n] =k

k
Legyven n—i=d,. Azonnal belithatd, hogy az n—j szimokhoz j+/ tartozik prim-
szam, ¢és igy @ {[E]E_k— 1. Vegyiik észre marmost, hogy ha
Sk i Tk
vied G Ap e T S
; n . Sk Tk
(ha k=k, p, és p, 1éteznek), akkor [R] oszthatd vagy p, vagy py-velti. ha = E{E -

akkor dy=n—i mellett A, +p; is az n—k+1.n szidmok kbzdtt eldlordul, és igy
n
(k)

Ha 7 nincs [EI% %] intervallumban, akkor viszont py-nek van két tobbszdrise

Fo

ag n—k+1, ..., n szamok kdzott és fgy py

[E] + Legyen tehiit

&8 n—ksSAtep=n p=+1,

‘[" - ey ]
Bl =<

ha p nem tartozik (A.+gpj-hez, akkor w [[2] =k, ugyanis p][z] de eddig p1

nem vettitk szdmitdsba. Tehdt ezért végiil p (4, +ep)-hez tartozik. Nyilvan (4, A+
+ep)=p. Ha 4,+gp-nek van még p-n kiviil mas. mondjuk ¢ primfaktora is, akkor
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g =k €5 ¢ nem tartozhat egyetlen (n—j)hez se, és eeért megint u:-[ [:)) =k. Tehat
végiil is feltehetjitk, hogy

(34) Aitep=p.
Tehdt
(35) L it

(35) azonban lehetetlen, ha & =k,. Ennek bizonyitisit most vazoljuk. x"~'+4¢
tibbszéirtse g(x) polinomnak, ahol g(x) vagy a (¢— 1)-edik vagy (2¢—2}edik primi-
tiv kiirosztasi polinom. ¢ — | faktortdl eltekintve g(x) minden primfaktora =1 (mod {—
—1). (35)-bél azonban kiwvetkezik, hogy t=ckflog k €és amint egyszerdl szdmolis
mutatja, hogy ezen primszamok adaléka A, -ban kisebb, mint A“U"*#** Lgyancsak
egyszerli szamolds mutatja, hogy g(p) ennél sokkal napyobb, (g(p)=exp (kK'~%),

| ke Cy . i - Rt
P=7: @lt—1 }}m miatt) és ezzel (30) véeill igazolva van.

Célszerii lenne (30)ra epy egyszeriibb bizonyitdst taldini, de ez egyelére nekiink
nem sikeriilt. (30) kissé élesithetd, modszeriinkkel minden tovibbi nehézség nélkiil
nverhetd, hogy Flk)=o0(A,), de

(36) F(k) = exp (1 —c)k)
egyeldre nem sikeriilt,

{36) nchézsép nélkiil nyerhetd lenne a kovetkezd sejtésekbdl:

I. Jelolje Hin; k) azon O=i<k szdmok szdmdt, melyekre Pln—i)=k. Igaz-¢,
hogy

(37) max [{n; k) = o 'TB%?]]'

Muhler tételébdl kivetkezik, hogy ha n=k,, akkor H{n: k)=1, de minthogy Mahler
tételének effektivizdldsa eddig nem sikeriilt, (37) bizonyitdsihoz nem hasznalhato,

I1. Jelélje L(n; k) azon 0=i=4& szamok szamat, melyekre van
p=k, plin=0), p*=nmh

k
s A Ak e S ] (e
lzaz-e, hogyha n=2% akkor L{n; k) U[]ugk}'

Egy répi sejtésem szerint, ha n=2k, akkor [E] tiibbszdrdse valamelyik (n—i)F
nek, =i =k-ra. Schinzel ¢ sejtésre ellenpéldit talalt, és késdbb Schinzellel bebizonyi-
tottuk; hogy végtelen sok k-ra a sejtés hamis [6]. S6t, most Schinzel sejti, hogy a sej-
tés hamis minden n=34-re, mely nem p* alakd, konnyii beldtni, hogyvha k=p%
akkor a sejtés igaz.

Legven fin; k) (E] legnagyobb osztéja, mely p-nél nem nagyobb. Sejtettem,

hogy van oly ¢ abszoldt konstans, melyre f(n; k)=ocn.
Most gy gondolom, hogy e sgjtés nem igaz. Lepyen n—i=mb;, ahol Pla)=k
pilb)=k. Sejtésem mepcdfoldsinak céljibdl elfszor is szeretném bebizonyitani,

hogy minden ¢-hez van oly [EJ{H*"’:‘E‘CL melyre p [[f]] =k (azaz Uln: k)=1) és
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—._F

t:nﬁ'ljnk a;=¢. Ez egyelbre nem sikeriilt. Lehetséges, hogy elnézek valamit, azonban

e kerdes elddntése taldn nem egészen trividlis, ha wgyanis az a,-k nagyok, akkor
varhats, hogy Ufm; &)=1.
Egy répi sejtésem szerint “I'_E]‘!'l"_it a,=olk), azaz ha k=/k,(c) és n=2k, akkor van

oly i, 0=i=k, melyre a;=zk. Ruzsa nemrég megjegyezie, hogy ha sejiésem igaz,
akker miér majdnem nem javithatd, ugyanis ha f(n; k}zﬂm{ink ¢, akkor Ruzsa |

egyszerfien bebizonyitotta, hogy fin: k)=ck/log k lehetséges, és nem lehetetlen, |
hogy mésrészt f(n; k)= c.kflog k.
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