R. R. HALL EGY PROBLEMAJAROL

ERDOS PAL és SARKOZY ANDRAS

E cikkben az alibbi jeltléseket fogjuk hasznilni:

Ciw Cayvers Xy Xy oo pozitiv abszolGt dllanddkat jelélnek. Az § véges halmaz
elemeinek szamat |5 |-sel jeliljiik. ¢ helyett exp (x)-et irunk. A k-szor iterdlt logarit-
must log, a-szel jeloljidk, tehit log, x=log (loge_, x). Az n természetes szdm kiilin-
hozd primosztbinak szdmdt vin)-nel, az drszes primoszték szamat w(n)-nel jeldljik:

w{n) = &3 mln)= :
(M= 21 & wn) P}%‘u

miw

Legyen valamely x rogzitett pozitiv szamra Ac (U, x] az ¢y =a,=... természetes
szamokbdl alle sorozat. Legyen

Nx = 31,
e

&5
!
Bo= 2 25

aidagCA

Nyilvanvaloan tetszdleges 4 sorozatra B(x)=F*(x). Szerzdk egy problémiji-
bidl knndulva, R. R, HalL az alibbi tételt bizonyitotta:

1TéLel (B, B Have, [T];
Ha az Fix) fiigeodn

(1) Fix) = exp (i (x) (log, x)' " log, x}
afukbw: froa,
(2) Yix) = +=
telfesil, alckor szitkségképpen
B
(3) TF[_ST Sy
HALL (3)-at az élesebb
; B(x) 3
[4} Fg(x] == Exp {Lllﬁ'rs{x}}



formiban bizonyitotta, Tovibbi igazolta, hogy az 1. tétel nem javithatd abban az
értelemben, hogy a (2) feltétel nem gyengithetd:

2. Tétel (R. R. HaALL, [7]):

Tetszilegesen nagy w szdmhoz taldthaték olyan X,. @ szamok, hogy x=X,
esetén Iétezik olvan A sorozat, melyre

B(x) _
F2(x)

teljestil, tovdbbd F(x)-et (1) alakban frva,

i (x) = w.

(L. meg szerzdk [3}—[6] cikkeit.)
E cikkben célunk annak megmutatisa — mégpedig egy 0, a HaLL dltal alkal-

mazottdl teljesen eltérd modszer alkalmazisa révén —, hopy két mds irdnyban vi-
szont javithatd az 1. tétel, ill, a (4) becslés:

Egyrészt, a (4) becslés kissé tovdbb javithatd, ha az A sorozat .slrli”, nzaz
Wix) , nagy™ [togqﬂr{x}w%lugs,a']:

3. Tétel:

Ha az F(x) fliggvényt az (1) alakban irea, (2) telfesi], akkor x=X, esetén szitk-
ségképpen

Bix}) W {x) log, x
5 —_— LEs
©) Pey TP (o)
= pix)logs x
Megjegyezziik, hogy az A={1,2.3, ..., [x]} sorozat mutatja, hogy ez a becslés

{l[#}l-gyel Ellcmetben] e 111y I surnzamkra is & lehetd fegjobb, eliekintve a co dllandd
értékétdl; ugyanis megmutathaté, hogy ha ¢, helyére egy elég nagy pozitiv szamot
irunk, akkor erre az A sorozatra — minden elég nagy x-re — az (5) egyenlitlenseg
ellenkezdie teljesiil,

Masrészt, a (2) feltétel, azaz f (x) nagy volta lényegében annak Ffelel meg, hogy
»50k™ olyan y{=x) wvan, melyre N(y)= X 1 _nagy", nevezetesen

dE A, 0=F

N(y)= ]{é 7o {1 (x) (logg »)**log; v}

teljesiil {ahol i) kielégiti (2)-r. 85 a = szimbodlum azt jeldli, Img}r a bal oldal na-

gyobb, mint a jobb oldal konstansszorosa). lgy az 1. Tétel durvan tgy fogalmazhaté,
hogyha N(3) ,.50k™ y-ra nagy, akkor ebbél kévetkezik, hogy a (3) bal oldalin &lls
hanyados nagy, Meg fogjuk mutatni, hogy az 1. Tétel élesithetd abban az értelemben
is, hogy B(x) mir akkor is szitkségképpen nagy, ha N{x) csupdn egverlen x-re nagy;

mids szdval, B(x)-et Fx) helyett N(x} fiiggvényében fogjuk becsiilni. Pontosabban,
a kovetkezﬁ tételt fogjuk igazolni:
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4 Tétel:
Legyen x=X,, A0, x|,

X N
(6} Nix) = Eé?ﬂp{{tugg 1 logy x}
&5 definidlfuk Wi{x)-et az
{7} Nix) = 0'; exp {i (x) (logs x)"* logy x}

exyvenldségeel. Elkar

Bix) 1 2 (x) (logy x)?
(2} Ni(x) Xt = gyexp 68 [] i flu;ax}u_ ] ’
|,[r{xllﬂg,x

tehdt (X)) +=o esetén a bal oldal +=-hez tart,

(Megjegyezziik, hogy példiul Ac=(x/2, x| esetén (8) bal oldala kisebb, mint

“i{{r};. tehit ekkor W(x)— +=o esetén (8) valdban (3), ill. (4) élesitését adja.)

Minthogy a 3. és 4. Tétel lényegében ugyanigy bizonyithato, ezért csupin a 4.
Tételt fogjuk bizonyitani: a 2. és 3. pont e bizonyitist fogja tartalmazni. A 4. pontban
néhdny tovibbi megjegyzést fogunk fiizni a 3. Tétel bizonyitdsihoz, valamint a 4.
Tetelhez.

2. Ebben 4 pontban kimondunk és részben bizonyitunk néhany olyan lemmat,
melyre szitkségiink lesz a 4. Tétel bizonyitisa sordn,

l.. Lenmma.
Léteznek olyan ¢, Xy dllandok, hogy x=X,, i=log, x esetén

g x [logax) 1
,,é, b=t logx (i—1)!
vim)=—=i

Ez a lemma valamivel élesebb formaban megtaldlhatd G. H. HARDY és 5. Ra-
MANLIAN [B] cikkében: 1. még [10] és [11].
2, Lemma.

Tetszdlegesen kicsi © pozitiv szamot megadva, léteznek olvan  c;=c5(2) és
X,=Xe) dllanddk, hogy x=X,;, j=(1—e)log, x esetn

x (elogexY V]
,,%Jl = Fs log x [ i logyx '
wim) =

Bizonyitds.
J=1 esetén az Allitds kivetkezik a primszdmtételbdl. /=1 esetén az elfzd lem-
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mit és a Stirling-formuldt alkalmazva, elég nagy x-re kapjuk. hogy

Z'I=I+§r' 21{1+Z-’,L_' x  (log )t

nEx =1 n=g o legx  (i—1)!
vimy=f wim=i

e X (og X)L (i) (1)
i logx (=1 = ﬂuggx}-"“

x (logax) ! *'[ j ]‘"
1 i -
T G-DT & \Togx

it

x  (loggx)'~' { 2
= 14e, TS )| r-‘lz;{l—s'}f -

_ x  (loggx)y=t += ol ¢ x  (loggxy!
e ] o 0 s e =

_f X {log. x)7 ! g, x (elogygryi=1 1
e logx j—1yi-1 {?logx[ F ] Tj=
=

[

L RERNLL . ! Vi
ok logx i logy x
3, Lemma.
Léteznek olvan cy(=0) é Xy dlianddk, hogy x=X, esetén
E | =eax.

H=x
'lln::-]pg‘:l:

Ez a lemma j6] ismert standard valdszinliségszdmitisi modszerekkel igazolhato
(kdvetkezik pl. az Gn. Erdds—Kac tételbdl; L pl. [1] és [9].

4, Lemma.
Ha =0 ey

= J =< 2—F
log, x
akkor x=X.(8) esetén }J'
1 £ (logsxy—!
1= -
2 1=al® i logx (j—1)!
Il =]
log, x

Ez a lemma azonos a [2], 242, oldalon szerepld 1. korollirium elsd felével.
3. Ritériink a 4, Tétel bizonyitdsdra.

(6)-bol, (7TFbdl &5 N(x)=x-bfl kivetkezik, hogy
— yioy = Jomn
9 I = e(x) = s ozt
26




Legyen

{1'}} B %'ﬁ’lx}ﬂ(}h-ﬂ”a I'U‘gﬁx
I 4 tug _{.M
i (x) log, x

¢s jeloljik A,-gyel A azon n elemeinek a halmazit, melyekre vin)=/ teljesiil; legyen
tovdbbd A, =4— A4,
(M-re tekintettel (10)-bil kivetkezik, hogy

1% /e
(1 j= -I- (logs ¥) ingux“ = % (log, X)'"* logy x = -Sz-ﬁlugnx}”:
Y | L jog Homx)E LSt
E Togs x 7 08
és
; ; 1 J.Dg'g_.x |
e E e —— r
(12) BTy l+logl 4 logy .

Az utobbi egyenlGtlenség szerint f ilyen vilasztdsa mellett a 2. lemma alkalmazhatd
lofy| becslésére. A 2. lemma, (7) &s (12) alapjan elég nagy x-re

x [g I:Jg,,:r:]Jl ) j

i fis
(13) 4yl _ Tlogxl § ) logex
i Nif) ~ = 2
g T T (W (x){logs x)'* log, x}
[eiug._.x]f
| J

T2 exp W (x) (logg X)) log, x)

It (10)re, (11)-re és a jol ismert

l+x = e*
egvenldtlensegre tekintettel
loggx logax B
Foo T L) Qoggx) Plogex
£ (log; x)2
| +log -—-—l# T

(logs x)"* ) (log, x)''* o ( (log, x)V2 ]:s

“5[1““ W (x) Togy x ) 1 (x) logs x W (x) logy x
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és igy (13)-bol (9) és (10) alapjan

|4, Elﬁgﬂ I o
ol — exp ] j1og 1%y () (g ) ogs x|
o ; M b= 1 =
= zexp{;[lugie+2|ng l\!i{x}lﬂgax] irix) (logy x) logﬂx]-
_:J"cxp l &{x}[lnglx}i-“io%r?_t 3+3hgﬂng=—} e () (logs )M log, x| =
2 4 |+ log Ul0Zs X1 (x) log
&) logy x
1 { I il 1
= 5 exp —:‘-lﬁix}{luggxl OZa X[ = 5
Innen kiovetkezik, hogy
N N
(1) A = A= As] = 4] || = M)~ e] = Ny - 252 = T

Jelsljiltk S-sel uzon n természetes szdmok halmazit, melyekre n=x* teljesiil,
és melyek felirhatok a kovetkezd alakban:
(15} av =n, ahol g4, és viu)= log,.x.
Jeliljiik tovabbd adott n mellett (15) megolddsszamit ¢ (n)-nel. A bizonyitandé ezyen-
Idtlensépet azaltal fopjuk igazolni, hogy a 2’ ) Osszeget megbecsiiljiik alulrdl,

ill. feliilrl, majd pedig a két becslést egybevetjuk Elgszor alsd beeslést fogunk adni.
A 3. lemma és (14} alapjdn

16 it == 1 Gy —=
{ } ug ‘iﬂ‘.ﬂ} nEZAr, Iﬁ%,ﬁu nezr.i: II-%]'E = ng, "
wa)=ltogy x vin=-logy x*a

=0 X % =% ¥ 1= tyx|ds| = ¢ax Néx:l
at Ay Frar

Most felsd becslést fopunk adni Z. pin)-re. A szdmtani és négyzetes kozép

nEx

= tyx N (x).

kiizti egyenlétlenség alapjan
4D Zem= Jem=ISr(Jermpe=Spr(S( 3 1=
mmxt ni s TES Wi S agA®

'r{n.fa}ﬂr;ng!x
= | ei1fe 2410 — e ; 2 =
=i (Z(Z ) W%%@W
= |S|]-"={ :,Za AE' ]}J.-'z 2 |5|1.|’..|: g‘ 2; P-4 1}1;’3 e
o 1l:l1 ;:f,r.' A Tay, agin
= — |elnE i
=S nic.l n..éd [[ﬂ'la l‘.t,]]] = 13 (EIEA g A [ﬂlsﬂﬂ]]

= ISll-’E(x*B{x}]”‘ = .r;.S‘,”’[B{x}]”*.
lgy o vizsgdlt dsszeg felsé becslése céljibdl |8 |-re kell felsS becslést adnunk.
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Azonban ne S esetén na felirhatd a (15)alakban, ahonnan ac d.-re és A, defi-
nicidjira tekintettel

win) = wigw) = wla)4+w{v) = via)+viu) =j+log:x
(ahol j (10) dltal van definidlva). Tgy

sl= 3 1= F L
j-i-lu.'t:‘if:mtn} j—1+]:;;:=~*:u.ﬂnl
Innen a 4. Lemma, (11), (12) és a Stirling-formula alapjin, valamint felhaszndlva a

2
log (1 +u) = u—"‘T Ghol 0 <=1

egyenldtlenséget, kivetkezik, hogy
1 1 (logy X -2+ioky ]

[i—=141oga x%] Iln_g:c“ [i—2+logy x*!
log, x* m,

(18) 5] = ¢

=y

logex x* [ eflogy x+log2) ]Ei—a+ion=x+mn | 4
J logx \[J-2+logex+log2] [—2+logx+log 2"

S loga x [ elog, x ]—'“"“'* i
= L1z

Jlogx \j+logyx (logs x/* =

(logg x)4* [ fog, x ]f“"“"‘
g Bt g o M
jlogx <108 J4log: x

[I

= CygX

= it 1 J+loga ¥
= &1y T T T =
i
log, x

=Xt exp [j—{j+lﬂg,x‘jlog {I+ ]ﬂézx]l -

; ! y
= gy X*exp [I—U'i"ﬂﬂa"}[m;x h gﬂjg,xfﬁ]l 1

L _jf_,.(..l,____f_]],. 4 |__.E_ _'._.,'.]}f
_ﬂ“fenp{_lug,x 2 2logyx B i B s e 7 )

| R Sy S| wix)log,x X
+log ————
‘1“3':“':"53"‘
1! 1 Wix) log,x
= ¢gxtexp T {log,,x]”“
1 +log
SV ) Togg x
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(16) & (17) alapidn

CnXN(x) = th:r{n] = x|S|VH( B2,

AEX

ahonnan (18) alapjin kapjuk. hogy

5 T 1 ¥@logax )
NEGY © T I s T usP g 1L lop SoE X
EUx) log, ¥

és ezzel a 4. Tétel bizonyitasdt befejeztiik.

4. Mint az |. pontban mar emlitettiik, a fenti bizonyitis gondolatmenete alkal-
mas a 3. Tétel bizonyitdsara is. Ehhez lényegében csupin annyi modositisra van
szilkste, hopy a 2. Lemmdban szerepld ¥ | osszepre adott felsd becslés helyett

L
wimk=a

P A becslésére van sziikségiink ; ez utébbi azonban a 2, Lemma alapjin parcidlis
n=xE
wimm
dsszegezés (Abel-dtrendezés) révén kénnyen becsiilhetd,

Megjegyerzitk tovabbd, hogy — mint a 2. Tétel mutatja — az 1. Tétel a lehetd
legjobb abban az értelemben, hopy a (2) feltétel nem gyengithetl, vagyis ,.ritkabbh™
sorozatokra mar nem igaz az dllitds. Upyvanakkor a 4. Tétel meg valdsziniien javit-
hatd ebben az értelemben; talin

B(x)
N(x)

xt = 4o

teljesiiléséhez (6) helyett elég megkdvetelni, hogy a gyengébh

N(x)logx

(19) .

+ =

feltétel teljestiljon. (Ha ez a sejtés igaz, akkor mdr tovdbb nem élesithetd: ugyanis az
A sorozatot az x/2 és x kbzti primszdmoknak wilasztva, Hthato, hogy a (19) feltétel
nem gyengithetd tovdbh,)
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OB OJIHOA MPOBJAEME P. P. XAJUIA
. 3PAENL_A. WAPKETN

ON A PROBLEM OF R, R. HALL
FERDOS—A, SARKOZY

I AC{l, 2, .., %} then let N{x}nz‘l.F[x]—I—md b= F T o
R/ R. HALt proved in 7] that If w(x) is defined bg r{:}t - (w(3) Glog 1)¥logs ) and
Y00== Hokds ther we MV s oo (6 (). The autbors

F'(x)
improve on this estimate (:pp!jrin] a diiferent method), by replacing the last inequality by

;_“ [ l wix) log, x ”
{log, x)**
v{xl log.x
Furthermore, they estimate B(x) in terms of N{x}. It is shovn that if w(x) is defined by

HM-L exp {w(x){log )V log, x} and wix)=1 then for large x we have

- 4 =3 in fact, we have

log x
B[xj o 1 w2 (log, x)*
e
M e

3]
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