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R. R. HALL EGY PROBLÉMÁJÁRÓL

ERDŐS PÁL és SÁRKÖZY ANDRÁS

E cikkben az alábbi jelöléseket fogjuk használni :
cl , c2 ,	X,, Xl , . . . pozitív abszolút állandókat jelölnek . Az S véges halmaz

elemeinek számát IS I-sel jelöljük . eX helyett exp (x)-et írunk. A k-szor iterált logarit-
rlust logk x-szel jelöljük, tehát log k x=fog (log k _ 1 x) . Az n természetes szám külön-
böző prímosztóinak számát v(n)-nel, az összes prímosztók számát w(n)-nel jelöljük :

v (n) = ~Y 1 és w (n) = Z a.
Pl a

	

P"//n

Legyen valamely x rögzített pozitív számra A(--(0,x] az a1< a2- . . . természetes
számokból álló sorozat . Legyen

N(x) = Z 1,
aEA

F(x) _ 1
aEA a

és

B (x) = '5~ 'Y
al EAaZEA [al, a2]

Nyilvánvalóan tetszőleges A sorozatra B(x)_-F 2 (x) . Szerzők egy problémájá-
ból kiindulva, R. R . HALL az alábbi tételt bizonyította :

1 . Tétel (R. R . HALL, [7]) :
Ha az F(x) függvényt

(1)

	

F(x) = exp {~ (x) (log 2 x) 1
/ 2 log 3 x}

alakban írva,
(2)

	

ip (x) + -
teljesül, akkor szükségképpen

B (x) + =.

1

F2 (x)
HALL (3)-at az élesebb
	 B (x)(4)

	

F2(x) > exp (c, ~ 2 (x))
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formában bizonyította. Továbbá igazolta, hogy az l . tétel nem javítható abban az
értelemben, hogy a (2) feltétel nem gyengíthető

2. Tétel (R . R . HALL, [7]) :
Tetszőlegesen nagy w számhoz találhatók olyan Xo , Q számok, hogy x>Xo

esetén létezik olyan A sorozat, melyre

B(x)
F2 (x)

teljesül, továbbá F(x)-et (1) alakban írva,

~ (x) - w.

(L. még szerzők [3] [6] cikkeit .)
E cikkben célunk annak megmutatása - mégpedig egy új, a HALL által alkal-

mazottól teljesen eltérő módszer alkalmazása révén , hogy két más irányban vi-
szont javítható az 1 . tétel, ilL a (4) becslés :

Egyrészt, a (4) becslés kissé tovább javítható, ha az A sorozat „sűrű", azaz

(x) „nagy" rlog (x)
l
2log3 xl

3. Tétel l

	

1
:

Ha az F(x)függvényt az (1) alakban írva, (2) teljesül, akkor x -Xl esetén szük-
ségképpen

(5)

24

B(x) > exp	 i(x)1093x
F2(x)

	

p 2

1+log (log 2 x)li 2
i/r (x) log 3 x

12 .

Megjegyezzük, hogy az A= {1, 2, 3, . . ., [x]} sorozat mutatja, hogy ez a becslés
((4)-gyel ellentétben) „sűrű" sorozatokra is a lehető legjobb, eltekintve a c 2 állandó
értékétől; ugyanis megmutatható, hogy ha c 2 helyére egy elég nagy pozitív számot
írunk, akkor erre az A sorozatra - minden elég nagy x-re - az (5) egyenlőtlenség
ellenkezője teljesül .

Másrészt, a (2) feltétel, azaz j (x) nagy volta lényegében annak felel meg, hogy
„sok" olyan y( -- x) van, melyre N(y)= ~Y 1 „nagy", nevezetesen

aEA,a -~ y

N(y) » 1 g
Y

	 exp {~ (x) (log2 Y) i12 log3 y}

teljesül (ahol J (x) kielégíti (2)-t, és a » szimbólum azt jelöli, hogy a bal oldal na-
gyobb, mint a jobb oldal konstansszorosa) . Így az 1 . Tétel durván úgy fogalmazható,
hogyha N(y) „sok" y-ra nagy, akkor ebből következik, hogy a (3) bal oldalán álló
hányados nagy . Meg fogjuk mutatni, hogy az 1 . Tétel élesíthető abban az értelemben
is, hogy B(x) már akkor is szükségképpen nagy, ha N(x) csupán egyetlen x-re nagy ;
más szóval, B(x)-et F(x) helyett N(x) függvényében fogjuk becsülni . Pontosabban,
a következő tételt fogjuk igazolni :



4. Tétel :
Legyen x::-X,, Ac(0, x],

(6)

	

N(x) >l	g x
	 exp {(log2 x)i 12 1og 3 x}.

és definiáljuk i (x)-et az

(7)

	

N(x) = log x exp {ir (x) (log 2 x)r/ 2 1og 3 x}

egyenlőséggel. Ekkor

(8)

tehát i/r (x) -> + - esetén a bal oldal + --hez tart .
(Megjegyezzük, hogy például A c (x/2, x] esetén (8) bal oldala kisebb, mint

4 B(x)

	

tehát ekkor ir(x) +- esetén (8) valóban (3), ill . (4) élesítését adja .
F2 (x)

Minthogy a 3. és 4. Tétel lényegében ugyanúgy bizonyítható, ezért csupán a 4 .
Tételt fogjuk bizonyítani : a 2 . és 3 . pont e bizonyítást fogja tartalmazni . A 4. pontban
néhány további megjegyzést fogunk fűzni a 3 . Tétel bizonyításához, valamint a 4 .
Tételhez .

2. Ebben a pontban kimondunk és részben bizonyítunk néhány olyan lemmát,
melyre szükségünk lesz a 4 . Tétel bizonyítása során .

1 . Lemma .
Léteznek olyan c,, X, állandók . hogy x>X3 , i--log 2 x esetén

1<c4 x

	

(log2 x)'- ~
n-x

	

logx

	

(i-1)!

Ez a lemma valamivel élesebb formában megtalálható G . H. HARDY és S . RA-
MANUJAN [8] cikkében ; 1. még [10] és [1l] .

2. Lemma .
Tetszőlegesen kicsi e pozitív számot megadva, léteznek olyan

X4=X4(e) állandók, hogy x-X4, j-(1-e) log 2 x esetén

x (elog2 xl~ yj
n~ 1 c5

109 x

	

J

	

1092 x
v(n)=J

B(x)
x2 > c3 exp

1

	

í2(x)(log3 x) 2	
N 2 (x)

	

68 (
I 1 +log (log2 x)r12

2 ~(x) logs x)`

c5 = c5 (e) es

Bizonyítás .
,j=1 esetén az állítás következik a prímszámtételből . j>1 esetén az előző lem-
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mát és a Stirling-formulát alkalmazva, elég nagy x-re kapjuk, hogy

= 1+ G Z 1 1+ C 4 x(1og2 x)
t-1

=
n~x

	

i=1 n~x

	

i=1

	

logx (L- 1)i
v(n)~ j

	

v(n)=i

= 1 +c4
x_ (1og2 x)` 1 j i(i+l)

logx (j-1)! ,~ (log 2 xY -

+C4
x

	

(log2 x)j -1

	

j

	

i-i
1

logx (j-1)!

	

1092x

< 1 I c	
x

	

(log2x)j-1 j2, (1-a)'-' G
4 1ogx

	

(I-1)! i - 1

< 1 I c	x	(109 2 x)j-1 +- 1-a k= 1 -1= c
4 x

	

(1092 x)j -1
4 logx (j-1)! k=o (

	

)

	

a logx

	

(j-l)!

C 5 x

	

(log2 x)J-1

	

cs x

	

e log 2 x' 1 1
a logx j-1 '-1	 < a logx ( I

l e J

	

lej - 1

_ e, x (eIog2x)iy jaj
e log x

	

j

	

log2 x

3. Lemma.
Léteznek olyan c 8 (>0) és X5 állandók, hogy x::-X, esetén

1 > c8x .
n~x

v(n)>1og 2x

Ez a lemma jól ismert standard valószínűségszámitási módszerekkel
(következik pl . az ún. Erdős-Kac tételből ; 1 . pl . [1] és [9]) .

4 . Lemma.
Ha a>0 és
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G

G

igazolható

1< I G 2-a '
logs x

akkor x > Xe (a) esetén

Z 1< cs($)	1

	

x (1og2 x i
.

n=x

	

I

	

log x (j - 1)!
' u(n)

	

log2
	 x -1

Ez a lemma azonos a [2], 242 . oldalon szereplő 1 . korollárium első felével .
3. Rátérünk a 4 . Tétel bizonyítására .

(6)-ból, (7)-ből és N(x) :s~ x-ből következik, hogy

(9)

	

1 G ~ ( x) (log2	x)l/2

log3 x



Legyen
1 t/r (x) ( 1092X)1"1091 x
4

1 +log (1092 x) .1/2
~ (x) log3 x

és jelöljük A,-gyel A azon n elemeinek a halmazát, melyekre v(n)-j teljesül ; legyen
továbbá A 2 =A-Al .

(9)-re tekintettel (10)-ből következik, hogy

j

	

1 (jog, x) l / 2 log 3 x

	

l (jog, x)i 12 log3 x = 2
- G092 ) 1i2_

	

x
5 1+ log (log2X)112 5 1 log, x

5

log3 x

	

2
és

1 log2 x _ 1
(12)

	

7 c 4 1 +log 1

	

4 log2 x'

Az utóbbi egyenlőtlenség szerint . i ilyen választása mellett a 2. lemma alkalmazható
JA 1 becslésére . A 2. lemma, (7) és (12) alapján elég nagy x-re

x (e log2 x J yj
A,~

	

c5
109 x l

	

1

	

1092 x
N(x) < x

log x
	 exp {~ (x)(log2 x)1/21o93 x}

e	 1092 x ~~

1

	

j
2 exp {t/i (x) (log 2 x)r/2 log, x}

Itt (10)-re, (11)-re és a jól ismert

log2 x

	

log,x

j

	

- 1 ~ (x) (1og 2 x) l / 2 log3 x

5
1 +log

(1092 X)112

t/r (x)1og 3 x

= 5 I 1 +log	 (1092 x)i2

	

(1092 x)i/2
< l

(1092 x)1/2

/ 2V(x) 1093 x 1 i (X) 1093 x

	

tP (x) 1091 x

27



és így (13)-ból (9) és (10) alapján

N ,1

	

2 exp j log e log 2 x -
(x) (log2 x) 1 / 2 1og 3 x

x)

	

i
}

1
exp {j(log5e--21o+

	

g (	
)1/2

	 ~) log3 x )-~r(x) (log 2 x) 112 log
3 x}

1

	

1 t/i (x) (1092 X)112	 1093 x

	

(1092 x)1/2

	

1/22 exp 4	
1/2

í3 + 31og	x lo x -'/` (x) (1og2 X)" ' 1 093 x
1 +log(1092 X)112

	

(x)) gs

t/r (x) 10g3 x

=
2

eXp { -
4

(x) (109 2 x)1/2 1093 x}

Innen következik, hogy

(14)

	

1AZI = IA-A l i = ~Al-IA11= N(x)-IA11 > N(x)-
N(

2
x)
- =

N(x)
2

	

.

Jelöljük S-sel azon n természetes számok halmazát, melyekre n~x2 teljesül,
és melyek felírhatók a következő alakban
(15)

	

au = n, ahol aEA 2 és v(u) > log 2 x .

Jelöljük továbbá adott a mellett (15) megoldásszámát (p (n)-nel. A bizonyítandó egyen-
lőtlenséget azáltal fogjuk igazolni, hogy a 2 ~p(n) összeget megbecsüljük alulról,

n~x 2
ill . felülről, majd pedig a két becslést egybevetjük . Először alsó becslést fogunk adni .

A 3 . lemma és (14) alapján

(16)

	

2' w (n) = 2' : 1 2'

	

2'
n~X2

	

aEA2 u-_x2/a

	

aEA 2

	

u-x 2 /a

	

aEA2

	

a
v(u)>1og 2 x

	

v(u) -1og z x 2 /u

c

	

x2
= c$x 2 1 = c 8xiA 2 1 > c 8 x NZx) = c10 xN(x) .

aEA, X

	

aEAz

Most felső becslést fogunk adni 2 cp(n)-re . A számtani és négyzetes közép
n,x 2

közti egyenlőtlenség alapján

(17) S (p (n) = 2' (p (n) ~_
~SI 1/2 (Z q2 (n))1/2 = ISII/2

~'
(

	

S
n_xZ

	

nES

	

nES

	

n

	

a
Z

a/n
v(n/a) .-1og z x

c ISII/2
[2'

( a' 1)2)1/2 = S11/2
(r,'

(a'.
a2

1)11/2
n

	

c

a/n

	

al/n a 2 /n

c SI1/2 (
2

	

2 1)1/2 = S1112(
2' 2' 2 1)1/2 =

n~_x 2 a lEA
G
,a

r
z EA

	

a r EAa 2 EA a=x 2
Lai , azl/rr

	

[a,, a21/t1

x 2

	

1/2

	

,/

	

x2

	

1/2

I

	

=
= SI1/z

	

ISI~ 1/2~~

	

J)a lEAazEA Ial~ a2]

	

al E
2
Aaz EA [a1, a2

1= ISII/2(x2B(x))1/2 =x lSl112(B(x))1/2

lgy a vizsgált összeg felső becslése céljából ISI-re kell felső becslést adnunk .
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r
Azonban nES esetén n a felírható a (15) alakban, ahonnan aEA 2 -re és A 2 defi-

níciójára tekintettel

w(n) = co (au) = co (a)+co(u) -- v(a) {-v(u) = j+log 2 x

(ahol j (10) által van definiálva). Így

IS~ -

	

2'

	

1

	

2'

	

l .
n~x 2

	

n~x2
j+log2 x<w(n)

	

j-1+1og 2x<w(n)
Innen a 4 . Lemma, (11), (12) és a Stirling-formula alapján, valamint felhasználva a

log (1 + u) -- u -2 (ahol 0 < u < 1)

egyenlőtlenséget, következik, hogy

1

	

x2

	

(1og2 x2) [i -2+1og2x21
sS < c
[j-1+1092x21

-1 logx2 [j -2 + 1092x9 !

1092 x 2

< cn	1092 x x2
(

e(log 2 x+log 2) ) [i _2+1o2x+1o2]

	

gg1
j

	

log x [j-2+1og2 x+l(g 2]

	

[j-2+1og2 x+log 2] 112

< e12x2
	 1092 x

	

e log 2 x Jg1	-
j log x ( j +log 2 x )+1O2X (log2 x)i 1 2

-- 2	 Jc x (1092 x)i12
e lo x	1092X 	J +1092X

-c- 12

	

j log .x

	

g
(j+l( -2 x

+ 10 921

	

j

	

x
c elgx2ej

1 + 1092

= c13x2exp{j-(j+log2x)log(1+ lo J )) <g2 x

< c x 2 exp	 J2	
rs

	

p {j -(j +log2 x) ( 1092 x 2(1092 x)2
=

2

	

j2

	

1

	

j

	

2

	

j2

	

1
c 13x exp { - 1092X (2 2 log 2 X)} <

c 13x exp { - 1092 x ( 2

	

<

2

	

1	 J2 	2

	

1

	

1.

	

i(x) lOg3 x

	

2 _
c13x exp )- 4

1092 x } < c13x exp - 4 ' 1.7

	

(1092 x) 112
1 +log	t/r (x) log3 x

= c 13x2 exp - 1

	

(x) log3 x

	

2

68 1 +log (1092 x) 112
--t/r (x) log 3 x

<
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(16) és (17) alapján

ahonnan (18) alapján kapjuk, hogy

30

c roxN(x) < Z (p(n) = x1S~ i I 2 (B(x)) i I 2
n=x2

B (x) 9

	

2 x2

	

1	 /(X)1093	x

	

2
N2	

(x)
	x

	

cio ISI > c14exp 68
i +log (1og2 x)

1 l 2
~ (x)1093 x

és ezzel a 4 . Tétel bizonyítását befejeztük .
4. Mint az 1 . pontban már említettük, a fenti bizonyítás gondolatmenete alkal-

mas a 3 . Tétel bizonyítására is . Ehhez lényegében csupán annyi módosításra van
szükség, hogy a 2 . Lemmában szereplő Z 1 összegre adott felső becslés helyett

nIx
v(n)~j

1 becslésére van szükségünk ; ez utóbbi azonban a 2 . Lemma alapján parciális
n~x n

v(n)~j
összegezés (Abel-átrendezés) révén könnyen becsülhető .

Megjegyezzük továbbá, hogy - mint a 2 . Tétel mutatja - az 1 . Tétel a lehető
legjobb abban az értelemben, hogy a (2) feltétel nem gyengíthető, vagyis „ritkább"
sorozatokra már nem igaz az állítás . Ugyanakkor a 4. Tétel még valószínűen javít-
ható ebben az értelemben ; talán

B (x)
N2 (x)

teljesüléséhez (6) helyett elég megkövetelni, hogy a gyengébb

(19)

	

N(x)
Log

x +x

feltétel teljesüljön . (Ha ez a sejtés igaz, akkor már tovább nem élesíthető ; ugyanis az
A sorozatot az x/2 és x közti prímszámoknak választva, látható, hogy a (19) feltétel
nem gyengíthető tovább .)
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OB OJEiHOVI IIPObJIEME P . P. XAJIJIA

11 . 3PJIEllI-A . IIIAPKE3II

ON A PROBLEM OF R. R . HALL

P. ERDŐS-A . SÁRKÖZY

1

	

1
If AC{1, 2, . . ., x} then let N(x)=

	

1, F(x) =

	

- and B(x)= E _Y
aEA

	

aEA a

	

a 1 EAn 2 EA [a1, a2)
R. R . HALL proved in [7] that if w (x) is defined bg F(x) = exp {w (x) (log 2 x)1/ 2 log 3 x) and

w(x)-

	

holds then we have
F1 (x)

	 _ +- ; in fact, we have
F2~~

>exp (c1 w2 (x)) . The authors

improve on this estimate (applying a different method), by replacing the last inequality by

B(x)

	

w(x)log 3x

	

2

F2(x)

	

exp cl

	

.
1+log (log2x)l1z

V (x) log;, x

Furthermore, they estimate B(x) in terms of N(x) . It is shovn that if w(x) is defined by

N(x)=	x	exp {w (x) (log2 x)11 log3 x} and w (x) ~ 1 then for large x we have
log x

B(x)

	

1

	

w2 (x) (joga x) 2
	x2 > c 3 exp -
N2(x)

	

68
ll +log

(log x)112 ~z
w(x) log3 x

3 1
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