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Résumé : Désignons par f(n) le plus grand entier k pour lequel il existe un m tel que

nl If:!:[é ‘ (m+i) et que n ne divise aucun produit de k=1 nombres choisis parmi m+1,...,m+k.
i

Nous remarquons d’abord que la valeur moyenne de f(n), pour 1 < n < x est environ log log x.

Nous démontrons :

eY/2 log x ye'  logx
max f(n) =
oy 2 3/ log log x 4  loglogx

(y = Constante d’Euler).

(1+o(1))

On dit que n est f-hautement abondant, si n’ < n = f(n’) < f(n). Nous faisons une
étude détaillée des facteurs premiers des nombres f-hautement abondants. Les résultats montrent
quelques ressemblances, mais aussi de nettes différences avec les nombres hautement composés de
Ramanujan, par exemple les facteurs premiers des nombres f-hautement abandants sont loin d’&tre
des nombres premiers consécutifs,

Nous énongons quelgues problémes irrésolus.

K
Summary : Denote by f(n) the largest integer k for which there is an m so that n |H (m+i), but
n does not divide the product of any (k—1) of the integers m+1,...,m+k. We firstla]f all observe
that the mean value of f(n), for n € [1,x]is about log log x.

We prove

1 log x e’ logx
max f(n) =—¢Y/2 -l g

n<x 2 Viog log x 4 log log x

(y = Euler constant).

(1+0(1))
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Define n to be f-highly abundant if, for every n' < n, we have f(n’) < f(n). We make
a detailed study of the prime factors of the f-highly abundant numbers. The results show some
similarity but also striking contrast with the highly composite numbers of Ramanujan e. g. there
are very large gaps in the prime factorisation of the f-highly abundant numbers.

We state several unsolved problems.

I.- INTRODUCTION

Soit m =1, k = 1. On pose 7 = n{m,k) = (m+1)...(m+k) et pour 1 < i<k,
m(m,k
¥ =a¥(m,k) =*(—.')-.
m+i
On appelle P(m,k) I'ensemble des n tels que n |met Vi, 1<i<Kk n 4'1':7. Si
nEP(mk),onaVil1<i<k, (m+in) >1.Sin€EP(mk),Vi 1< i<k, 3qpremier,qln

tel que vq(n) > vq(rri“‘), en désignant par Vo la valuation g-adigue.

Pour n fixé, on appelle f(n) le plus grand k pour lequel il existe m tel que n & P(m,k).

On af(n) < netcommem = m' mod n entraine P(m,k) = P(m'k),ona:
f(n)=max{k;nEP[m,k);l ESm<€n;1<k< n}.

Exemple : Soit n = tl. On a de fagon évidente t! € P(1,t=1), ce qui entraine f(t!) = t1. D’autre
part, pour tout m = 1, t! |w(m,t), ce qui entraine que ¥ m = 1, t! €P(m,t+1) et donc f(t!) < t.
P. ERDOS avait conjecturé que pour n = 2k, (;) avait un diviseur de la forme n—i, 0 < i < k—1.
Dans [l'article [Sch] , A. SCHINZEL donnait le contre exemple n = 99215, k = 15, et
A. SCHINZEL et P. ERDéS démontraient que la conjecture était fausse pour uneinfinitéde n.
Peut étre existe-t-il une constante ¢ > 0 telle que (:] a un diviseur d vérifiantcn < d < n. llen
résulte pour la fonction f : pour 1< t < 14, f(t!) = t=1, f(15!) = 15, car 15! € P(99200,15) et
pour une infinité de t, on a f(t!) = t.

L'étude de la fonction f est une généralisation du probleme de JACOBSTAHL (cf.
[Erd] ), qui propose d'étudier C(n) la longueur de la plus longue suite d’entiers tous non premiers
avec n. On a : f(n) < C(n), et on peut montrer qu'il existe a tel que f(n} =C(n). Le théoreme 2
nous donnera une estimation asymptotique pour 'ordre maximum de f(n). On connait beaucoup
moins sur C(n). (cf. [Iwa] ). On trouvera d'autres résultats sur des sujets voisins dans [Sel] et

[Gri] .

Nous démontrerons les théorémes suivants :
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THEOREME 1. Soit w(n) = Z 1;82(n)= Z vp(n) ; w*(n) = Z 1 .Alorsona:
pln pln p | n,p>win)
w*(n) < f(n) < Q(n) pour tout n, et

z f(n) = (x log log x)(1+0(1)).
nsx

11 est faux que w(n) < f(n) : f(210) = 3.

THEOREME 2. L ‘ordre maximum de la fonction f(n) est :

Y
B'Y‘Q logn " Ye log n
+log log n 4 log log n

oir vy est la constante d’Euler, ce qui veut dire que f(n) est toujours inférieur ou égal a cette quan-

(1+0(1))

tité, et qu'il y a égalité pour une infinité de n.

THEOREME 3. On dit que n est f-hautement abondant si i’ < n = f(n') < f(n). // existe des

constantes ¢y et ¢y > 0 telles que, pour un nombre n f-h.a. assez grand, on ait, en posant k = f(n) :

il Sippremier vérifie

C

1
logp < e V/2 V0og k(1 = —— )
*y/log k

alors p divise n.

/i) Si p premier vérifie

e /2 Viogk (1 +

[

4\/log k

)< logp et p< k(2

alors p ne djvise pas n.

i) Si p | netsip>Kk,alors tous les nombres premiers q tels que k < q < p
divisent n et le plus grand facteur premjer P de n vérifie : P ~ 1/2 log n.

Pour étudier les grandes valeurs de la fonction f, nous avons défini, aprés
RAMANUJAN (cf [Ram]), les nombres f-h.a. Les premigres valeurs sont 2, 6, 24, 120, 560. On a
560 = 24 . 5.7 €P(73,5), et c'est la forme de ce nombre, non multiple de 3 qui a fait deviner la

forme générale des nombres f-h.a. donnée par le théoréme 3.

La précision des résultats des théorémes 2 et 3 est surprenante, si I'on compare avec
ceux obtenus sur le probléme de JACOBSTAHL par exemple. De méme si 'on considére la res-
triction fQ de f & I'ensemble Q = {n ip< q= vp[n) = vq(n)} il est impossible de donner un

2logn

———— (140(1)) pour tout n, en uti-
log log n

équivalent pour "ordre maximum de FQ. Ona: fQ(n) <

lisant la proposition 3 et les résultats du crible linéaire (cf. [Iwa] ). Mais on ne peut pas affirmer
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pour le moment |'existence de k entiers consécutifs tous multiples d’'un nombre premier p < k1_e.

ogn

log log n

La meilleure minoration est donc fQ(n} > (1+0(1)) pour une infinité de n (comprenant

les valeurs n = t!).

Au paragraphe 2, nous démontrons le théoréme 1 et au paragraphe 3, la minoration
dans le théoréme 2. Au paragraphe 4 nous prouvons deux lemmes qui ont un intérét intrinséque :

Le lemme 3 est un lemme de crible linéaire et nous remercions H. IWANIEC pour ses
remarques sur ce sujet. Celemme sera I'outil fondamentalde toutes les démonstrations qui suivront.
Malheureusement nous ne donnons pas de valeurs numériques aux constantes qui y figurent, car
elles sont difficilement calculables ; cela nous empéche d’expliciter cq et ¢, dans le théoréme 3.
On ne peut donc pas utiliser i et i de ce théoréme pour construire un algorithme de calcul des

nombres f-h.a.

Le lemme 4 étudie la relation entre les quantités : W = H (1-1/p) et

S= Z (log p/p) définies sur un ensemble % de nombres premiers. pEP
pE P

Le paragraphe 5 donne une premiére majoration de f basée sur les lemmes 3 et 4 et
sur la notion de facteur premier «essentiel» de n € P(m k). Le paragraphe 6 étudie les nombres
f-h.a. Les propositions 5 a 9 fournissent des propriétés de ces nombres et forment un cheminement
qui meéne a la démonstration du théoréme 3. On peut noter ici que la structure des nombres f-h.a,
est trés différente de celle des nombres hautement composés de RAMANUJAN avec essentielle-
ment deux blocs de facteurs premiers : les petits nombres premiers d’une part, et ceux plus grands

que k/2 d’autre part.

Enfin, le paragraphe 7 utilise les résultats du théoréme 3 pour appliquer la méthode de
crible dans de meilleures conditions que dans le paragraphe 5, ce qui nous donne les deux premiers
termes du développement asymptotique de I'ordre maximum de f (qui constituent le théoréme 2).

Au prix de calculs plus longs, il est d’ailleurs possible d’améliorer ce développement.

Il. - DEMONSTRATION DU THEOREME 2

; % G Dieyq Yrts < it ; 5
Soit n= P1 Py Prg] v Prtg la décomposition de n en facteurs premiers, r étant
a

1

a
choisi tel que p, < w(n) < p_; 1. On a donc w*(n) =5 et on pose n’ = P Py " Soit m une

solution des congruences :

m = —1 modn’

Il

o
m= rimodp;, r+1 < i < r+s.

On a alors n € P{m,s) et donc f(n) = s=cw*(n).
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Pour démontrer f(n) < £2(n), on raisonne par récurrence sur la valeur de (n) =A. Si
n est premier, on a f(n) = 1= £(n). Supposons que pour Q(n) < A—1 on ait f(n) < £(n) et soit n
tel que 2(n) = A. Soit k = f(n), et soit m tel que n €P(m,k). On a (n,m+k) =d > 1. Montrons que
n/d € P(mk-1). En effet n | #(mk) = n/d | m(mk=1), et si n/d divisait m*(mk~1) avec
1< i € k—1, cela entrainerait que n divise ﬁi*(m,k), ce qui est faux. On a donc :

f(n/d) > k-1 =f(n)-1

et I'hypothése de récurrence dit que f(n/d) < Q(n/d) < Q(n)-1 ; cela donne f(n) < Q(n).

On a ensuite
X X
S wHn) > ® b 1=
n=1 n=1 pln

w(n)<3loglogx p>3loglogx

X X

=2, I 3 2 1=35"5
n=1 pln n=1 pln

p>3loglogx w(n) >3 loglogx p>3loglogx

Ona ; B
Sy < r; w(n) < :Zz; ,; 1
w(n) > 3 log log x w(n) > 3loglog x
et par la proposition 3 de [Nic], S, = o(x).
Evaluons S :
5= S [%] = x log log x + O{ log log log log )

3loglogx <p<x

On a donc Z w*(n) 2 x loglogx (1+0(1)) et comme on a Z Q(n) =x log log x(1+0(1)),
n<x n<x

(cf. [Har], ch. 22) cela achéve la démonstration du théoréeme 1.

1. - LA MINORATION DANS LE THEOREME 2

Nous allons démontrer la proposition suivante :

-

PROPOSITION 1. Soit k assez grand, il existe n tel que f(n) = k et tel que

k log log k
logn < 2ke "2 /Togk—ky + 0 [ ———
og gk—ky et
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La démonstration repose sur deux lemmes :
LEMME 1. Soit k € IN, k > 4. Soit p un nombre premier, p < k/2.5i p® I k!, alors p* > k.

Démonstration. On s'assure d'abord directement que le lemme est vrai pour k < 8. Supposons

maintenant k 2 9. On sait que 'on a :
a=v,(k!) = [k/p] + (k/p2] + ...> (k/p) — 1

Pour p=2,0naa= v2(k!} > (k/2)-1, et 'on a pour tout x = 8§, X271 5 X,
d’oti I'on déduit 2% > k.

Pour 3 < p < k/3, I'étude de la fonction x = ((k/x) — 1) log x décroissante pour
X 2 e montre que :

0% > pkPT > (k/3)2 >k

Pour k/3 < p < k/2, cest-adire 2 < kfp <3, onaa= vp(k!) =2 et
p% > k%9 >k.

LEMME 2. Sost vp(m) fa valuation p-adique de m. S/ l'on a vp(m) =a =1letsi vp{j) < @ (en
particulier si1 < | < p®) afors on a vp(m+j) =vp(j}.

Démonstration. C’est une propriété classique de la valuation p-adique.

Démonstration de la Proposition 1. Soit k assez grand, et z < k/2. Soit P~ 2, P9 =3,...,pr les
nombres premiers < z, et soit 1 =uy < uy <. < ug < kles nombres dont tous les facteurs
premiers sont > z. On a donc s = P (k,z), ol @ est la fonction de De BRUIJN (cf. [Bru] ). Soit
maintenant k < g << a L s A q < 2k log k, s nombres premiers. On pose, pour
I<is<r:

;= vp, (k1) = [Klpj] + (k/p2) + ..
Ona:
(k/py) =1 < & < K/(p;1)
On résoud les congruences :
m+uiEDmodqi, 1<si<s

Q.
m=0 modp;' ,1<i<r
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a. .
On pose n = H q; H p . Soit m une solution des congruences précédentes. Mon-
1<i<s 1<i<r
trons que I'on a n €P(m,k).
o, m+k
On a d'abord n |7 puisque q; | (m+u;), quep ' k! etquem =k! ( | ).

Ensuite, montrons que n ne divise pas ﬂi“ pour tout j, T < j < k.Sij=u;, comme

q; >k, m+ u; est le seul facteur de  divisible par q;, donc g )'11}" et donc n J’ﬂ}".

Si j # u; pour tout i, alors j a un facteur premier p < z.Ona: vp{n) = vp(rr}. En
effet, vp(n} =vp(k1) et par les lemmes 1 et 2, vp(k!) =vp(1r).

On a donc vp(wri*) < vp(rr) = vp(n) etn J’ni*. Comme n €P(m,k), on a donc f(n) = k.
On a ensuite :

s
logn= Z vp(k!) logp + Z log q;

psz i=1
k logp
< + s log (2 k log k)

psz P

On choisit log z = e_7/2 v/ log k. D’aprés les formules 1.6 et 1.16 de De BRUIJN [Bru], on a :
o log k
s=d (k,2)=k( II (1-1/p))(1+0(e 1087 )))
psz
et avec la formule de MERTENS, (cf. [Pra] ), p. 81)
s=d(k,z) = 140 ))
(kz2) v log k ( (Iogk

On a d’autre part, (cf. [Lan], p. 200) :

log p 1
Z ——=logz—y+0 | )
p<z p—1 log z

ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.

IV.-DEUX LEMMES IMPORTANTS

LEMME 3 (Lemme de crible). Soit ./ un ensemble de X nombres entiers consécutifs. Soit # un

ensemble de nombres premiers tels que :

lo
(1) Z AL < A/ log X
p<X P
p< ¥
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1
ou X est un nombre positif fixé. On pose W(z) = H (1==). Soit #(.d, P, z) I'ensemble
p<z

3 T PEP . d 3 _
des éléments de .o divisibles par aucun nombre premier p € 7, p < zetS(d,#,z)=
card (.o, P, z);alorsona:

pour1 < z < Xexp(—+/log X) :

1
(2) S(.d, Q’,Z)=XW{Z)(1+D(W))
etpour1 < z < X:
. log log X
(3) S(.d, P,2)=X W) +0(\/?—-gx‘))

ou les 0 dépendent de \, mais sont uniformes par rapporta o , P, z.

Démonstration. La condition (1) entraine :

@ Z .lg 1 Z logpg?\\/log){

pEP P log z pEP p logz
z<p<X z<ps<X
log X . .
On pose 2y = exp(—————). Alors le lemme fondamental de la théorie du crible
log log 3 X

linéaire dit que pourz < zyona: (cf. [Hal], p. 82 ou p. 209)
. 1
&) S(.a, #,2)=XW)(1+0(—))
log X

On a ensuite, compte tenu de (4), pourz; < z < X:

W
B . > (1*l}=exp( Z log(1-l))=exp(" ) l+0(1—))

W(Z1) Z1€p<z P 21€p<2 P Z1€p<zp Z]
pe # p&.# pe &

1 1 log X

=exp(0(—)(1= D> —+0 )
Zl z]€p<zp log”~ z4

pES

W(z) 1 (log log 3 X)2

(6) =(1- 2 —i+o———")
W(zq) z1€p<zp log X

pES

Lorsque z4 < z < X”B, on applique deux fois I'inégalité de BUCHSTAB (cf. [Hal], p. 39),
ol .o désigne 'ensemble des éléments de ,</ multiples de d :

S{,Cf,.ﬁ*-",z):S(.C‘t',.#’,z]]- Z S( .'-‘Y'p, #.,p)
z1 <p<z
pe,ép
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S(.A, P,p)=s(. A, P,z)- D S(.d
p p
z1Sq<p
qQEF

pq’ rlp! q]

On a donc :

S(A,P,2) 2s(d, P,2)~ 3 S(.d,P,z)
21€p<z
pES
et

S(., 2,2 <SS, P,yg)~ D S(dly Pz)+ D S(dy Py
z]€p<z z]€q<p<z
pES p,gE#

Comme z < X”3, on peut appliquer le lemme fondamental de la théorie du crible linéaire :
S, 2, 27) Wiz (1 40 (—))
A, F ) —W(z —
P 7oy log X
(.o, P =0 2 W(
(g #29) (;—q-) z;))
et I'on a, avec {4) :

2
1 1 (log log 3 X)
2 —<( Y ===
21€q<p<zpq 21<p<zp log X
qp €S pek

Il s’ensuit que, en utilisant (5) avec z = 29t

2
Z ] : Z l)+0((|_03|_0g_3_x)_))

S{d, #,2)=X W(z1](1 =
z1€p<zp Ioglegp<zp log X

et par (4) et (6), on a pour z1Sz< x1/3.

(log log 3 X)?
(7) S(.d, #,2)=XW2)(1 +0 (2" )
log X
On pose z, = exp (+/ log X) et 23 = X/z,, . Lorsque x3 <, < X, on remarque que |'on a
(comme pour (6)) :

W(z) 1 3A
(8) —_=1+0( ),puisque D, 1/p <
W{X‘HS} v log X X”BQP v log X
pE &
et que, pour z <z < X,ona:
9) W(z) < W(z,) puisque >, 1/p < A
zoﬂ p

pE ¥
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Il vient alors ; pour X”3 < z< zg:

(10) s(.of, P,9=s(d, X3~ 2 sld, P

xB<p<z
pES

Mais, par le lemme fondamental :

_ X
S( .r?i"p, #,p) < §( .05/p, P, z)) <<—W(z,)

P
et:
Z XW(z,) X W(z)
(11) Z S(.d, P, p) << XW(z) 1/p << &£
P @ VTog X V/log X
x1B<p<s x1B3<p og og
pER pEH
compte tenu de (4) et (9).
On a, par (7) et (8) :
2
. log log 3 X
S, 2, X113 =x wiz)(1 + o (B3 X))
log X
et par (10) et(H),;:)our)(”3 <z<zg:!
1
12 S(.of, #,2)=XW(z)(1+0
(12) (.o 2) (2)( (\/Io—gX))
ce qui avec (5) et (7) démontre (2).
La démonstration de (3) est du méme type : Soitzg < z < X, ona:
(13) S(., 2,2)=S(.d, £,25)~ D S(.dy )
z3£p<z
pE.#

et par le lemme fondamental :

. X X
S(.of, #,p) <S( .o, 7, Xp) <<—W(—=)
b B p P

On remarque d'abord que, pour 1 < u < zg,ona:

W =we)/ TI 0-vp<wiey/ TI  (-1p)
u@p(z0 usp<z,
pE #

W{zo)log Zq

<<Wz)logz, [T (1-1/p) <<
Op<u 1+ logu
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par la formule de MERTENS. (On a ajouté 1 au dénominateur pour donner un sens 4 la formule

pour u=1).
On a ensuite :
1 1 X flog z,] 1
> —W(m)< 3 —w(=)< Y owe) X —
z3€p<zp P 23sp<xp P j=o X p<ﬁ.p
et o
De la formule classique : Z 1/p =log log y + B + 0(1/log y), on déduit que
Py
1 1
2. —=0(
yle<p<y P log y
etl'ona:
—W(—) << — Wie') << —
z3<p<z P p log X =% log X =y 1+i
log log X
<< W(z,) —
(0) 4/ log X
La formule (13) donne alors :
; 5 log log X
S(.o, P,z)=S(.4, P, 25) +0(X W(z,) ——

et par (12), (8) et (9), on achéve la démonstration de (3).

LEMME 4. Soit # une famille finie de nombres premiers. On pose :
w2)=TI 0-2)is(2)= T 22ie(2)=w(2)s( 2)
pES P peES P
/! existe une constance C 1 = O telle que l'on ait :
_ ¢
F(AP)>eT- S(2)

ol vy est la constante d'Euler.

Avec les résultats de ROSSER et SCHOENFELD, la fonction F est croissante sur les
ensembles QE = { p;ppremier < £ }

Démonstration. Soity € # . Ona:

log y

w(ﬁ\{v}fﬁ_t“’{ #138(2\ {y})=5(p)-
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(14) FL2)-F2yh =22 (ogy-s(2)
On a de méme, pour z £ P
(15) F((@u{z})—F(g.a):!\’(—zg22 ((1~l—) logz—S( P))

Jére Etape. - On ajoute 3 9 les nombres premiers n'appartenant pas &8 & et < § = eS(P), ce
qui d'aprés (15) fait diminuer F. On peut supposer que S{ #) = log 2 (sinon le lemme est tri-
vial). On a donc :

-’%=S3DUQ$,E>2
F( Z)<F(P) et sP) > =P

2¢éme Etape. - Soit maintenant Yq > Yo P B Y > E les nombres premiers € 93"3 et > &,
On enléve de _@D les nombres premiers yq , y; , ... tant que cela fait diminuer F. Concrétement,
on définit .".';91 = ."“%\{h} etpour2 < i < s, .fiai= u]pi_z \ {yi } .On pose :

a;=logy;~ S( #q) i=1,2,...,5
On notera que a; ne peut étre nul, car les logarithmes des nombres premiers sont @ -linéairement

indépendants.

Si tous les a; sont > 0, on pose H = .53’5 = QE' D’apres la formule (14), on a

F( #’) < F( #,) ce qui entraine F(QE) < F(A).

Si les a; ne sont pas tous > 0, soit io le plus petit indice tel que 3 < 0. On pose
F'= P, _qet¥ =y, .On aalorsd’aprés la formule (14), F( ') < F( _550) et on remarque
) )

que QE c 'C Qf.etque log £ < S(4#’). Comme dans la 1ére étape, on rajoute 3 4’ tous les nom-

bres premiers < &' ce qui diminue F, et I'on a alors
FQu) S F(#) S F( 2) <F( 2 )

avec &' > £. |l reste a évaluer F(Q,é). Ona:

1 Y 1
w)= II (-=)==—(+0(—))
p <t p logg log &
|
S(Qg)= 2. ——=logé+0(1)
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ce qui donne
F(Q)) =6 +0 (—)
=e —
(Qg =

c'est-a-dire, il existe C; > Otel que,

C

e
F{QE) = e =

le lemme 4 découle alorsde :S( @) =logt < log £'.

La formule 3.24 de [Ros] dit que S(QE) < log & La formule (14) dit alors que :
F(Q«E} est fonction croissante de £, pour £ = 2. La démonstration précédente donne aussi, pour
S(#) = log2:

(16) F(#) > FQ) avec g=eS(7)

COROLLAIRE. Avec les notations du lemme précédent, il existe deux constantes Cy > 0et
C3 > 0 telles que, pour tout ¥, on ait

Gy
Wi #) = min(Cz,m}

Démonstration. On a :

1 1
~logW(#)= D —log(i-—) < D, 1/p+Cy <——=S( #)+C,
pE P P pep log 2

avec Cy = Z (= log(1=1/p) = 1/p).

Ce qui donne :
S

(17) W(2) > exp(————Cy)
log

Maintenant, le lemme 4 nous dit que

W(#) > =
(225" s

On voit, que pour S{(#) >2C; , on a W(.#) >
S(P) < 2C;, (17) nous donne :

1
(i}] avec C3 = 3— e 7. Et pour

2C

= J=6

W(.2) = exp(-

log 2
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V.- UNE PREMIERE MAJORATION DANS LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Soit n € P(m,k). On dit que p est un facteur premier essentiel de n, si |:|‘“E Il netsil
existei, 1 < i < k, tel que p“hri*.

PROPOSITION 2. Soite(n)= [ p® Onae(n) EP(m)k).

pln
p essentiel

Démonstration. On a e(n) | n | 7. Montrons que, ¥V i,1 < i < k, e(n) ;I".rri*. Comme nA'w*, il

existe q premier, qﬂ I n, tel que qﬂ/rﬁ'?‘. Ce nombre q est essentiel donc q‘3 I e(n) et donc e(n)lrﬂi".

PROPOSITION 3. Soit n € P(m k). On suppose que p est un facteur premier essentiel de n ; alors

ona:

a=vy(n) > r=Card{i;1 <i<k;plm+i}> [k/p]
et s tous les facteurs premiers de n sont essentiels, on a :

Y. llogp)ip < (2logn)/k
pln;p<k

Démonstration. Si p est essentiel, 3,1 < i < k tel que p® J’:rri*. On adonc :

vp(n] > vp(n.l*}-i-l Zr—=1+1=r 2 [k/p]

Cela entraine

a=TI 2™ 5 IT plfer

pln pln
p=<k
et encore :
IT 9P < n?
pln
p<k

ce qui achéve la démonstration.
PROPOSITION 4. Soit k assez grand, et soit n EP(m,k) alors ona :
2¢7Y2y vV log k + 0(k) < logn.

Démonstration. D'aprés la proposition 2, on peut supposer que tous les facteurs premiers de n sont
essentiels. On peut supposer de plus que logn < 2k+/ log k. On pose :
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s@= > Gogppsw(2)= II  (-1p)
pln;p<z pln;p<z

On a, d’apres la proposition 3, pourz < k

S(z) < 4+/Togk
ce qui entraine, d’aprés le corollaire du lemme 4, pourz < k
(18) W(z) >> 1/+/Togk

On appligue le lemme de crible avec & =ip ;P In} et o ={m +i;1 i< k}.On choisit
26™ exp(/ logk), z= k/z,. Le nombre de (m+i)nonrayéspardesp€ #,p < zest:

S(.d, #,2)=kW()(1 +0{\/'I?]:H

Les nombres (m + i) € (.o , .#, z) doivent étre multiplesde p |n, p > z.

)

Les p tels que z < p < k peuvent en rayer au plus [k/p]+ Tetlesp > kau plus 1.
On pose

U= > [(Xpe 1= 1

pln P pln
2<p<k p>k

On doit avoir :

> ([5]+1)+T >s(d, P, 2)
p

zsp<k
soit
U+T+0( k ) = kW) (1+0 1 )
z
log k v log k
compte tenu de (18),
k _O(kW(z) )
log k Vv log k
et I'on doit avoir
(19) U+T = kW) (1+0( ] N
z
v/ log k

D'autre part, la proposition 3 donne :
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logn= Z vp(n) log p + Z vp(n) log p
pln pln
psk p>n

K
>Tlogk+ . [—]logp+Ulogz
plin
p<z

=Tlogk + k S(z) +0(z) + U log k — U~/ log k.

Or,
k k lo k
u= D, [—]< >y Bl
pln p logzp|n p 3/ log k
zsSp<k p<k

et I'on obtient :
logn = (U+T)logk +k S(z) + 0(k).

En comparant avec (19) on obtient :

))glogn_k5(2)+0( k )
v/ log k fogk logk logk

k W(z) (140 (

Compte tenu de (18) le dernier terme d’erreur est négligeable, et I'on a :

1 k logn
+—— S(z) <

Vv Iogk)) log k log k

Comme on a supposé logn < 2 k+/ log k, cela entraine

(20) kW(z) (14+0(

Wiz) < <

1
W/ log k

et d'apres le corollaire du lemme 4, on a aussi :

S(z) >> +/logk

On a donc d’aprés le lemme 4 :

oy

e 1
Wiz) 22— (1+0(———=))
( S(z) v logk
La relation (20) devient :
ke ¥ logn k

(21) k W(z) +
log k W(z) logk log k
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da
et comme, pourtoutx > 0,ona:x+—= 2+/a,0na:
X

26772 logn 1
< + 0 )
V log k k log k log k

ce qui démontre la proposition 4.

VI. - NOMBRES f-HAUTEMENT ABONDANTS

Soit n un nombre f-h.a. assez grand, k = f(n) et m tel que n €P(m,k). On a:

(22) logn < 2 ke_“ﬂz\/ log k

car n est certainement plus petit que le nombre construit dans la propasition 1. De plus la proposi-

tion 2 dit que tous les facteurs premiers de n sont essentiels, et la proposition 3 donne :

Z (logp)lp < (2logn)/k < 4¢7/2 V log k
pln;p<k

ce qui nous permettra d'appliquer le lemme de crible avec . ={ p;pl n} etA=4 e—'yf2_

PROPOSITION 5. Soit n un nombre f-h.a. assez grand, k = f(n) et T = z 1. Alorsona:

pln
p>k
e V2 1
T=k 1+ 03 )
v log k ( ‘\x log k

Démonstration. Soit m tel que n € P{mk). On appliqgue le lemme de crible a
o ={m +i;1<i < k}. Chague élément de ,«/ doit étre non premier avec n. Si, de plus,
m+ i€ &F(,«, #, k) il doit étre divisible par p | n, p > k. Chagque p > k peut diviser au

plus un élément de .o/ donc on doit avoir :
S(.of, #£,K) < T

En fait, on a S{.o/, #, k) =T, car si deux nombres premiers Py # Py Pp >k, py > k divi-

saient le méme élément de ./ , on aurait encore n/p, €P(m,k) et n ne serait pas f-h.a.
Pq P

On a donc :

(23) T=S(,<~1,,q‘0,k)=kW(k}(1+0(|:}L’;lggk—k9_
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~/2
Si I'on pose W(z) =:}m (1 + u) dans P’inégalité (21), on obtient compte tenu de (22) :
2 1
2+ u“(1+0(1)) < 2+0(\/_m)
soit :
e
! 44/ log k
et par (8) :
1 /2 1
(24) Wik =Wie) (140 (—=)) = = 14 0 (=)

ce qui, avec (23) achéve la démonstration de la proposition 5.

LEMME 5. Soit m = 1, k > 1 et n € P{m,k}. Soit p un nombre premier divisant au moins deux
nombres m + ipour 1 < i <k.Alorsilexiste BEZ ,etm’ 2 1 telsquen’ = ]:oﬁ n €EP(m’k) et

vp(n’) =vp(ﬂ(m',k)) < vp({k +p-1)) < k/lp—-1)+ 1.

o a

Démonstration. Soit n = p% p22 prr. On définitapar :m=amodpet0 < a < p—1,etlon
r a a

pose o = vp(ﬂ(a,k)) < vp((k + p—1)!). Soitn' = p% p22 orilp M= pﬁ n avec f=a’ — a. On prend

pour m’ une solution des congruences :

m'=a mod p®

0.'2 [

m'=mmod py”...p."

On va montrer que n' € P(m',k). On remarque d'abord que, par le lemme 2, on a, pour
1<i<k:

(25) {m'+}}=vp(m'—a+a+i)=vp(a+i)

Yp

car vp(a +i) <o < vp(m' — a), puisque nous avons supposé que p divise deux nombres (m + i)

ou, ce qui est équivalent, deux nombres (a + i).

Montrons que n’ divise 7(m’,k) ;ona :

(26) a’=vp(n’)= Z \rp(a+ i)= Z vp(m’+i)
1<i<k 1<i<k
= v, (m(m’ k)



Grandes valeurs d'une fonction 197

etpour2 < j <,

o,
7(m’,k) =n(m,k) =0 mod Pj )

On doit ensuite montrer que pour tout i, il existe g | n' tel que vq(n’) > vq(fr;“(m’)). Si (m’ +i)

est multiple de p, on choisit g =p et la relation (26) donne le résultat. Si m’ + i n’est pas multiple

de p, comme n € P(m,k), il existe j, 2 < j <r, tel que a; = Yo (n) > Yo (ﬂ*(m)) et comme
i

J

o
m¥(m) = m¥(m’) mod |JJ ,on a, par le lemme 2 :

-ii( » = .* A= ]
"'pj(‘ﬁ (m’)) vp]_(wr, (m)) < ¢ vpi(n )
PROPOSITION 6, Soit nun nombre f-h.a. et k =f(n). Soit p | n. Alorsona :
vp(n) < vp((k +p-1)) < kflp—1)+1

Démonstration. Soit m tel que n € P(m,k), et supposons d'abord que p divise un seul nombre
(m+ i) pour 1 < i < k. Si vp(n} = 2, il est clair que nfp € P(m,k) et n n'est pas f-h.a. On a

donc vp(n) =1, qui est bien inférieur a v_((k + p— 1)!).

p

Si p divise deux nombres (m + i) au moins, on construit n' et m’ par le lemme 5.
Comme n’ € P(m’,k), f(n') = k = f(n) et comme n est f-h.a. on a n' = n, c’est-a-dire § = 0,
c'est-a-dire

vp(n) < vp(n’) < vp((k+p~1)!),

d’apres le lemme 5.

PROPOSITION 7. Soit p o un nombre premier fixé ; soit n un nombre f-h.a. assez grand, k = f(n)
et m tel qgue n EP(m,k). Alors on a

vpo{n) = vpo({m +1) ... (m+k))

Démonstration. 11 suffit de démontrer que Y (n) = Y (m), puisque n | m Soit
Po
m+i;p,m+iy, .., m+iy lafamille desm +1i, 1 < i < k, qui sont multiples de p,, . On
m + !-I m +i
applique a I'ensemble , o = ) e le lemme de crible avec .5"=-} p;p In} .Ona
Po Po
| X ——I1 < 1;lacondition (1) est vérifiée, et 'on a :
Po
lo g!ogX
S(,o, £, X)=XW(X) (140 (——)
Viog X )
log log k

k
=—W(k)(1+0(

- Jiogk "
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compte tenu de (8). On a ensuite, avec (24) :

k k
= - 7 = I, P
(27) r=s(.d, #,k) S(ﬂ,jﬂ,XHU(Iogk) >\/Tgk

ol la constante implicite dépend de p,,.

Soit (m + i]/po €.d . Comme n € P(m,k) il existe g | n, tel que vq(n] > vq(w’i"}. Si
(m+i)p, € & (.o, P,k), on a q=p, (et dans ce cas p, | n et v, (m+i)=1)oug > k.
o

Supposons ¥ (n) < Y (n) = Yo (n?) + 1, alors on ne peut avoir g = p, et I'on a
o 0 () : fps
g > k. Soit a1 5 G 5 - G les nombres premiers > k ainsi construits pour les différents
(m+ )py € F (o, #,K), etsoita= ¥y (m). 1l est facile de voir que
o

oV, (n)

=20 2T epmpk).
914 -9,

n

B
A l'aide du lemme 5, on construit a partir de ny , n’ = ponl et m’ tel que n’ € P(m’,k). On a :
o + ¥ (n') < k;'(po— 1) + 1. On aurait alors f(n’) > ketn’ < ncar, par (27)ona:
o

k/(p~1)+1

Po < k'

pour k assez grand.

PROPOSITION 8. Soit € > 0 fixé. Soit n un nombre f-h.a. assez grand, k = f(n) et m tel que
n € P(m,k). Soit p tel que p I net k€ < p < k, alors p diviseun seul m +i (1 < i < k), et donc
p > k/2.

Démonstration. Supposons que p divise r nombres (m + 1), 1 < i < k, avec r = 2. Parmi ces
r nombres, s sont pairs et I'on as = r/3 (le plus mauvais cas étant r = 3). D’autre part p est essen-

tiel et la proposition 3 donne v_(n) = r. On peut trouver r — s nombres premiers qy o

H qr‘—-s
Bd1 el

P

tous plus grands que k, ne divisant pas n et inférieurs a 2k log k. On considére n' = o
v_(n
et I'on détermine m’ par pP

m' = mmodn

m' + ii = Omodqi,1 < js<rs
ot m' + ij est le j°M€ nombre impair de I'ensemble des (m -+ i) multiples de p. On a alors
n’ € P(m’,k), les (m + i) pairs multiples de p étant rayés par 2 i cause de la proposition 7. On a de
plus

; 2r/3
n 2klogk
é( g k)

:
n p



Grandes valeurs d'une fonction 793

etsip > (2klog k)2f3, onan' < netf(n’) = f(n) ce qui contredit le fait que n est f-h.a.
€
Lorsque k¢ < p < (2 k log k)2‘r3, on considére un entier A fixé tel que ¢p(A) < —2—A
ol ¢ est la fonction d’Euler, et parmi les r nombres (m + i) multiples de p on distingue les s d’entre
eux non premiers avec A. On a
€
r—s < ([r/A]1+ 1) ¢(A) < ;(r + A).

On construit n’ et m’ comme précédemment, on a n’ €P(m’ k) et

) s (e/2)(r+A)
n <(2klogk) €(2klogk)

n pr kEf

Onan’ < npour k assez grand, carr = k/p—1 tend vers 'infini.

PROPOSITION 9. Soit n un nombre f-h.a. assez grand, k = f(n) et m tel que n € P(m,k). Alors
pourpln,p < kf2ona:

vp[n) = vp((m +1)...(m+k))

Démonstration. D'apres la proposition précédente on peut supposer p < k€. On applique alors le
I .
1€ < k;p1m+i}eta A ={p;p ln} .Onak/p > Kl—e

lemme de crible & .o =

er:
S( 5 S ] I i

et I'on a par la proposition 8, S(,«/, #, k/p) =S(,«/, #, k/2). En tenant compte de (8) et de
(24),0ona:

K e—7f2 1
(28) r—S(,:-*f..ﬁp.kﬁ)—p\/m (1+0(4\/logk))

La fin de la démonstration ressemble a celle de la proposition 7. Si (m+i)/p € & (. o/, #, k[2),
il existe g | n tel que vq(n) > vq[ﬂi‘“[m}) et 'on a g = p ou g > k/2. Si I'on suppose
vp(n) < Vp(ﬂ(m,k)), on ne peut avoir q = p, et I'on a g > k/2. Soit gy , ..., q, les nombres pre-
miers > k/2 ainsi construits pour les différents (m +i)/p € & (.o/, #, k/2). Chaque gj divise
au plus un nombre m + i (1 < i < k) d’aprés la proposition 8. Comme p est essentiel, on a :
vp(n} = (k/p)-1.

Si I'on avait vp(n) < Vp{ﬂ), on définirait alors n’ et m’ par le lemme §, on aurait

k k
v.(n)=v (n) K —+1-=+1= +2

P p(p—1)
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n’ € P(m’k), et on verrait aussi que n” =n’/q; q, ... 4. € P(m’,k). Il reste a vérifier que n” < n:

cela résulte de :

k

+2) log p =0 (—— (log k/2))
p(p-1) p+/logk
Démonstration du théoréme i. Soit p ne divisant pas n, p < k. On applique le lemme de crible 2
I'ensemble .o = {(m +i)p;1<i<k;plm+ i} comme dans la proposition 9, et

r=S(,o , #, k/2) est donné par (28).

Pour chaque {m + i)/p € # (.« , P, k/2), on peut définir un nombre premier

3

qln g> k/2et tel que g | m+i.Soit gy, dy, ... q; les nombres premiers ainsi construits.

k
On construit alors par le lemme 5 n' = p% n et m’ avec vp(n’) =g < = + 1et
p—

n’ €P(m’ k). On vérifie que
n
n" =p% ———— €P(m’,k).
91929

On a ensuite :

n” k kK Y2
log— < (— +1)logp——
n p-1

1
p Vlogk 4/ logk

kb B ~Y2 N
%p |:(p_1+k)logp e \flogk(1+0(4m)]

(1+0( )) log k/2

Pour p <+/ log k, on a % + %Q 3, et le crochet est négatif. Pour
p—

e p p 1
Viogk < p<exple "2 \/Togk (1-ci/*/Tog K )) ona— +2=1+0
g p p( gk (1—cq/ *V/logk )) TR (\/lo_gk

crochet est négatif pour cq assez grand. On aalorsn” < n, f(n") = f(n) ce qui contredit I"hypo-

Jetle

these et donc p doit diviser n.

Démonstration du théoréme ii. Soit p | n, p < k. On sait que p est essentiel et donc
a=vp(n) =2 k/p— 1. On appligue le lemme de crible a

o ={(m+i)!p;1 i<k;p lm+i$,
etr=S(,d/, #,k/2) est toujours donné par (28). On consideére ensuite :
B={m+i;1 <i<k;m+)pE ¥ (o, # k2doup’ Im+i}

Soit m + iy m+t iS les éléments de .4 et Q- A des nombres premiers ne divisant pas n,
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n
dans I'intervalle [k, 2 k log k] . On pose n’=— @q; 45 ... q eton définit m’ par les congruences :
o
p

m'=m mod n

mE*amoqu 1<j<s

Pour montrer n' € P(m’,k) la seule difficulté nouvelle est de montrer n’ J’Tri*(m’) lorsque p divise
m + i. Dans ce cas, ou bien m + i avait un autre diviseur premier g, q I n, g < k/2, et alors la

proposition 9 permet de conclure, ou bien m + i € .4 et il existe j tel que qi fﬂi*(m’).

On aenfin :

H

n k k
Iog— (S(.o/, #,k/2) +—5+ 1]log(2 k logk) = (——1)log p
P p
et comme précédemment, cette quantité est négative deés que

logp > o /2 Vlogk (1 +¢y/*V logk).

Démonstration du théoréme iii. Soit p | n, p > k = f(n) et supposons que g, k < q < p ne
divise pas n. Nous allons montrer que f(n g/p) = f(n). D'abord, il résulte de la proposition 6
que vp(n) = 1. Ensuite, p est essentiel, il existe iO tel que p I m + 10 , et comme p > k, cet io

est unique. On définit m’ par les congruences :
m’'=m mod n/p
m' =- mod q

On constate alors que n' = n g/p € P(m’ k), ce qui entraine f(n') = k.

Soit TR les diviseurs premiers de n qui sont > k, et soit w(x) = Z 1.0na:
p<X

¢ /2 1
K(1+0(——));

v/ log k 4y/ log k

et par le théoréme des nombres premiers, le plus grand facteur premier P = a7 de n s'écrit :

nlag) =T+ (k) =

=72 i —
e k+/logk (1+0( “\/!ogk)} 2|0gn“+0{4\ﬁ(ﬁTgn))

en anticipant sur la démonstration du théoréme 2.
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VIl. - DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Le théoréme 2 se déduira de la proposition suivante :

PROPOSITION 10. Soit n un nombre -h.a., k=f(n).Ona:

logn=2¢ "2k /Togk—-7k+0(

<)
44/ log k

La majoration est donnée par la proposition 1. Montrons la minoration :

LEMME 6. Soit p premieretn = 1.0na:

n log n n
(e R W)
p~1 logp P p-1
Démonstration. |mmédiate a partir de la formule vp(nl) = Z [nfpr] .
r=1
12 Togk (1 + — 12 TR (1 - == )
On pose ensuite z = exple ! logk (1 + etz =exple logk (1—

de telle sorte que, d’aprés le théoreme 3, p < 2z’ = plnetz < p < k/2 = p/An. A l'aide de
la formule (cf. [Lan], p. 200) :

lo 1
(29) Z —gE=Iogx—7—b+0( )
p<x P log x
davec |
Ogp
b=p —— =0,75537,
p pp-1)
ona:
log p /2 1
(30) S(z) = =e 1“/Togk (1+0 )
25 RN

p<z
On applique la formule (5) a I'ensemble

A ={m+i;1 <i <k}

et l'on a, en posant V = Z 14

pln
p>k/2

(31) V=S(o, #,2)=kW(z)(1+0(

L)
log k

comme pour la formule (23), puisqu'on sait, d’aprés la proposition 8 que p > k/2 ne divise au
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plus gu’un éiément de . . On a ensuite, pour p I n, p < g, vp(n) = vp(k!) par la propo-

sition 9 et :
log n= Z vp(n) logp + Y. logp
pln pln
p<z p>k/2
(32) g > k-——+v10g(k/2)+0(z log k)
pln P7
p<z

en utilisant le lemme 6. |l vient ensuite :

Z _ogp_st )+ Z =S(z) + b+ 0(1/2)
plnP~1 pln P ‘) 6>7 p(p-)
p<z p<z

La formule (32) devient alors, compte tenu de (31)

k
33 | =2 kS(z) +kb+kWi(z)logk +0
(33) ogn (@) (z) log (m)
/2
car W(z) ~ Il reste a appliquer le lemme 4 sous la formule de 'inégalité (16) : on pose

VTogk

log £ =5(z), on a par (29) :

| b+ 1
Fo)=TT (1-0) & ZEP=e7(1-Taog )
p<t P p<g P log&  (10g£)2

o i E P S
e ' ) )+ 0 {log k)

en utilisant (30). 1| s’ensuit que, en utilisant 2 nouveau (30) :

~
W(z) = S v 0 (log k) —3/2
S(Z} 52{1}
o
o8 2T b og ki
S(z) logk

a

En reportant dans (33}, et sachant que x +— = 24/ a, on achéve la démonstration de la pro-
X

position 10.

Démonstration du theéoréme 2. On calcule d’abord le développement asymptotique de la fonction
réciproque de la fonction k ++ 2 ¢ /2 k v/ log k =+ k, et on en déduit qu'il existe une constante
cg telle que pour n f-h.a. on ait f(n) < Y(n), avec :
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Y2 ogn log n logn
2 +/Toglogn 4  loglogn (log log n)5)"4

Soit maintenant N quelconque et n° < N < n” les deux nombres f-h.a. qui I"entourent. On a
f(N) < f(n’) et f(n’) < ¥(n’) < Y(N), puisque pour n > n_ , ¥(n) est croissante en n ; cela

achéve la démonstration.

QUELQUES PROBLEMES NON RESOLUS

Désignant par Ny s Mgy ey nj , -.- 12 suite des nombres f-h.a. il ne nous a pas été pos-
sible de répondre aux questions suivantes : A-t-on toujours f(ni +1) = f(ni) =1 7 ou méme seu-
lement f(ni"“) - f(ni) est-elle bornée ? Existe-t-il ¢ > 0 tel que Nt / n = O(log ni)c 2 Il serait

aussi intéressant de savoir si la proposition 9 est valable pour tous les nombres f-h.a.

ADDITIF. Dans le lemme 4, nous donnons une minoration de la fonction F. Une majoration avait
été obtenue par H. DAVENPORT (). London Math. Soc, 7, 1932, p. 290-296) qui a démontré
lorsque .# ={ pln }:

— F(#)

lim

1
log log n Z
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[Bru]

[Erd]

[Gri]

[Hal]

[Har]

[Iwa]

[Lan]

[Nic]

[Pra]

[Ram]

[Ros]

[Sch]

[Sel]
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