Néhdny elemi geometriai problémérol

L. 1962-hen e folydirathan publikdltam egy azonoe eimd cikket.! B ciklkre
mint Ire fopek hivatkozni. B ecikkben hasonld természeti probléméikkal fo-
gok foglalkosni, de eladsorban néhiny I-ben felvetett problémahoz kell meg-
jervedseket flizntm.

Ihen a kivetkezs, Sylvestertl szdrmazd problémdt emlitettem: Legyen
adva » pont, Py, ..., P, a sikban. Maximdlisan hdny olyan egyenes lehetsé-
ges, mely e pontok koziil pontosan hirmon megy 4t ¢ E probléma még most
sines teljesen megoldva, de Burr, Grilabuwn é3 Sloane® egy nemrde megjelont
vikkiikben sok érdekez eredmdényt drtel el és Bylvester eredmidnyeit messze-
menden élesitették,

Svlvester problémajival kapesolatban I-ben a kivelkezd kérdost vetem
fol: Mekkora azon egyenesek maximdlis szdma, amelvek az » pont kiwil
pontosan d-en filletve dltaliban bin) mennek ﬁ..t? Azt sejtettem, hogy ez o
maximum sokkal kisebh rend, mint #* é3 talin kisebb, mint en. Elgdaorhan

Crofttal éezrevettiik, hogy a sikrdcs ponijai mutatjik, hogy meg lehet adni o
stkhan s pontot Ggy, hug‘lr azon egyenesek szdma, amelyek e pontok kiziil
pontosan k-n mennek &t, nagyobb, mint ¢n? ahol ¢ A-t6l figes Allando.
g, pontos értéke nem ismeretes, és Crofttal sejtjiik, hﬂg*,' minden e=0-hoz van
olyan k,=k,(e}, melyre minden k=k, esetén ¢, <e/k". Ha viszont feltessziik,
hup:}- Py, ..., P, olyan, hogy nines khzi_ll[lk k+1 egy egvenesen, akkor vald-
aziniileg tanylﬂg igaz, hogy azon egyenesek azdma, melyek kiziiliik £-n mennelk
it, sokkal kisebb rendfi, mint a% Kedrtes2i® bebizonyitotta, hogy ezen egyene-
sek széma nagyobb lehet, mint ¢, log n és ezt Grimbaum ent Wpa dlesitette,
Nem lehetetlon, hogy Grimbaum eredménye mar kozel van abhoz, hogy éles
legyen, Egyeldre azonban még a kivetkezd egyszerii kérdésre sem tud]uk Vil
laszt: Igaz-e, hogy minden e=0-hoz van olyan ny, hogy ha a=n, és P, ...,
P, % olyan pont (a sikban), meivek kazill nincs 6t egy egvenesen, akkor azon
Bgyenf'ﬂck szdima, melyek négy P-n mennek 4t, kisebh, mint en®.

Efliott* bebizonyitotta, Imgy ha n>393 és a sikban adva van pont,

melyek nnesenek mind egy kirtn, akkor ezelk legalabb [“; ]] kiort hatdroznak

U Wyl Paf, Néhdny elenn geometrial problémirdl, Kbsdpiskolai Matematilcai La-
pok 24, {1962) 103201, és "l!eg;egvméaek i, Néhany elemi geometrisi problémardl™
cimit cikkhesz, 26, (1963) 1—2

LS Bu'rr, B, Giriinfetim e{aﬁﬂmne, Thie orchard pmblﬁrm 8. — Burr munkatdream, o

New York-i Ciry College-ben professzor, B, Grimbaum sgintén munkeidrsam, we Uni-
versity of Washingtonban (Seattle) professzor. Sloane a Bell Laborotories matermatikai
uﬁ‘l-uh e nvinlintsirg,

4 Ketenzi' Mevene, Sylvesier opy tololéra] ta edbs apy sojtéadrtl, Kaedpiakolai Maie-
matikel Lopol, 35, (1963) 3—0,

1P, BT AL Bk, On the nomber of cirgles delermined by w pointe, Acta Math,
Sei. Hungar, B, (1867) 181 — 188, — Elliott o Boulder Lmverstt.v of Cloldrado-ban pro-
fogzor, angol matematilne, monketdream, £6 terfilete az additiv szdmebrndlet] fhggve-
nyek
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meg. Ezzel egy enyhén modositott iurmﬁ.b&n bebizonyitotta T-ben kimondott
sejtéseim egyikét, [[ ;1] i [ l+] -zvel helyettesithets, ha azt nz egye-

nest, mely n—1 ponton megy 4, végtelen sugard kornek tekintjiik) Az
n=2303 valdszinfileg lénvepesen jaﬁih&té.

2. Corradi, Hajnal és én sejtettiik, hogy ha P, ..., P, n pont a sikban,
melyek ninesenck mind egy egyenesen, akkor ezek legaldbb n—2 kiilonbozd
szbget hatdroznak meg (a szog&k =0 é& =a-nek veonddk). Ha még feltesz-
sziik, hogy a pontok kozott nines harom egy egyenesen, akkor egduren egy-
szorll bebizonyitani, hogy a pontok valéban n—2 kiillinbozé szdget hatdroz-
nak meg, és a szabdlyos soksztg mutatja, hogy n—2 pontos. ajnos azon-
han az dltalinos esetben semmi elfogadhatd alss beeslésimk nines — példanl azt
sem tudtuk eddig bebizonyftani, hogy legaldbb #/2 killonbizd szoget hatd-
roznak meg. B kérdds elintézéséért 1000 forint jutalmat adok.

3. 1932-ben Klein Hszter észrevette, hogy ha 8t pont van adva a sikban
¢és nines hdrom egy egyenesen, akkor ezon ot ponthol mindig kivehetd ndgy,
melyek egy konvex sokszig estcsai. Az egyszertl bizonyitast az olvasdira hagy-
juk. Klein Eszter tovabbd kévdezte: Van-e olyan f(n), hogy ha a sikban adva
van f(n) pont, melyek koziil semelyik hdrom sincs egy egyenesen, akkor min-
dig kivehetd kizulik » pont, melyek egy konvex sokszdg caficsai? Szeberes
hdmarosan sejtette, hogy fin)=2"%+1. Szekeressel bebizonvitottuk,® hogy

22 1= n}s(ﬂ"‘ 2*]_
Makei Endre 63 Turdn Pdl bizonyitotta, hogy f(5)=9, de eovelire fl6)=
nines mey.

E pmlﬂumé.t tn happy end problem-nek neveztem, ugyanis Kilein Eezfer

Sbehdlozta" Szekeres Gyirgyit és boldogan élnek bvd.neﬂr hen — jelenlog
1‘1980_ angusztne) Pesten tartdzkodnale,

Mikor 1977-ben meglitogattam Szekereséket, a probléma kivetkezd vil-
tozata jutott H?ﬂnlw* Létezil-¢ olyan Fin), hogy ha s sikban adva van
F(n) pont, Py, ... melyek kizil semelyik hirom nines egy egvenesen,
alckor k.l'l.'é:lai-.zthn.iﬁ T ktfzu]uk w pont, melyvek nlvnn konvex neswtget hutdroz
nak meg, mely egyetlen P -tsem tartalmaza beim,;eimu? Azonnal adddik fid)= 5-
hiil, hogy f*’{4}—a (az egyszerll bizonyitdst az olvasdra bizom), De mér F(3)
létezésdét nem tudtam bizenvitani, Ehrenfurt bebizonyitotta, hogy F(5) [étezik,
és Harborth® bebizonyitotta, hogy F(5)=10. Bgvelire nem tudjulk, hogy F(6) 1é-
tezik-e. Ugyanis I-:tmn}fm ciLrwcihr:m hogy “minden n-re megadhata n pont,
Py, oo, P, asikban gy, hogy nines hirom egy egvenesen és o Pk kogill
barmely 6 vagy nem alkot konvex hatszdget, vagy ha a hatsziy konvex, akkor
belsejéhen van legaldbb egy misik P,.

Az F(0)-rdl vald kirdés meguidé.sm g 1000 forint jutalmat tiizok ki, Fn)
létezdsénel bizonyitdasddért 3000 forintot.

o P, Erdds and @. Szekeres; A combinatorial problem in geometry, Compositio Math,
D (1435) 463470,

¢ H. Harborth, Konvexe Fiinféier in Ebenen Poohlonengen, Elernents der Matl,
43 (1978) 116— 118,
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Szekberessel bizonyitottuk,” hogy ha a sikban adott 27 pont, akkor azok
mindig meghatdrosmak egy szoget, mely nagyobb, mint a{l1—1/n). E tétel
meglepden éles, mert Szekeres egy régebbi tétele® szerint minden £= 0-hoz van
2" pont ugy, hogy e pontok dltal meghatdrozott szogek mind kizebbek, mint
(1l —1/n)+e. Eled pillanathan azt gondolbhatnink, hogy e tétel annyira éles,
hogy tovabbi javitdsra nincs lehetéeér. Lehetsépes azonban, hogy mir 2"-nél
kevesebb pont iz biztosit m{l—1/n)-nél nagyobb szdpet. Bizonyitani csak
annyit tudunk, hogy mér 2"—1 pont iz biztosit egy szdget, mely nagyobb
::.IE; egyenld, mint x(1 — 1/n). Nem lehetetlen azonban, hogy ha n=mng, akkor

214 1 pont is hiztosit egy széget, mely nagyobb, mint m(1—1/n).

4, Jeldlje d(P, ) a P éa @ pontok tdvolsdgit, daning éu én mdg 1945-ben
bizonyitottuk,! hogy ha P,, P,, ... végtelen sok pont a sikban dgy, hogy
diF;, P;) minden 1=i<j sedmpdirra egész ezdm, alkor pontjaink egy egyene-
sen vammak. ElsG hizonvitdsunk nem volt epész epyszerdi, de néhiny honap
miilvas a kivetkezd meglepien egyszerli bizonyitdst taliltum: Ha pontjaink
nincsenelk mind egy egyenesen, akkor az dltalinossdg rovisa nélkill feltehet-
jiik, hogy Py, P., P; nincsenck egy egvenesen. Legvenek X, X., ..., X,
olyan pontok, melyekre diX,, P)), d(X,, P,), d(X,, P,) mind egész szdmok.
Bebizonyitjuk, hogy ekkor

(1) E=4(d(Py, Po)+1){d(Py, P+1).

(1)-b6l Anninggel kizos tételiink azonnal kévetkezik, (1) bizonyitése viszont
rendkiviil egyazer(i. Legyen X olyan pent, melynek tévolsdga a Py, Py Py
pontoktol egéer szdm. A hdromszdg egyenlitlenség miatt

(X, Py)—d(X, Py)| =d(P,, P,),

és ezért X d(Py, P,j+1 darab olyan hiperbola valamelyikén van, melyeknek
fokusza P, és P, (ugysnis minthogy |d(X, P,)—a(X, P,)| egésr és nem na-
gyobb, mint d{P,, P,), legfeljebb diP,, P,}+1 killinbiiz6 éridket vehet fel).
Hasonléan adédik, hogy X legfeljebb d(Py, P;)+1 olyan hiperbolén van,
melyeknek fékuszai P, és Py. Minthogy P,, P,. P, nincsenek egy egvenesen,
két hiperbola, melyeknek fokuszai Py, P, illetve P, P,, legfeijebb néoy
pontban metszik egyméast. Ebbil viszont azonnal nyerjiik, hogy sz X pont
vilasetdsdra legfoljebb 4(d(P, Pa)+1)-(d(Py, Py)+1) lehetlség van, s ezzel
(1) be van bizonyitva.

Tudtommal senki sem vizsgiltn, vajon az (1) egvenlGtlensée javithaté-e
és ha igen, mennyire,

Legyen Py, P,. ... vegtelen sok pont a sikban, melyek kogziil nines
hirom egy egyenesen. Két ilyen pontot osszekiitiink egy éllel, ha tdvolsdguk
egdez szdm. Hogyan jElltmazhﬁtéEk az igy nyert grafok? Elébbi bizonyitéd-
sunk adja, hogy e graf nem tartalmazhat egy K(3, 8,) részgrifot, azaz nem
lehet benne harom szégpont X, X, X, és végtelen sok mis szigpont ¥,

TP, Erdbg and 6. S:ekeras, On some extreniom problems in elementary Geometry,
Ann, Univ. Sei. Budapest 3—4 (1868)) 53 —62.

y ;Gﬂ- Szekeres, On an extrermon problem in the plane; Awmer, J. Math, 63 (19413
08 —210.

P Fvdls and A, Anwing, Intepral distsnces, Bull, Amer. Math, Soe, &1 (19456)
G4S—GH0. ée P. Erdds, Totegral distances, ugyanott 588. — Arping Ann Arborban
{(University of Michigan) volt matematilive, mir 30 éve elhunyt, v
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¥, ..., melyek mindegyike az X -kel tssze van kitve. Nem sikeriilt el-
dontenem, hogy e szitkségea feltétel elégséres-o. Az biztos, hogy grafunk min-
den n-re tartalmazhat egy n szégpontu teljes grafot. Nem vildgos azonban,
hogy minden s sziigpontu gréaf !mé.g;mzha.tn grifunkba (azaz van Pl. e o
pont tgy, hogy d(F,, F)) akkor és csakis akkor egész szim, ha P és Py a gﬂ'i.-
funkban Gssze van kbtw}l

Nagyon érdekes problémdra jutunk, ha mé;; szt is feltessxlik, hogy négy
P, nem lehet egy kiron, Harborth és mésok is behizonyitottdk, hogy megad-
hatd ot pont altalinos helyzethen (azaz nines n{*gf ey kirbn és hirom egy
egvenesen) ugy, hogy barmsly kettd tdvolsdza egéer szdm. Nem ismerotes
azonban, hogy megadhatd-e hat ilyen tulajdonsdigi pont. Nem lehetetlen, hogy
minden n-re megadhaté n ilven pont. Ulam a kovetkezd probléméit vetette
fel: Van-e a silkban egy mindeniitt sfirfi ponthalmaz, melyre birmely két pont
tévolsdga vaciondlis szdm ¢ (Egzy ponthalmaz mindeniitt sfirli, ha minden Ikr
belsejében van pontjn.) Mam kérdésére a vilasz valészinileg tagadd, de en-
nek bizemyitdsa nem litszik kinnyfinek. Ismeretes, hogy van olyan r, melyre az
r sugarn kirtin megadhatd egy ‘mindeniitt siivil ponthalmaz gy, hogy bér-
mely két pont tdvolsdza raciondlis. Valbszinlinek latazik, hogy ha S egy zirt
ponthalmaz a sikban (vagyis 5 minden konvergens pontsorozatéval egyiitt
annak batdrértékét is tartalmazza), melyre van olyan 8,8, mely S-ben
mindeniitt siirGn van és 8, birmely két pontjinak tdvoladga raciondlis, akkor
ez ceak magyon specidlis 8 halmazokea lehetsdges. Biztosra veszem, hogy ez
akkor is igaz marad, ha nem ragaszkodunk az 8,8 feltételhes és osak ast
kivdnjuk, hogy 8, minden siriistdési pontja S- "ben lezyen. Tudtommal e
kérdéseket még nem vizsgaltdl.

Végiil még egy kérdeést emlitek. Legyen adva » pont, Py, ..., £, o sik-
ban altaldnos helyzetben (azaz nines hidrom egy egvenesen és nagv ey ki-
ron). Tekintsiik a d(P, P)), 1=i<j=n sdmokat, Lehetséges, hogy e tdvolsé-
zok kogitt n—1 killonhazé legyen és az i-edik tévolsiz (n—i)-szer forduljon
ol ?

n=3ra e feltétel teljesiil, ha a P, P,P; hiromszig egyenld szdri,
n=d.re, ha Py az egyvenlt szdeld hﬁmm?.zﬁg kiiriilirt ktirének kizdppontja.
Azt gondoltam, hogy n=>5-re oz mar nem lehetséges, do €. Pomerance n=5-re

a kovetkezd példdt talglta:'P,; az r sugari kir

kdzéppontja, diP,, P,)= d{Pl,P =d( Py, Ps)=r;

Pya P PP, hiromezog kirilirt kordének kozép-

pontjs, Py a PyPy felezi mertlegesének az r su-

R gari kirrel vals mﬁtmﬂpwntja. Kinnyli be-

i Itni, hogy ez az 5 pont dltalinos helyzetd és a

' P, feltételeinkel « kieldeiti. Az » tdvolsiz 4-szer

| fordul elf, d( P, . P‘}hamnwzor !'f{.P:,,P} d(Py.

Pg), Ta ln 7= B-ra mér témyleg ignz, hogy nines

ilyen tulajdonsdgi [pontrendszer, de e kérdést
'cg:.’t*lr'}m nem_tudom eldimteni,

Még két megjegyedst szeretnék ohhez a
prohlémihos flzni. Megkivetelhetnénk, hogy
hirom £ ne legyen egy egyvenesen, négy egy
kiriin é8 ne legyen olvan kor, melynek kizéppontja egy adott P, & amely
hérom méasik Pt tartalmaz. n=4-re kbnnyi négy ilyen pontot tﬂ]zﬂni, melyre
az i-edile tdvoledy (=1, 2, 3) (n—i)-szer fordol eld, de n=05-re ez nem sikeriilt,
éz nem todom, 5 ilven pont van-e.

w0
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Legyen Py, ..., P, dltaldnos helyzethen, nem tudom, hogy legalabb
bény killinhizt tdvolsdgot hatfroznak meg. Tovabba kérdezhetjilk, hogy ha
P, ..., P, nem tarlalmaz egyenld szdrd hdromsziget (azaz minden i-re a
AP, P, =1, 2, ..., n, j#i thvoledgok mind kiilinb6zdek), akkor legaldbb
bdny kulénbozd tavolsag fordul eld a d(P, P}, 1=i=j=n szamok kozott?
A vilaset erre a kérdésre nem fsmerjiik.

5. Lepyenek Py, ..., P, égy konvex n-szig esicsui. Sejtettem és Alfman
bebizonyitotta, hegy a d(P;, P) tévolsdgok kiwitt legaldbb [#/2] killonhiad
van. Egvenlfeég 4ll példaul a szabilvos n-szbg esetén.

Tovdabba sejtettem, hogy mindig van egy pont, P, hogy a d{P,, £
§=1,2, ..., n, j=t tdvolsdgok kiziil 1s van legalabb [#/2] killonbizs. E sejtés
még nines eldintve. Tovdbhi sejtettem, hogy van egy P, pont, melytil
nines hdrom mdsik P, egvenld tdvolsdgban, E sejtésbil az elébbn sejtések
kimnyen kovetkeznének, de legnagyobb meglepetésemre Danzer e sejtést meg-
cifolta. Erre sejtettem, hogy van olyan P, melytdl nines néoy mbeik P
egyenld tdavoledgban, Danzer ellenpdldaja itt mar nem miikédik, de méz ha e
sejtés igaz is lenne, az mér nem kovetkezne, hogy van olyan P, melytil
legaldbh [n/2] kiilltnbied tdvolsdg van.

Legyen g(n) az a lemmagyobb szédm, melyre bdrhogyan is adunk meg
n kitlonhozé Py, ..., P, pontot & slkban, ezek legaldbb gixn) kiilénbtzs tdvol-
sagot hatdroznak meg. gin) meghatdrozdsa, #6t 6 megbeesléze rendkiviil nehéz
feladatnak tazik. Fenndll a kitvetkezd becslés:

"

1 2 i ——
{2} an !?l:ﬂ-} GS |:]:D|:{ ﬂ,}”ﬁ
A felz6 hatar (2)-ben tiélem srdumazrik, sz alsd hatdr L. Woserttl.2? fi'g_}‘ gon-
dolom, hogy. a feled hatéir kizelebh van az igazedghoz, mint az alsd &s taldn
gin)=cy-nflog nj—12.

Rajnos e kérdés eldintése reménytelennek ldtszik, és 10¢ forintot thzik ki

o kérdés tisptdzdsdra,

Sejtettem, hogy minden k-hox van olyan =0, melyre ha Py, ..., P,
olyan pontrendszer, mely en-nél kevesebb kiilonbozd tdvolsdgot hatdroz meg,
aklkor van & olyan F,, melyek egy cgyenesen vannak. E sejiéere Szemerédi
Endre egy meglepfen szellemes ér egyszerfi bizonyitdst adott ™ Tovabbd
Szemeriéde sejtn dltman tételének 'a kivwethezd élesitését: Lepyen Py, ..., P,
n pont a sikban dgy, hogy semelyik hadrom nincs egy egyenesen, Ekkor e
pontok legaldbb [a/2] kilonbozd tédvolsdgot hatdroznak meg. Ssemerddi
bizonyitfsa azonban ceak [n/3}-at ad [#/2] helyett. Prabdljdk bebizenyitani
[n/3]-at és ha tudjik, flesfteck ezt az evedményt.

WP FErdds, On gets of distances of n points, Amer. Math. Monthiy 53 (1948)
245 —280,; Lo Mosgor, On the different digtances determined by n peints, vgyanoiu
59 (18952) 85—91. — L. Meser kanadai matematikus, nounkatdrsam €8 0 baritom, ki saj-
nog idd eldte 1970-ben elhonyt.

1 Beemerddi tdtelének Wzonyitdedt lied P. Brdds, On gome probleme of elementary
and combinatorial geometry, Aonali di Mat, SBer IV. 103 {1976) 99— 108. B ¢ikk sok mis
:Iamhlﬁmhh. dp eredmiényt ie tartalning. Epy valomivel kisebb, da mogyar nyelvl cikkre iz

dvatkozhotom : Brdds Pal, Nehdny geometriod problémard], Mat. Lapok, 8 (1857) 86—
92, A legiijabb ilyen Hpusd cikkem: P, Bedde, Some combinotoriil problems in geometry,
Lieture Notes in Math. 782, Geometry and Diff. Geometry, Proe. Haifa, Israel (1978)
46— 3.
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6. Befojezdsill még két problémédt emlitek. #. Straus tavaly bebizonyi-

totta, hogy ha az egysépkiitben adva van egy O pont & hirom tetszdleges

hiir, P,Py, P,P;, P.P,, melyek az O pon-

L ton atmennck, akkor d(P;, Py)+ d(P;,

e e Pojd( Py, Py)=4. Konnyii beldtni, hogy 4

i o | ..“\F nem helyettesithetd kisebb szdmmal. Straus

L 7 S 7 bizonyltdsa trigonometridt és elemi analizist

R}M \ haszndlt, nem %H;erult e tételre epy szinte-

e |\ tikus geometriai bizonyitést taldlni — talén

P valamelyik olvasd dtletesebb, szerencsésebb
losz,

\ / Konnyd belatni, hogy ha Py, . 2

5 i Loﬂwx n-szby cstiesai, akkor a PP‘,

Ry 2 ﬁu.:-k

ﬁﬁ; Lomax aokszig  helsejében. Jolentse hin)

azt & legnagyobb szdmot, amelyre a PP
{(1=i=j=n) atlok legaldbb k(n) kiillonbizd pontot. hatéroznak meg. Haté-
rozzdk meg fin)-et a lehetd legnagyobh pontossdggal. Biztosra veszem, hogy

metazéspontot hatdroznak meg a

tetszdleges e=0-hoz van olyan n,, hogy ha n=mn;, akkor h{n}ﬁ{l+£}[:]-

Nem vagyok biztos, hogy ez utdbbi probléma télem szdrmazik-e vagy olvas-
tam wvalahol,

Erdis Pal

L]
A probléméikat barki megoldhatja, A megolddsokat a kijvetkeszs cimre

kérjiik ;
Brdés Pal

MTA Matematikai Kutatd Intézet
Budapest, Redltanoda u. 13 —15. 1053

Az 1979/80-as tanévi pontverseny eredménye
2. kikzlemény

Feladatok

Elérhetd maximilis pontaedm 179, & H gyakorlatokkal egyiitt 208,

I, paztdlyosok
1. dij (400 Ft} Horvith Istvan (Dsbrecen, KLTE Gyak. Gimn.) ... .. 202 pont
2. dij (300 F't) Cseve Kilmin (Veszprém, Lovassy L. Gimn.) ... .. 193 pont
3. ﬂu (300 Ft) Simonyi Gibor (Budapest, Apiezai Usere J. (yak.
SEPITIITE Y | g s o it i v e S e e s Tt o 192 pont
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