A a(n), o(n), d(n) és v(in) FUGGVENYEK NEHANY UJ
TULAJDONSAGAROL

ERDOS PAL, GYORY KALMAN ES PAPP ZOLTAN

Legyenek fi(n), ..., fi(n) szamelméleti fiiggvények. Nevezziik 6ket fiiggetlennek,
ha akarhogy is irjuk elé az 1,2, ...,r szamoknak k permuticiojat {i{, ..., i}
Jj=1. ..., k, akkor mindig van végtelen sok n, melyre

(1) Fin i) = fi(n+i) = .= f;(n+i), j=1, .. k.

A fiiggetlen elnevezés talan nem a legszerencsésebb, mert a valdsziniiség-
szamitasban ez egy elfogadott terminologia és sokkal tébbet mond, mint a mi fel-
tételiink.

Nehéznek latszik mar k=2-re is sziikséges ¢és elégséges feltételt talalni. hogy
mikor fiiggetlen k fliggvény — még akkor is, ha feltessziik, hogy az f; fiiggvények
additivak vagy multiplikativak. Igy e cikkben csak specialis fuggvenyeket a d(n),
v(n), p(n) és o(n) fiigavényeket vizsgiljuk. ¢ (n) és a(n) r=4-re még fiiggetlenck,
de r=35-re mar nem. d(n) ¢és v(n) viszont fliggetlenek minden r-re és d(n), v(n)
¢s a(n), valamint d(n), v(n) és @(n) 1s fiiggetlenek.

1. Tétel. Legyen {i{”, ..., i}, j=1,2, az |, ..., r szimok 'két tetszés szerinti
permutacioja. Akkor végtelen sok n-re

(2) din+i{") = ...=dn+iV): v(n+it?) =...= v(n+i?).

Az 1. Tétel bizonyitisa az elemi analitikus szimelmélet modszereit hasznalja.
A bizonyitas alapjaban véve egyszerli, de az analitikus sziamelméletben jaratlan
olvasénak talin némi nehézséget fog okozni. Hogy a formalizmust egyszeriisitsiik,
(2) helyett csak azt fogjuk bizonyitani, hogy végtelen sok n-re fennall

(2 din+1)=...=d(n+r); vintr)=..=v(n+1).

A Dbizonyitasbol lathaté lesz, hogy ez nem megy az altalanossig rovisira.
Elészor néhiny jelolést vezetiink be. Legyen x elegendéen nagy,

u = [(log log x)*), v = [(log log x)?].

r=¢;=¢,=... legyenek az r-nél nagyobb egymasutin kévetkezé primszamok,
tovabba (j=1, ..., r)

A;=JTq, (G—Du+l=i=ju—(G—1)o
azaz

(3) v(d;) =u—(j—Due.



Elégitse ki marmost n a kdvetkezd kongruenciarendszert:
(4) n+j= A3 (modAil ), (=1, ...,1),

.
. - " ’ ; sz +1 4
(4) miatt » mod B egyértelmiien van meghatarozva, ahol B = J[_]1 ATt és

5 i = A8 = A (1 5oy
r+l—j

alakba irhaté, ahol (B.[)=1, A;{]- j:‘f B. (3)-bol azonnal kovetkezik, hogy
(6) d(A) = d(A;ZY) = ...= d(A4,): v(4) =...= v(4,).
Tekintsitk marmost a (4) kongruenciarendszer megoldasait az (I, x) inter-

vallumban, ekkor (5)-ben 0 =1 < % Egy egyszerii atlagolassal most bebizonyitjuk.

hogy majdnem minden t-re (azaz o[%] t érték kivéte]éve!] fennall (27).

2xlogx
1ss=yx \BS B

(7) azonnal kévetkezik, ha meggondoljuk, hogy egy m szam osztéinak szama legfel-
jebb kétszerese m azon osztoi szamanak, melyek m'2nél nem nagyobbak.

Koénnyti belatni, hogy

| |.l"|

(7) 2 d

O=t=—
B

I B
["“A:ti ;']

(7)-bél rogton  kovetkezik. hogy ha o[%] r ertéktol eltekintiink, akkor

d (fﬁf =(log x)*, azaz o [%] ¢ értéktdl eltekintve

7
P IS
(8) d(Arrl J} = (r42 — )= r—ie — c‘.!(!l-i-j}‘—’-(f‘+2—j)"_{r_j]"Uog-‘f)ﬂ-

(8)-bol egyszerli szamolassal azonnal belathato, hogy a (log x)* szorzo a (6)
egyenlétlenséget nem tudja megvaltoztatni, ugyanis

(9) (_}.+2_.j)u—lr—jlr- i (lOg.\'}i(J'+2—j—1}"_“-_‘;_1']”

boségesen teljesiil (# és ¢ definicioja miatt). (27) v-re vonatkozd egyenlotlenségét
még konnyebb bebizonyitani. Ezzel az 1. Tétel bizonyitasit befejeztiik.

Ezenkiviil bebizonyithato, hogy ha P,={i, ...,i"} és P,={i®, .. "2’}
az 1, ...,r szimok két permutdcidja, akkor azon n szamok d.(Py, Py) surusege,
melyekre (2) teljesiil, létezik. Tovabba max d.(P;. P2 =d.(Py, Py). d.(P,, P, ter-
mészetesen nem fiigg P,-t6l. Bizonyara d,(P,. P,) minimuma akkor éretik el, ha
Py={l,...,r} és Pg:{r. .... 1}, de a bizonyitast nem gondoltuk At pontosan.
Végiil konnyli beldtni, hogy dacdra annak, hogy d,(Py, P;) maximdlis, mégis
Iim rld (P, P)=0.

Erdés Pal egy régebbi cikkében [1] bebl?_onyltotta, hogy ha r,=c (log n)'/*/
/log log n, valamint {#, iy, ... i, } az 1,2, ....r, szamok egy tetszés szerinti permu-
tacioja, akkor, a d(!?!-i—l}}d{in-{—fz)} >c!{m+:n} egyenl6tlenségeknek van
n-nél kisebb megoldasa. Hasonlo moddon élesithetnénk az 1. Tételt, de itt se
gondoltuk végig a részleteket.
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d(n), v{n) és @(n), illetve d(n), v(n) és o(n) fliggetlensége ugyanigy bizonyithato
be, mint az 1. Tétel. de a bizonyitas kiss¢ komplikdltabb.

A @(n) és a(n) fiiggvényekre hasonlo allitis nem igaz. Nevezetesen bebizonyit-
hato a kovetkezo

2. Tétel. Nem létezik olyan n természetes szam, melyre

(10) pn+1)=pn+2) = en+3) = p(n+4) = ¢(n+5)
és
(11) e+t =en+2)=cn+3)=ocn+4)=an+5)

egyszerre teljesiil.
Bizonyitas. Legyen h(n)=¢(m)a(n). Ekkor (10)-bél és (11)-bol
(12) h(n+1)=h(n+2)=h(n+3) = h(n+4) = h(n+5).

Tegyiik fel, hogy (12) n-re teljesiil. Ha m=p% ...p¥ egy m szam primtényezés alakja,

akkor
1 1
h(?”}:mz[l_p_‘;,n]'--[I 7 +1]

w22 ). (- (140201

|
; ; Il 3 ;
Ha pedig 2|m (p;=2), ugy I(HI) [l ] [l ——;;-1—“-] =—. Mivel van olyan

4
i (1=i=4), hogy n+i=2(mod4), ezért egyrészt h(n+.f')-‘-_'-'%(n+f)2, masrészt

3 =
;’t(n+f+l]:=-z(n+f+])'3, ami ellentmond (12)-nek.

Megjegyzés. A 2. Tetelben nem (iy, iy, is, iy, i5)=(j1, Jos Jas Jas J5)=
=(1, 2, 3,4, 5) az egyetlen olyan permutacio, melyre (10) és (11) nem teljesiilhet.
Ugyanezt lehet bizonyitani akkor is, ha példaul i,=j,=4, i;=j;=5 €s i;=};, ,=/s,
iy=j; az 1,2, 3 szamok tetszéleges pcrmutéciéja

r=4 esetén az 1. Tétel fi=pm)-re és f,=a(n)re is érvényben marad. Ez
L.6zvetleniil is bizonyithatdé. Azonban a kévetkezd allitas (melybdl ezt majd le-
vezetjiik) onmagdaban is érdekesnek latszik.

3. Tétel. Legyenek &, ..., &, ny, ..., i pozitiv szamok. Akkor és csak akkor
létezik olyan természetes szamokbol allo végtelen n, (I=1, 2, ...) sorozat, melyre

p(n+i)
1 M D
(14) it o =18 B

1—= a(n+i+1)



ha van olyan (nem sziikségképpen kiilonbozd) természetes szimokbol allo nf
(I=1,2,...) sorozat, melyre

h*(n{+1) : ]
—_— = N :’2‘...',
(13) ey — o ¢=L2..h
ahol A" (m)=p(n)e(n)/n>.
Ez a tétel A. Schinzel egy tételének [2] altalanositasat jelenti.

Bizonyitis. A tételnek a ,csak akkor” része trividlis.
A forditott allitishoz elegendd belatni olyan n, (I=1, 2, ...) sorozat létezését,
melyre

o (m+i)
(16) r-i—g;l et (n,+i+1) =S
és
. ii 3
{]7] ]”n_‘—L'(jh—’_—f}:ii’h:Ci (f: ]’--'sk)s

e WS (i 1)
ha valamely n] (I=1, 2, ...) sorozatra

h* (n]+1)

=0 (=1,..,k),
(18) lim ey =G (=1 k),

ahol " (n)=¢(n)/n.
Legyen =0 tetszdleges és e=&'=0. Ekkor van olyan n" természetes szam,
melyre

hE(n'+1) . .
(s e AV S - J— p
(l)) h*:(f‘f’-l—f-l—]} L”-I = & {_! - I,...,f\].
Jelolje py, ps. ... az egymast kévetd primszamok sorozatat. Legyen my=(p,...p,)".
mig i=1,2,...,k+1 esetén m;=p,  i1...P5 (So=<S1=...<8).
Tekintsiik az

x=n"(modmj)
(20)

x=m—i(modm?) (i=1,..,k+1)

kongruenciarendszert. Kénnyen belathato, hogy ez megoldhaté ¢és van olyan meg-
olddsa, amelyre —k —1=x=(m,...m; 1)*—k—1 teljesiil. Legyen n egy ilyen meg-
oldas. Akkor O=n és nti=(my...m.,)? (i=1, ..., k+1). Megmutatjuk, hogy
T. 8y, 814 ovey 44y Crtékeinek alkalmas megvilasztisa mellett

h*(n+1) - i
&) h*(n+i+1) R
¢és
(22) ) Ll ) —gii B —

o (n+i+1)
teljesiil, ebbdl pedig a bizonyitando éllitds mar kovetkezik.
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Ha 5,-t és T-t elég nagyra valasztjuk, akkor m, oszthat6 n’ +i-vel (i=1, ..., k+1).
Ezért n+i=(n"+i)u; irhatd, ahol mar (u;, n"+i)=1, sbt, az is kénnyen belathato,
hogy u; minden primosztdja nagyobb p, -ndl (i=1, ..., k+1). Ezek alapjan

h*(n'+i) = h*(n+i) = h*(n'—}-i]h*(n,-):}h"“(n'—l—i)[l— l ] (i=1, .., k+1).
Tehit, ha s, elég nagy, akkor sy, ...,s,.,-tdl fiiggetlenil A*(n+i)/h*(n+i+1)
tetszélegesen kozel keriill A*(n"+i)/h* (n’+i+1)-hez, igy (19) figyelembevételével
(21) adodik. A tovabbiakban sy-t és 7-t rogzitettnek tekintjiikk, méghozza 1gy,
hngy (21) teljesiiljon.

Mivel n+i="+i)u; oszthatdo m;-vel és (m;, n'+i)=1, ezért w;=m;v;, és

{20) miatt (rpom)=1 (i=1, ... k+1). Tovabba (v;, mp)=(n+i, mj):
=(n+i—(n+j),m)=1 ha i=j; i,j=1, ..., k+1. Ezenkivil (v;, my)=1 is teljesiil
(i=1,....k+1). Ha tehat v, primtényezds felbontasa v;=g;;" ...q:,‘;"‘ (i=1,...k+1)

alaku, akkor g¢;;=p, ., (j=1,....t;; i=1, .., k+1) és
p_’g“l =vp=n+i=(my..m )< pa("‘"HT_ns“).

Sk+1

Ezért s,.,=(T—1)s, esetén t,<ds,., (i=1,....k+1), s igy

I 1 I .
1 = ({J'(l-‘;):[|—-———].., |——]_’-—‘_[|——]_‘,[|—41_]:
it m Psciitl Py t4s

k+1

_ p-‘k41
psk+|+4sk+l

ami |-hez tetszolegesen kozel van, ha s, elegendden nagy. Ha tehat

" ((n"+iym,) ; . -
3 _—  — =& = Ly coay
(23) e (" +i+Dmy,) ™ 4 G- k)

teljesiil ¢és s, (aminek kovetkeztében s, 4 is) elég nagy, akkor (22) is teljesiil.

Azonban nem nehéz megmutatni, hogy sy, ..., $; ., megvalaszthato ugy, hogy
5, tetszblegesen nagy legyen és ¢ (m;)/@*(m;,,) tetszdlegesen kozel keriiljon egy
biarmilyen eldre megadott pozitiv értékhez, esetiinkben &;¢* (n"+i+ 1)/ ™ (n"-+i)-hez
(i=1, ..., k). Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

4. Tétel. Legyen iy, iy, iy, iy €8 Jfy, Jo» Ju» Js @z 1, 2, 3, 4 szamok két tetszdleges
permutacidja. Létezik végtelen sok olyan n természetes szam, melyekre

(24) pn+i) = e(n+iy) = @(n+iy) = @(n+iy)
és
(25) a(n+j;) = a(n+js) = a(n+j;) = a(n+j,)

egyszerre teljesiil.

Bizonyitas. A 3. Tétel (és bizonyitasa) jel6léseit megtartva, legyena az 1, 2, 3, 4
szamok egy tetszéleges permuticioja és

h +:(Jf’z.:-l(.')—:l)

e | = |,2,3 y
h+(P2¢“(i-‘.-1)—l) L )

==
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ahol p, a r-edik primszam és ¢&;, n; késdbb meghatarozott pozitiv konstansok (ter-
mészetesen a fenti feltétel mellett).
Megmutatjuk, hogy van olyan n; sorozat, melyre

h*(n+i) o
Ly el et £

Legyen /=9 rogzitett egész szam és ¢;=ps,-1(;—1€:f; (i=1, ..., 4), ahol

,:{2' ha |i—a(l)| =2 f,:{('pepqp«ps)‘{'pspm---p;)* ha =2
- 1 kiilonben : 1 kilonben.

Kénnyen lathato, hogy az
xti=¢ (modef) (i=1,..,4
kongruenciarendszer megoldhato, egy megoldasat jeldlije n'=n|. Ekkor n'+i=e¢;d;

irhaté, ahol (c;, d)=1 (i=1,...,4), s6t, kénnyii belatni, hogy d; nem oszthaté
sem 2-vel, sem 3-mal. Tovabba

(¢;,d) = (' +j,d) = (W+j)—@'+i)d)=1 (i=j; i,j=1,..,4).

Tehat d; minden primtényezdje nagyobb p,-nél, ezért

1 =h"(d) = l—i,
P
azaz
;]irﬂ hd)=1 (i=1,..,4).

Hasonloan

| = h*(e) = 1—1/2!+?
és

l=h*(f)=(1—1/3*Y =113+ (i=1,..,4)

miatt

Ilj_r:: h*(e;) = .-llE h(fo=1 (i=1,..,4).
Tehat valoban
. h*(nf +i
I D

= T h*(P%“]{I)“!) h*(ei) h*(.ﬂ) h*(d:‘) =i,
1= ™ (Pag1 i+ 1-1) h*(eiiy) W (fisy) h7(diyy) '
i Ekkor pedig a 3. Tétel szerint van olyan n; természetes szamokbol allé sorozat,

Oogy

o(n+i) i o(n+1)

Most valasztjuk meg a &, n; értékeket. Legyen a(k)=i., b(k)=j, (k=1,2,3,4)
és 3, =2071@-bG+M (j=1 2, 3), (6=0). Ekkor, ha [ elegenden nagy, a
o(n+i)-k nagysag szerinti sorrendje ugyanaz lesz, mint a b~ '(i)-k sorrendje, azaz
n=n,-re teljesiil (25). Masrészt 2-%<pn,<2° miatt é-t elegendSen kicsire vélasztva
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&;=Ly/n; értéke tetszdlegesen megkozeliti {; c.«Ckét. Ha tehat 6-t megfeleld kicsire,
l-et nagyra valasztjuk, akkor a ¢(n,+i) szamok nagysag szerinti sorre/dje meg-
egyezik a h*(py,-1;)-,) szamok sorrendjével, ami pedig ugyanaz, mint az a~'(i)-k
sorrendje. Vagyis n=n,-re fennall (24). Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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0O HEKOTOPBIX HOBBIX CBOMCTBAX ®VHKLMUM a(n), ¢(n), d(n), v(n)
EPJEN IMAJ, ,EI.IJEPH KAJIMAH u TTATIIT 300TAH

ON SOME NEW PROPERTIES OF FUNCTIONS a(n), g(n), d(n) AND v(n)
P. ERDOS, K. GYORY, Z. PAPP
Let ...y 4% f1a ooy Jr be two permutations of 1, 2, ..., r. The authors prove that the inequa-
lities
din+iy=..=dn+i); vinti)=..=vintj)

have always infinitely many solutions.

If d(n) and v(n) are replaced by ¢ (n) and o(n) the same result holds for r=4 but fails for r=5.
Several related problems are discussed.
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