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RÉSUMÉ . - Soit F (n) = max t (Ed n,ct2<ast 1) . Les grandes valeurs de la fonction F
sont obtenues pour les nombres n F-hautement abondants (i . e . m < n => F (m) < F (n)) .

Soit d (n) = Ed 1 n 1. On démontre que, pour un nombre n F-hautement abondant, on a

cI	

d (n)	\ F (n) < c2	d (n)

Jlog n log log n

	

log n log log n

La minoration est obtenue à l'aide du théorème central limite des probabilités, la
majoration par des techniques combinatoires basées sur le théorème de Sperner . On utilise
également la méthode des « bénéfices » précédemment introduite dans l'étude des nombres
hautement composés de RAMANUJAN, et certains problèmes d'optimisation en nombres
entiers .

Introduction

Soit n un entier positif. On désigne par d (n) le nombre de diviseurs de n,
et par r (n) la somme des diviseurs de n . On a ainsi (cf. [11], chap. 16),
pour n = IIi=1 p;

et
F (n) = maxt qt (n)

	

avec qt (n) _ Ed n, 112<d-<t 1
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d(n) = L_,d
1
n 1= 1I=1(ai -[-1 )

et
k

	

Pl	a(n)=ydind=ni_1	
-1

pi -1

Nous allons étudier plus précisément les deux fonctions 'suivantes

g(n) = nlax15m5n
1

YA n,d,<m d
m
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Ces deux fonctions sont liées par les inégalités

(1)

	

F (n) < g (n) 5 2 F (n) .

On a en effet, pour tout rn

1

	

1

	

m 1 (
g (n)

i-
I d 1 n, m/2 < d _<m d%

m
Ed ~ n, m/2 <d-<m 2 - 2 qm (n)9

ce qui entraîne g (n) >, 1/2 F (n) ; et d'autre part, on a

g (n) i ?Ed n, d<m/2 d .
m

Soit m o une valeur pour laquelle le maximum est atteint, on a

1 ~

	

1 ~

	

1 ~
g (n ) - - L,d ~ n, d mo d - - L.d 1 n, d,<mo/2 d+- Id 1 n, mo/2 < d-mo d

mo

	

mo

	

mo

5
g 2

-+F(n),
2

d'où l'on tire g (n) <, 2 F (n) .
Remarquons encore que l'on a, pour tout n, g (n) > 6 (n)/n, avec égalité

lorsque n est une puissance d'un nombre premier . La détermination des
entiers n tels que g (n) = 6 (n)/n n'est pas facile .

Enfin g (n) est une fonction surmultiplicative : si n l et n 2 sont premiers
entre eux, on a g (n 1 n 2 ) ~ g (n l) g (n 2 ) .

En effet, soit

g (n l) - 1 Id 1 ni, d-ml d,m 1

g (n2) -
1

id2 1 n2, d2 <m2 d2*
M2

11 vient g (nl) g (n 2 ) _ (1/ml m2) Ed~D d
Les éléments d E D, divisent n l n 2 et sont l< m l m2 . On 'a donc

g (n l) g (n2)

	

1 Id 1 nin2, d_<mim2 d <, g (nl n2) .
In l m2

Pour la fonction F, nous avons la proposition suivante

PROPOSITION 1 . - On a, pour tout n, (log 2/log 2 n) d (n)

	

F (n) < d (n) .
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Démonstration .

	

Soit k l'entier tel que 2` < n < 2k . On a

le =
log n + 1 < log 2 n

log 2]

	

log2

Si l'on répartit les d (n) diviseurs de n dans les intervalles (2` -E , 2 j ( pour i = 1
à k, un des intervalles contiendra plus de d (n)/k diviseurs .

Nous allons étudier les grandes valeurs que peuvent atteindre les fonc-
tions g et F.

Pour étudier les grandes valeurs que prend une fonction arithmétique f,
on définit les nombres f-hautement abondants

Définition . - Dire que n est f-hautement abondant équivaut à dire

m < n

	

f (m) < f'(n) .
Lorsque ,f = d, on trouve les nombres hautement composés de

RAMANVJAN (Cf. [12] et [16]) . Les nombres a-hautement abondants ont
aussi été étudiés (cf. [1]), mais la plupart des techniques ne se généralisent
pas aux fonctions non multiplicatives .

On obtient les résultats suivants

THÉORÈME 1 . - On a limx-~ (1/x) E n , z F(n) _ +co .

THÉORÈME 2 . - Si n est un nombre F-hautement abondant, on a

	 d (n) < F(n) < cz d (n)
Jlog n log log n

	

log n log log n

THÉORÈME 3 . - Soit q un nombre premier et a un entier ; il existe no
tel que, si n est F-hautement abondant et n >, n o , alors q° divise n .

Compte tenu de l'inéga'ité (1) ces résultats s'appliquent aussi à la fonc-
tion g. Sous cette forme, ils avaient été esquissés dans [5] .

La démonstration du théorème 1 se trouve dans [7] et [13] . Elle utilise
le résultat suivant (cf. [9], p. 256, th. 10) ;

LEMME 1 . -- Soit da la densité supérieure des entiers n ayant un diviseur d
vérifiant a < d < 2 a. On a lima-,, dQ = 0 .

A partir d'un résultat de P . ERDŐS [6], on peut montrer que, pour tout s
et a assez grand, on a

1

	

< dQ <	
c

(log a)~+E

	

(fog a)x .,Ilog log a

avec a = 1 - (log (e log 2)/log 2) = 0,086 (cf. G. TENENBAuM [18]) .
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Le problème d'une bonne estimation de 1._<, F (n) ne semble pas facile .
L'intérêt du théorème 2 dépend surtout des méthodes utilisées : La mino-

ration est obtenue à l'aide du théorème central limite des probabilités,
et la majoration par des techniques combinatoires basées sur le théorème
de Sperner .

Dans les théorèmes 2 et 3, on a pu utiliser, pour étudier les nombres
F-hautement abondants, la méthode des nombres hautement composés
supérieurs de RANIANUJAN et l'étude des « bénéfices » (cf. [16] et [12]) bien
que la fonction F ne soit pas multiplicative . Cela a été possible à cause
de la proposition 1 : les fonctions F et d ne s'écartent pas trop l'une de
l'autre .

Dans la démonstration du théorème 2, on considérera d'abord les
nombres n=2 .3 . . . p, produits des k-premiers nombres premiers
(prop. 3 et 5), puis à l'aide de la méthode des bénéfices (prop . 4), on verra
que pour les nombres F-hautement abondants, tout se passe essentiellement
de la même façon .

1 . Théorème central limité des probabilités

Soit n = pli . . . p" un entier et sa décomposition en facteurs premiers .
Soit d un diviseur de n . On peut considérer log d comme une variable
aléatoire somme des k variables aléatoires X, prenant comme valeur
0, log p ;, 2 log p i , . . . , a, log p, avec égale probabilité . On peut appliquer
le théorème central limite des probabilités, pour montrer que, lorsque k
tend vers l'infini, la distribution de log d tend vers la distribution de Gauss .
Plus précisément, nous allons appliquer le théorème de Berry-Esseen
([8], t. 2, p. 544) qui donne une évaluation du reste .

Soit P(;.) la probabilité qu'un diviseur d de n vérifie

-~ \ log d - ( 1/2) log n

\ 1S (n)

Soit

(2)

	

A (k) = 1

	

exp _t2/2) dt
,/2n -~

On a

(3)

	

ÎP(1)_A(1)I 12 p(n)
S (n)
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Soit µ t la moyenne de la variable Xi , S Z (n) est la variance de la somme

S2

	

k

	

2

	

k cxi (a i +2)
(4)

	

~ (n) _ ~ti ~ ~(~~- µt)

	

~	

12
	 log

,
y p~ .

D'autre part, p (n) est le moment du trois ème ordre

(5)

	

p (n) _ ~= I E ( 1 XI - µi
1
3) _ k- I J

(0,_i) log 3 pi

s

avec

J (a) _ a
2 (a+2)2
(a+ 1)

	

si a est pair,
4

J(a)
= (a +1)((C+1)2-2)

	

si a est impair .

On rappelle que, pour une variable aléatoire discrète X qui prend des
valeurs (x t) I , t ,T avec égale probabilité, l'espérance mathématique de
la variable Xm est

PROPOSITION 2 . - Pour tout n entier, et a, réel > 0, on

F(n) >, d(n)Iog2
(A

	

12 p(n) ,
2 a. S (n) +log 2

	

S3(n) )

p (n) et S (n) étant définis par (5) et (4), et A (a,) par (2) .

Démonstration . - La formule (3) nous dit que le nombre de diviseurs d
vérifiant

Si l'on coupe l'intervalle ((1/2) log n - ~ S (n), (1/2) log n + k S (n)) en
sous-intervalles de longueur log 2, il y aura au plus ((2 7, S (n)/log 2) + 1)
sous-intervalles, et l'un de ces sous-intervalles contiendra plus que
P (X) d (n)/«2 a, S (n)/log 2) + 1) valeurs de log d, avec d divisant n .

BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES

1 T

	

mE (X-) = T~ t=,x t .

a

20

2logn-kS(n) < logd <, 2iogn+ ;~ S(n)

est égal à P (a,) d (n), et vérifié :

(6)

	

P (a,) d (n) , d (n) A
12 p (n)

S3 (n)
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La proposition résulte alors de l'inégalité (6) .

PROPOSITION 3 . - Soit n = 2 .3 . . . p, le produit des k premiers nombres
premiers . Soit il > 0 fixé, on a, pour k assez grand

F(n) %
2 log

2 (1 -rl)	
d(n)

J2 T

	

/log n log log n

Démonstration . - On applique la proposition précédente . Il faut cal-
culer S (n) et p ( n) .

Soit 0 (x) _ ~P ,x log p la fonction de Chebichev [Cebysev] (cf. [11],
chap . 22). On a n = exp (0 (pk)) .
On a d'autre part : 0 (x) - x et pk - k log k (cf. [11 ], chap . 22), d'où
il vient

log n = 0 (p k) - pk k log k

et

(~)

	

k N log n
log log n

On a, d'après (4)

1

	

1 Pk

S2 (n) = 4~k 1 1 09 ~ Pi= 4 i log t d [ 0 (t)]

1

	

Pk

	

Pk
0

(x)

=-8(x)logx

	

dx4

	

I fi x

= 4 0 (A) 109 A+ O (pk)
^ - k log 2 k,

d'où l'on tire

On calcule de même

2e SÉRIE - TOME 100 - 1976 - N° 4

s (n)

	

klog k -

	

log n log log n .

1

	

k

	

3

	

k,

	

3p (n) _

	

T - i log R

	

Iog k

et
log np(n) -	

8
	 (log 1og n) z .
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La proposition 2 montre alors que, pour tout k fixé, on a

d (n) log 2

	

A(~ )
F(n) >	(1-E)	

Jlog n log log n

Quand

	

0, A (1) - 2 k/,,/2 n, ce qui achève la démonstration .

2 . Étude des nombres F-hautement abondants

Grâce à la proposition 1, un nombre F-hautement abondant a beaucoup
de diviseurs . On va pouvoir utiliser, pour étudier ces nombres, les techniques
utilisées pour étudier les nombres hautement composés de RAMANUJAN.

Rappelons rapidement certains résultats (cf. [12] et [16])
Soit s > 0, la fonction d (n)/n' a un maximum qu'elle atteint en

NE _ H pap avec aP = [ 1/(p£-1)], où [u] désigne la partie entière de u .

Un tel nombre NE est dit hautement composé supérieur . On pose x = 2 1 /`,

soit c _ (log 2)/(log x), et pour k entier
log (1 +(1/k»/log 2xk = x

L'exposant aP de p dans la décomposition en facteurs premiers de N.
se calcule alors

(Xk+ 1 < h - Xk)

	

(aP k),

et si l'on pose 0 (x) _ ~'P,x log p la fonction de Chebychev, on a

10g NE = 0 (x)+0 (x2)+ . . . +0 (xk)+ . . -

cette sommation étant finie puisque, pour k > ( log x)/(log 2) 2 , on a xk < 2 .

Pour un entier n quelconque, on appelle bénéfice de n par rapport à N£
la quantité

bén n = log d	 (NE) -log
d (n)

= s log
n
-log	

T

	

. (n)
E

	

nF

	

_'

	

d(NJ

Le bénéfice est toujours positif ou nul . De plus, il est additif sur les nombres
premiers p

(8)

	

bén (f1 p ,p) _ P
CE

log (pap ap ) - log
aP

ŒP+1)

et, par le choix des a P , chaque terme de la sommation est positif . Enfin
le bénéfice de NE p¢ est croissant pour R > 0 et décroissant pour R < 0

BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES
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PROPOSITION 4 . -- Soit n un nombre F-hautement abondant et NE le nombre
hautement composé supérieur précédant n .

d'où

(9)

Mais

( l 0)

(log 3/z)/pog z) On sait queOn pose x = 2 1 /E et xz = x

	

l'on a

x - log NE - log n

	

et

	

n < 2 x NE .

Alors, si n = rpR on a les résultats suivants

(i) pour tout p, pop = O (x 2 lo g x) ;

(ü) pour x z < p < x, on a R p = 1 sauf pour O (,,lx log x) nombres
premiers ;

(iii) polir p > x, on a (3 p = 0 sauf pour O (.,lx log x) nombres premiers ;

(iv) pour p < xz , on a Rp > 0 sauf pour au plus O (log x) nombres
premiers .

Démonstration . - Majorons d'abord le bénéfice . Comme n est F-haute-
ment abondant, on a F (N~) < F (n), et, par la proposition 1

d (NE) log 2 <
F (NE) < F (n) < d (n),

log (2NJ

oen n = E log
n
-log

-	 (n)
5 log

d(NE)
+ E log 2 x

N£

	

d (NE)

	

d (fi)

loglog
(2 NE}

5

	

+0(l),
log 2

bén n < (1 + Il) log x .

Les points (ü) et (iii) se démontrent alors comme la proposition 4 de [12] .

Démonstration de (i) . -- Supposons que l'on ait pR = c x2'°g x . On aurait
alors en utilisant la formule (8)

benn l elog(pplog
e+1

a)-

bén n > 2 E (log x) Z + E log c - Ealog p -log R+
1

a+l

_~ 1

	

1

	

1
Œ

	

pE -1 < erlogp_ 1 \ Elogp

entraîne E a log p < 1 .

2e SÉRIE - TOME 100 - 1976 - N° 4

Œ+1 ,



D'autre part

_ 21og 2 x + log c 2 iog2 x + log e

	

log2
iog p

	

log2

	

et

	

s =
log x

on aurait alors

bén n ,> (21og 2) log x - 21og log x + O (1) .

Pour pR > c X 2 1,g x comme le bénéfice croît avec (3, on aurait a ,fortiori
la relation précédente, qui est en contradiction avec (9) .

Démonstration de (ii ,) . - Si p < x2 ne divise pas n, cela entraîne, par
la formule (8)
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bén n > a log
°

t - log 1 = log (a + 1) - ŒF 1og p,
p

	

a+1

avec a = ap = [1/(p'-1)] . Comme p < x2 , on a a > 2, et la, formule (10)
donne a E log p < 1 . On a donc

bén n > log 3 -1 > 0 .

Si une famille de nombres premiers p i , . . ., p,, ne divisait pas n, cela
donnerait, par la formule (8)

bén n > h (log 3 -1) .

Mais, par (9), on a bén n = O (log x), on en déduit que l'on doit avoir
h = O (log x) .

Minoration dans le théorème 2. - La minoration, dans le théorème 2,
se démontre comme la proposition 3, en utilisant les propriétés énoncées
dans la proposition 4 : Si n est F-hautement abondant, on a

S2 (n) - G-+P
_
~"

Œ(a+2) 2
PI ln

	

12

	

1og

= L..
~

	

a(a+2) a
p +

i
-1

	

1092 p.P<xzouP>x,P"~~n

	

12
	 log

	

-yxz <P<x

a(a+2)

	

2

	

~p

	

~p

	

(p
-~K2<P<x,Pl #P 12	 log p = J 1+J Z+J 3 .

Par un calcul déjà vu, on a

Y2 ti
1
x log x - ~- log n log log n .

4

	

4
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Dans les sommes Y, et Y i le nombre de termes est

O (k'2) = O (x.(log 3/2)/Qog 2))

et chaque terme est inférieur ou égal à

a

( 12 2) log
e p <

4
(log P,) 2 = O (log o x),

d'où

S (n) -

	

log n log log n .

On évalue de même p (n) - (( log n)/8) (log log n) 2 , et la proposition 2

donne pour toute constante c i < (2 log 2)/,,/2 n et n F-hautement abondant
assez grand

F (n) > c,

3 . Le théorème de Sperner

d (n)

log n log iog n

LEMME 3 (Théorème de Sperner) (cf. [3], t . 2, p . 114 et [9] p . 248) . -
Dans un ensemble à k éléments, si des parties A i, A 2 , . . . A,, sont telles
qu'aucune d'entre elles n'en contient une autre, leur nombre h vérifie :

fivC
k

	

(k)	 k!
ou	 est le coefficient du bînőme .

[k/2_1 '

	

>

	

j ! (k -j'

Soit n = 2 .3 . . . A le produit des k premiers nombres premiers . Il y a
une bijection simple entre les parties de l'ensemble { 1, 2, . . . , k } et les
diviseurs d de n :

A A c 1 1, 2, . . . k }, on fait correspondre d,, _ Fl i .,, p, et la rela-
tion A c B se traduit par dA I de .

A l'ensemble des diviseurs d de n vérifiant t < d < 2 t, correspond une
famille de Sperner :

A B

	

et

	

A B

	

dA I ds

	

et

	

dA zA dB , d,, < 2 d,,

et,d'après le lemme précédent, on a donc

Fn < [k/2]

2° SÉRIE - TOME 100 - 1976 - N° 4
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Lorsque k

	

oo, la formule de Stirling (n ! n" e

	

n) donne

( [k/ 2] / V n Ik

et d'après la formule (7), on a k - ( log n)/(log log n), ce qui donne pour
n = 2 .3 . . . pk assez grand

F (n) < (1 + s)

	

log log n

log n

On peut même démontrer, en utilisant le développement d'Euler-Mac-
Laurin (cf. [15], p. 27) :

n f= n" e -" 2 n n exp	 1 - 0

	

avec 0< 0< 1,
12n 360 n3

que l'on a pour tout k,

/2 2'

Lk12 ] / < V n -Ilk

Le théorème de Sperner se généralise de la façon suivante

LEMME 4 (cf. [4]). - Soit n = pi' . . . pk' . La plus grande famille de
diviseurs de n, tels qu'aucun d'entre eux n'en divise un autre, est obtenue
en considérant la famille

11i 1 hi il
k

	

1

	

ket

	

c=1 pi= 2~i=1 a i

Désignons par D (n) le cardinal de cette famille . I . ANDERSON [2] a démon-
tré que

où n (n) = a, + a2 + . . . + ak .
Appliquons cela à un nombre n F-hautement abondant . Il résulte de

la proposition 4 que

(12)

	

S2(n)=~p,x1+0( .,/x)logx-
logn

log log n
On obtient ainsi la majoration

d
F' (n) < D (n) 5 cz

(n) /log log n

Jlog n

BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES
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D (n) < d
(n)

	

n (n)

Gn
2 d (n)

(n)l2] T Ilà (n)
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Pour faire passer log log n du numérateur au dénominateur nous aurons
besoin d'améliorer le théorème de Sperner, en suivant pour cela SÁRKözY

et SzEMERÉDI (cf. [17] et [14]) .

4. Majoration de F (n) . Cas des nombres sans facteurs carrés

LEMME 5. - Soit 1 réel, 0 < a, < 1/2. On a

1+(I)+
. . .+CC~n])=

O (%~J (I

Démonstration . - On majore la somme de gauche par

/

une progression

géométrique de premier terme
(
[~n~ puis on applique la formule

de Stirling.

LEMME 6 (de Sperner amélioré) . - Soit un nombre sans facteur carré,
n = PI pz . . . p k . Soit 1 - b < k. Soit dI , . . ., ds une famille de s diviseurs
de n vérifiant

s>2b
k-b

[(k - b/2]

Alors il existe i et j tels que d,/di ->- pb+i •

Démonstration . - Tout diviseur d de n s'écrit d = d' d", où la première
composante d' divise pI Pz . . . Pb, et la deuxième d" divise pb+I . . . pk-
Le nombre de valeurs possibles de d' est 2b . Par le principe des tiroirs,
pour une certaine valeur d', il y a plus de s/2' éléments de { di , . . ., ds }
dont la première composante soit d' . Quitte à réindexer, on peut supposer
que ce sont dI , . . . , d,, avec

m ->- s/2b>
( [(

k
k
-b
- b)/2]

On applique le lemme 3 (théorème de Sperner) à dï, . . ., dri . Il existe
alors i et j tels que d' divise d', ce qui entraîne d;/di = d~ /dti' > pb+I •

PROPOSITION 5. - Soit n = pI pz . . . pk, avec p l < p 2 < . . . < pk ,
un entier sans facteur carré . Soit 1 b 5 k . Soit YP un ensemble de h
diviseurs premiers de n pris parmi p i , . . . , Pb et ayant la propriété que
p ; ce et p~ E et p t > pj p ti /pj > 2. Soit 7, c R, 0 < < 1/2 .
Alors on a

[U]CF(n) - 2k - "Cl+
1

+ . . .+
[a, lh]))] 26([(k - b/2])

.

2e SÉRIE - TOME 100 - 1976 - N° 4
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Démonstration. - Soit dl < d2, < . . . < dr (n) une famille de diviseurs
de n, concrétisant la définition de F (n) . On a; donc dr( „ ) < 2 dl .

Pour chaque valeur de i, 1 < i 5 F(n), soit r (i) le nombre de diviseurs
premiers de d l appartenant à JC . On construit alors la famille 8, j = di /p,,,,
pour 1 - j < r (i) et pm . EJC .

Ces nombres B i,J ont les trois propriétés suivantes

- ils sont distincts : Si l'on avait di/p = di ,/p' avec p > p', cela entraî-
nerait di/di , > p/p' > 2, ce qui n'est pas possible,

- le quotient Bi,J/B, .,J, est majoré par Pb . On a

Si,J y d . p ' y di p ' < 2 Pb
= Pb

8 i j ,

	

p di,

	

di, p

	

2

- combien y a-t-il de 8,, J ? Parmi les diviseurs de n, il y en a 2k-h h qui,
s

sont divisibles par exactement s éléments de Ye. Le nombre de B i , J est donc
supérieur à

[kh]CF(n)-2k-h yl

pour n'importe quelle valeur de A, .

ll ne reste plus qu'à appliquer le lemme 6 à la famille 8 i , J pour achever
la démonstration .

Choix des paramètres . - Appliquons la proposition 5 au nombre
n = p l , . . ., p k . Soit il > 0 donné . On choisit b = [Il k] . Par le théorème
des nombres premiers, pour t > t o (il), il existe un nombre premier entre t
et t (1 +p) . On peut donc choisir

h > log b (1-~) > log k(1-2 il) .
log 2

	

log 2

La proposition 5 donne alors

k

	

h
F(n) <	

1

	

2

	

2

	

+2k-h o	
(k h)

	

~,1k-b

	

~k(1.-k)I-'_

Pour que le reste soit négligeable devant le premier terme, il faut choisir

pour que 1 /(a' (1 - T,)1-') < 2 ; ce qui donne

	

= 0, 11 . On obtient
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alors, pour n assez grand

(13)

	

F(n) y 2 iog 2

	

2k

0,11 Jk log k

,Ce qui, compte tenu de k - (log n)/(log log n), donne une majoration
du même ordre que la minoration avec un coefficient 1/0,11 fois plus grand .

5 . Un peu d'analyse combinatoire

Il nous reste à généraliser la proposition 5 à des entiers avec des facteurs
carrés. Une des difficultés sera de minorer le nombre des diviseurs 8 i , ; .
Pour cela nous aurons besoin de la proposition 8 .

PROPOSITION 6 . - Soit E un ensemble fini à n éléments . Soit k et l deux

entiers tels que k .
(l

) et k < l . Soit 9, (E) l'ensemble des parties

de E à k éléments . Il existe une injection ~ de Y,z (E) dans 9, (E) telle que,
pour tout A e Yk (E ), on ait ~ (A) iD A .

Démonstration . - Pour simplifier un peu, on suppose k < n/2 et
.l - k + 1 . On va utiliser les résultats de P. HALL ([10], et aussi [3], t . 2,
p . 149) qui résolvent le « problème des mariages » : m messieurs connaissent
un certain nombre de dames ; sous quelle condition chacun peut-il épouser
l'une de ses connaissances ? (Une dame peut être connue de plusieurs
messieurs !) . La condition suivante, qui est évidemment nécessaire, est
aussi suffisante

Pour toute sélection de j messieurs, j < m, la réunion de leurs connais-
sances doit avoir un cardinal > j .

Appliquons ce résultat à notre problème

Les messieurs sont les
(k)

éléments de Y, (E) . Les dames que connaît

un monsieur sont les (n-k) éléments de 9k+i (E) qui le contiennent .
Soit une sélection de j messieurs : Mi , . . . , Mi . Chaque dame connaît
exactement (k+1) messieurs, donc au plus (k+1) messieurs de la sélection .
Dans le tableau des connaissances

MI connaît D l , ~ ; Dl, 2 ; . . . ; Dl ,(„_kr
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Mi connaît Di , I ; Di , 2 ; . . . ; Di , (n-k),
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tableau qui a j (n-k) éléments, chaque dame apparaît au plus (k+ 1) fois .
Le nombre de dames distinctes du tableau est donc >j (n-k)l(k+ 1)
et donc > j (puisque k < n/2), ce qui vérifie la condition de Hall .

On peut alors marier un monsieur à une dame de sa connaissance, ce
qui assure l'injection affirmée dans l'énoncé .

PROPOSITION 7 . - Soit a i , az , . . . , ah des nombres réels > 1 . On définit

~r - ;Val, . . ., Œh) -LSÜ<i2< . . .<i,<haüaiz . . . a i,. ,

Les coe cents a,, apparaissent dans le développement du produit

~h=1 tX+ail = Xh +~I Xh 1 + . . . +~ Xh-r + . . . +~h .

Alors on a, pour r < h/2, ~,

	

1/2h r
Chi

	

"_ 1 (1 +Œ i ) .

Démonstration. - Le coefficient k, est une somme de
Ch

termes indexés
Y

par les éléments { i l , i 2i . . . , i, } de Y, ({ 1, 2, . . . , h }) . La proposition
précédente montre, comme on a ai que ~, ~r+I pour r < h/2 .
On a ensuite

~r(Œl, az , . . ., ah) _ ahkr-1Pl, . . ., ah-1)(a1, . . ., ah-1)

Fil sish(Œi+1)

	

(l iish-1 (Œi+ l)) (Œh +1)

Le membre de droite est une fonction homographique de % dont le
déterminant est du signe de

~-r-1(a1, . . ., Œh-1 .)-4(Œl, . . ., a h -1 ) •

Pour r 6 h/2, on a r-1 < (h-1)/2, et cette quantité est négative ou
nulle. La fonction homographique de a,, est décroissante (ou constante)
et donc maximale pour % = 1 . On peut faire le même raisonnement par
rapport à Œ I, a 2 , . . . , Œh-11 et on conclut que

~,Y (al, a2, . . . , ah)
<1

a,, (1, 1, . . , 1) - 1- h

Hl <-i-h(ai+1)

	

Hlsish(1+1)

	

2
h r

PROPOSITION 8 . - Soit n = ph . . . p"bb . Soit YP un ensemble de h nombres
premiers pris parmi pl, p2, . . .1 Pb . Soit r - h/2. Le nombre de diviseurs
de n ayant au plus r diviseurs premiers dans Y est inférieur ou égal à

(d (n)l2)

BULLETIN DES SCIENCES MATHÉMATIQUES



3 1 6

	

P. ERDŐS ET J.-L . NICOLAS

Démonstration . - L'ordre naturel des nombres n'intervenant pas, on
peut réindexer les pi de façon que p i , p zi . ., p h E YC . Lorsque r = 0
il ya

AO = llh+l SiSh(ai+1) =	
d(n)T

III<i-<h(ai+ 1 )

diviseurs de n ayant r° nombres premiers dans Ye .
Lorsque r = 1, il y en a A I =(0'1+0'2+ . . . + ah ) A o . De même

A r -AOL,ISil< iz< . . .<i,.‹h(ai1CCiz . . .ŒJ=l,(oc,, . . .,CCh)Ao .

La proposition 7 précédente permet de conclure .

6 . Majoration de F (n) . Cas général

LEMME 7 . - Soit n = pi` . . . pkk • Soit 1 5 b ‹ k . Soit n' = pis

	

pbe
et n" = pb+i . . . pk k . Soit d l , . . ., d, une famille de s diviseurs de n vérifiant
s > d (n') D (n"), où D (n") a été défini au lemme 4. Alors il existe i et j
tels que d,/d, ~> Pb+I •

La démonstration est semblable à celle du lemme 6 . On écrit un divi-
seur d de n sous la forme d = d' d" avec d' I n' et d" I n" . On applique
le principe des tiroirs à la famille d l , . . . , ds pour la composante d', puis
le lemme 4 à la composante d" .

PROPOSITION 9. - Soit n = pis . . . pkk et 1 < b k. Soit YC un ensemble
de h diviseurs premiers de n pris parmi p I , p 2i . . ., Pb et ayant la propriété
que p i E YC, pj e e et pi > p j p i > 2 pj . Soit a, réel, 0 < k < 1/2 .
On pose f2 = ~:b<i_k a i . On a alors

d (n)

	

h ~~ d (n)

	

52

	

2 d (n)
(14)

	

[~h] F(YZ) - 2,,

	

2Q ~Q12)
~

Tc

La démonstration suit la démonstration de la proposition 5 . On construit
une famille S i, , de diviseurs distincts de n dont le quotient est majoré
par pb . On minore le cardinal de la famille 8 i , j par le nombre de gauche
de l'inégalité (14) à l'aide de la proposition 8, puis on applique le lemme 7
et l'inégalité (11) .

Majoration du théorème 2 . - On va appliquer la proposition 9 en choi-
sissant au mieux les paramètres : Montrons que l'on peut choisir
h/((log k)/(log 2)) aussi voisin de 1 que l'on veut .

Soit il fixé, soit n un nombre F-hautement abondant assez grand, N E le
nombre hautement composé supérieur qui le précède et x = 2' ,̀ comme dans
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la proposition 4 . Le théorème des nombres premiers dit que, pour 8 fixé > 0
et u > u o (8), il existe au moins (8/2) (u/log u) nombres premiers entre
u (1 - 8) et u .

On choisit y = il x. Les nombres premiers p l , . . ., Pb seront les divi-
seurs de n inférieurs à y . On distingue dans l'intervalle (y", y) les sous-
intervalles

( 1 2,8) i y (1-2)'-I y] ,

	

[ (18), y, (l2s~ Y] ; ((1-b) y, y)

dans chaque intervalle (u (1-8), u,) il y a au moins (8/2) (u/log u) nombres
premiers : Si u > x 2 , d'après la proposition 4 (ü), si u < x2 d'après la
proposition 4 (iv), on peut en choisir un qui divise n, et cela assure que
h > ((1- il) log y)/(log (2/(1 - 8))) .

On choisit les autres paramètres comme dans le paragraphe 4 et, compte
tenu de (12), on obtient pour n assez grand et F-hautement abondant

F (n)

7 . Démonstration du théorème 3

Le théorème 2 va nous permettre d'obtenir une meilleure majoration
du bénéfice que la formule (9) . Soit n un nombre F-hautement abondant
et NE le nombre hautement composé supérieur précédant n . On a

0,11 Jlog n log fog n

cl	d (NJ	
< F (NJ < F (n) < c 2	d (n)	 ,

/log NE log log NE

	

logn log log n

l'inégalité de gauche se démontrant comme la proposition 3 . On en déduit

bén n = s log n -log .d	 (n) < log d
(NE)

+0(1)
NE

	

d (NE )

	

d (n)

log
c2 logNE log logN£

+0(1)
<

	

cl

	

fog n fog log n

et comme log n - log N., il vient

(15)

	

bén n = O (1) .
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Supposons maintenant que q R, avec R < a divise exactement n, cela
entraînerait, d'après la formule (8)

bénn , slogyR a9-log
R+1
Œq + 1

log(aq +1)-log(P+1)-1

log(aq +1)-log(P+1)-1

en utilisant (10) .
Quand n tend vers l'infini, q étant fixé, P---> 0 et

d'où

a
= C

1 ,

	

1
+ O(1)-

1

	

logx
qE-1

	

e£'°gq-1

	

sIog q log21ogq'

2e SÉRIE - TOME 100 - 1976 - N° 4

bén n > log log x+ O (1) .

C'est en contradiction avec (15) et cela démontre le théorème 3 . On peut
préciser d'ailleurs le résultat suivant

PROPOSITION 10 . - Soit n un nombre F-hautement abondant assez grand ;
tout nombre premier p < (log n)10

5
divise n .

Démonstration . - Il suffit d'expliciter la démonstration précédente,
en utilisant les valeurs des constantes dans le théorème 2, (c 2/c l ) < (1/0,11) .

Remarque . - Bien que tous ces résultats soient effectifs, la proposition 10
ne permet pas de démontrer que tous les nombres F-hautement abondants
sont pairs, ce que laisse supposer les tables . Pour la fonction g, on peut
remarquer (cf. [13]) que si n est un nombre impair g-hautement abondant,
n n'est divisible par aucun nombre premier p - 1 mod 4, ce qui permet
de montrer que tous les nombres g-hautement abondants sont pairs .

Il est probable qu'il existe une astuce semblable pour la fonction F .
En calculant les nombres F-hautement abondants jusqu'à n = 370 millions,
on a pu constater qu'ils sont tous « sans trous » (Si p divise n, tout nombre
premier inférieur à p divise n) . En fait, tous ces nombres sont hautement
composés sauf trois

138 600 (F = 18) ;

	

360 360 (F = 22) ;

	

232 792 560 (F = 82) .

11 semble difficile de dire s'il y a une infinité de *elles exceptions, ou même
s'il existe une infinité de nombres simultanément F-hautement abondants
et hautement composés .
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8 . Algorithmes de calcul de F (n)

On pose q, (n) _ ~: d i n, tl2<d-t 1 . On a donc F (n) = max r q t (n) .
Il est clair que, pour n fixé, q t (n) est constant lorsque t varie entre deux
entiers consécutifs . D'autre part, en raison de la correspondance entre
diviseurs dH n/d, on a, pour t non entier

q,(n) = g2nlr(n) .
On a donc

F (n) = maxt, ,/zn gr (n) •
Le principe de l'algorithme est de calculer q r (n) de proche en proche

en partant de q i (n) = 1 . En fait, on doit distinguer t pair et t impair ;
d'où on pose t = 2 b et t = 2 b+ 1, en faisant varier b . On peut ainsi
construire l'organigramme de calcul de F.

Si l'on veut calculer F (n) pour des entiers consécutifs, l'algorithme
ci-dessus peut aisément s'appliquer par une méthode de crible .

(DÉBUT)

b=() ; Q= Trna =1 F=1

<b n1(2b+1)~
oui >

b di sen

2b

inon

oui

di ise n
non

Q=Q -1

noi

Yu

(2b+l~div sen
)UI

Q Q +1

<Q>F
oui

non

F=Q;Tma=2b
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