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METHODES PROBABILISTES ET COMBINATOIRES
EN THEORIE DES NOMBRES

par

Pavt ERDOS et Jean-Lous NICOLAS
[Budapest: Limoges]

RisuME. — Soit F () = max, (e g52age 1) Les grandes valours de la fonction F
sont obtenues pour les nombres m Fhautement abondants (. e m =< 0= F(m) < F ().
Soit f (1) = Eypa 1. On démonire que, pour un nombre o Fhautement abondant, on a

I L{:F“;]Q[_&L_
« log nloglogn -.f lognloglogn

La minoration est obtenue & 'aide du theoréme central limite des probabifités, la
majoration par des technigues combinatoires basées sur le théoreme de Sperner. On utilise
également la méthode des « bénéfices » précédemment introduite dans P'étude des nombres
hautement composés de Ramaninas, et certaing problémes d'oplimisation én nombres

entiers,

Introduction
Soit » un entier positif, On désigne par d (n) le nombre de diviseurs de »,
et par o (#) la somme des diviseurs de n. On a ainsi (cft [11], chap. 16),
pﬂu'r = nf!-i F:—“,
dm) =34 0l =T (+1)

el
Tiwl. 1
o) = Tarpd =Tl (E21).
pi—1
Nous allons étudier plus précisément les deux fonctions suivantes :
|
gin) = max; smsn—zrr | n dsm @
m
et

F(n) = max,q,(n)  avec gq(n)=3, {m 12 <dse L
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nz P. ERDGS ET J-L. NICOLAS

Ces deux fonctions sont lides par les inézalités

iz
(1) zf{nn%g{.ﬂﬂzﬁ[n}.
On a en effet, pour tout m :
1 m 1
g(n) = =3y n miz<ignd Z—2a|mmacazn - = = qul(n),
m i 2 2

ce gqui entraine gin) = 1/2 F(n); et d’autre part, on a
2
gln) = _den,d&'m,fzd-
m
Soit my une valeur pour laquelle le maximum est atteint, on a

1 1 g 1
gin)= _"E...rin..i-:emd = —L |, @ Emaf2 d+ —Z,u ;n.m..;zc.ismud
My g g

<& L F),
d'ot 'on tire g(n) = 2 F(n).

Remarquons encore que 'on a, pour tout », g (1) = o (n)/n, avec égalité
lorsque n est une puissance d'un nombre premier. La détermination des
entiers n tels que g (1) = o (n)/n n'est pas facile.

Enfin g (n) est une fonction surmultiplicative : si n; et n; sonl premiers
entre eux, on a g(n, #y) = g (m) g (n).

En effet, soit

1
g(n) = _Ed [ aemi s
n,

1
E(”z] - __Z-l; |H:.d:5ﬂ1d2'
m;

I vient gin) g(n) = (m m) Ey pd
Les éléments deD, divisent nyn; el sont < m, M. On a done

I
g(n)glng) < ~ 2t mims, a4 S & (13 13).
My Ny

Pour la fonction F, nous avons la proposition suivante :
Prorostmion 1, — On a, poter tout 1, (log 2/log 20) d(n) = Fn) < din).
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METHODES PROBABILISTES ET COMBINATOIRES 303

Démenstration. — Soit k Pentier tel que 2 ' < n < 2% On a

fo | SRS SO,
log 2 log2

Si 'on répartit les d (1) diviseurs de n dans les intervalles (2", 2, pouri = 1
4 k, un des intervalles contiendra plus de o (n)/k diviseurs.

Nous allons étudier les grandes valeurs que peuvent atteindre les fone-
tions g et .

Pour étudier les grandes valeurs que prend une fonction arithmétique /.
on définit les nombres fhautement abondants

Définition. — Dire que # est fhautement abondant égquivant a dire
m=n = fim)={(n)

Lorsque f=4, on ftrouve les nombres hautement composés de
Ramanuian (cf. [12] et [16]). Les nombres o-hautement abondants ont
aussi été ¢tudiés (. [17), mais la plupart des techniques ne se généralisent
pas aux fonctions non multiplicatives.,

On obtient les résultats suivants @

TutoriME 1. — On a lim ., (I/9)E.. F(n) = 4+,
TuforREME 2. — 87 n est yn pombre F-hawtement abondant, on a
i{n din
€y —z Ao - F(n) = e, {—} ,
Jlegnloglogn A/ lognloglogn
THEOREME 3. — Soit q un nombre premier et a un entier; il existe ny

tel gue, i n est F-hautement abondant et n = ny, alors g* divise n.
Compte tenu de Uinéga'ité (1) ces résultats s"appliquent aussi 4 la fonc-
tion g. Sous cette forme, ils avaient &€ esquissés dans [5].
La démonstration du théoréme | se trouve dans [7] et [13]. Elle utilise
le résoltat swivant (¢f. [9], p. 256, th. 10);

LEMME 1. — Soir d, la densité supérieure des enticrs n gyant wn diviveur d
vérifiant @ <d = 2a. On o lim d, =0

A partir d’un résultat de P. ErpOs [6], on peut montrer que, pour tout &
et a assez grand, on a
l e
=d, =

Lo !

{loga) (Ioga}’\g’luglngé‘
avec o= | — (log (e log:2)/log 2} = 0,086 (of. G. Temespaum [1R]).
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304 P. ERDOS ET J-L. NICOLAS

Le probléme d*une bonne estimation de ¥ -, #(n) ne semble pas facile.

L'intérét du théoréme 2 dépend surtout des méthodes utilisées : La mino-
ration est obtenue 4 'aide du théoréme central limite des probabilités,
et la majoration par des technigues combinatoires bastes sur le théoréme
de Sperner.

Dans les théorémes 2 et 3, on a pu utiliser, pour étudier les nombres
F-hautement abondants, la méthode des nombres hautement composés
supérieurs de RamManutan et ["étude des « benéfices » (cf. [16] et [12]) bien
que’ la fopetion F ne soit pas multiplicative, Cela a été possible & cause
de la proposition 1 : les fonctions F et d ne s'écartent pas trop 1'une de
I"autre.

Dans la démonstration du théoréme 2, on considérera d'abord les
nombres n=2.3 ... p, produits des k-premiers nombres premiers
(prop. 3 et 5), puis & 1"aide de la méthode des bénéfices (prop. 4), on verra
que pour les nombres F-hautement abondants, tout se passe essentiellement
de la méme fagon:

|. Théoréme central limité des probabilités

Soit m = p' ... p;* un entier et sa décomposition en facteurs premiers.
Soit ¢ un diviseur de #. On peut considérer log d comme une variable
aléatoire somme des & variables aléatleires X, prenant comme wvaleur :
0, log p;, 2log py, . .., ; log p, avec égale probabilité. On peut appliquer
le théoréme central limite des probabilités, pour montrer que, lorsque &
tend vers 1infini. la distribution de log 4 tend vers la distribution de Gauss.
Plus précisément, nous allons appliquer le théoréme de Berry-Esseen
{[8], t. 2. p. 544) qui donne une évaluation du reste.

Soit £ (i) la probabilité qu'un diviseur d de n vérifie :

2 logd—(1/2)logn

—Xx
Sin) -
Soit
%
() A(?..}z—I: exp(—12(2)de
\,/21: =
On a
pin}
3 P(h)—A(N 12 .
(3) |P(M)—-A@)| < i
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METHODES PROBABILISTES ET COMBINATOIRES 305
Soit jt; la moyenne de la variable X, 5% () est la variance de la somme
: o4 2
4 82 (m) = T  B(X—p)? = T 2 12 Viog”

D'autre part, p{n) est le moment du trois'éme ordre

Jia) lag? o
(5) pln)= Y5 E(| X,—w ) =TY5 {&Jgug P
Avee
Jig) = E:E::i si o esl pair,
J{-&}=E¢t+1]((0't4+l} =" si o est impair.

On rappelle que, pour une variable aléatoire discréte X" qui prend des

valeurs (%)) z.x7 @vec égale probahbilité, Pespérance mathématique de
la variable X™ est

E {'Xur} ZJT JI'|'r

Prorostmion 2. — Pouwr ftout o oentier, ¢t L réel =0, on a
2
B o S IOE R f ey 12 p{n)
2aS(n)+log2 {u}

p () et 5{n) étant définiy par (5) er (4), et 4 (k) par (2),

Démanstration. — La formule (3) nous dit que le nombre de diviseurs o
virifiant

zlugn —hS{n) = logd = - 3 h:rgn+l S(m)

est épal & P(L) d(n), et vérifie ;

(6) P (n) = dm(fm}_ E@)
53n)

Si I'on coupe Uintervalle [(1/2) log n—% 5 (1), (1/2) log n+% 5 (1)) en
sous-intervalles de longueur log 2, il y aura au plus ({2 4 5 (n)flog 234 1)
sous-intervalles, el 1'un de c¢es sous-intervalles contiendra plus gue
Pihydiny(2 & Sn)log 2)+1) valeurs de log d, avec d divisant m,
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La proposition résulle alors de 'inégalité (6),

PrOPOSITION 3. — Seit n = 2.3 ... p, le produir des & premiers nombres
premiers. Soit v = 0 fixé, on a, pour k assez grand

. 2log2 d
Fys o (-m——
\,/21: Jlugnlﬂglogn
Démanstration. — On applique la proposition précédente. 11 Faut cal-

culer §(n) et p(n).
Soit 8(x) = Y <, log p la fonction de Chebichev [Cebyev] (cf [11],
chap. 22). On a n = exp (B{p)).
On a d’autre part : B(x) ~ x et p, ~ & log k (¢f. [11], chap. 22), d’ol
il vient
logn=dip)~p, ~klogh
et

D o~ logn

loglog n
On a, d'aprés (4)

S*(n) = -;ELL log? p; = ;jlm logtd[B(1)]

| Fk_ J‘.Ph,ﬁ[x}dx

=_B({xiogx
4 g

1 1 X

1 |
= 0(p)logp+0(p) ~ klog'k,
- 4
d'ol I'on tire
. b e ——
S{H}mi\fkiogkmi\/mgnfogiogn.

On calcule de méme
I I
pin) = 24 log® py ~ 2 log® k

el
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La proposition 2 montre alors que, pour tout A fixg, on'a

Fin }}_d{n}]cg’* }A_{;:

\/!ng inloglog u A

Quand & —0, A[3)~2 f'..,l'Vfi m, ce qui achgve la démonstration.

2. Etude des nombres F-hautement abondants

Griéce & la proposition 1, un nombre Fhautement abondant a beaucoup
de diviseurs. On va pouvoir utiliser, pour étudier ces nombres, les techniques
utilisées pour étudier les nombres hautement composés de RaManuiam,
Rappelons rapidement certains résultats (¢f. [12] et [18]) :

Soit £ =0, la fonction & (m)/n" a un maximum qu'elle atteint en
N, =[] p* avee o, = [1/(p"—1)], oti [#] désigne la partie entié¢re de .

Un tel nombre N, est dit hautement composé supérieur. On pose x = 21,
soit & = (log 2)/(log x), et pour k& entier ;

X, = x!unil +11/k)) log 1.

L'exposant o, de p dans la décomposition en facteurs premiers de N,
se caleule alors :
(s <pEx) = (o,=k),

et si I'on pose 8 (x) =) -, logp la fonction de Chebychev, on a
Jog N, = 0(x)+6(xz)+ ... +0(x)+

cette sommation étant finie puisque, pour & > (log x)/(log 2)*, ona x, < 2.

Pour un entier n quelconque, on appelle bénéfice de n par rapport a A,
la guantité

d(n)

Elagi —Ingd{N }

diN,) d liﬂi
bénn =1 —1
nn=log— T og —— W

Le bénéfice est toujours positif ov nul. De plus, il est additf sur les nombres
premiers p :

. = +1
® bén (19" = X, (elon s ) —log 2"
o+ 1
et, par le choix des a,, chaque terme de la sommation est positif. Enfin
le bénéfice de N, p" est croissant pour B = 0 et décroissant pour f < 0
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ProposiTioN 4. — Soif n win nombre Fhantement abondant et N, le nombre
hautement composé supérienr précédant n.
On pose x = 2% gr x, = xB32N0N Dy Oy sait que Pon a

X~ log N, ~ logn et n< TN

Alars, si n = npﬂl’, o a les résultars suivants ;

(i) pour tour p, pP° = O (x*"%%);

(i} pour xs <p<wx, on a B, =1 souf pour G{.vf"x log x) nombres
premiers;

(iii} powr p = x, on a B, = 0 sauf pour O {\f’r log x) mombres premiers;

vl pour p<< xa, on a B, >0 sauf pouwr aw plus O (log x) nembres
prremiers.

Démonstration. — Majorons d’abord le bénéfice, Comme n est F-haute-
ment abondant, on a F({N) < F(n), et, par la proposition |

dNHOE2 . Ny < Fny < din),
log(ZN,)
d'ou
N
bénn = EIDE—”— —log I”-f-l-!-- = lo d(. ‘? +elog2x
N: dh"‘r:} d{."}
<log 222N L gy,
og 2
i) bénn = (l+m)logx.

Les points (ii) et (iii) se démontrent alors comme la proposition 4 de [12].

Démonstration de (i). — Supposons que 'on ait p? = ¢ x* "~ On agrait
alors en utilisant la formule (8)

bénn = elog(p" " *)— Ioglﬁ.
o+1
bénn = 2e(logx)* +& Eugc—mlugp—lugﬁ—+] :
a1
Mais
i 1 1
(10) o] ma— s a= =
p’—1] .elogp.y elogp

entraine sologp = 1.
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D’autre part
£

_ 2log” x4loge = Ziog® x+loge

s log2
log p i log?2 Iug:-:‘

on aurait alors
bénn = (2log2)logx—2log logx+ O(1).

Pour pP > ¢ x*'™®* comme le bénéfice croit avec B, on aurait a fortiori
la relation précédente, qui est en contradiction avec (9).

Démonstration de (iv). — 8 p < x, ne divise pas n, cela entraine, par
la formule (8) :

1
bénn = elog lE —Ing—]-= log(ze+1)—melog p,
1 o

avec o =, = [1/(p°—1)]. Comme p < x,, on a o = 2, et la formule (10)
donne zelog p < 1. On a donec
bénn = logi—1 =0,

Si une famille de nombres premiers py, ..., 0y, he divisait pas », cela
donnerait, par la formule (8) :

bénn = hlog3—1).

Mais, par (9), on a bénn = @ (log x), on en déduit que I'on doit avoir
h = 0{log x).

Minoration dans le théoréme 2. — La minoration, dans le théoréme 2,
se démontre comme la proposition 3, en utilisant les propriétés énoncées
dans la proposition 4 : Si n est F-hautement abondant, on a

§%(n) = Zw"ﬂ‘_‘tz_}

of{x+2)

_Ep-cxznup-’-t ool | o P lﬂg i Z#J{p{-\ h}g_ n

A e 2]

_Etz*‘-’nﬁx.ll‘-ﬂ s > EIP-’ B R

Par un calcul déja vu, on a

Fs Nfixlugx ~£.Iugnlng log i,
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Dans les sommes 5 et &5, le nombre de termes est

[#] [.-12..} U[r{!un 3521/ log 2}}

et chaque terme est inférieur ou égal a

"
——log*p < tlﬂg ) = Oflog* x),

d’ol
} — e
Sin)~ \,”.9"1 ~ ;-\f log n log logn,

On évalue de méme p (1) ~ (log n)/8) (log log m)?, et la proposition 2
donne pour toute constante ¢; < (2 log E}f\f 2 m et n F-hautement abondant
assez grand
din)

Fimze¢)————
Hng " [nglogn

3. Le théoréme de Sperner

LimmE 3 (Théoréme de Sperner) (¢f. [3], t. 2, p. 114 et [9] p. 248). —
Dans un ensemble d k éléments, si des parties Ay, Aa, ... Ay ont telfes
gu'aucune dentre elles n'en contient wne autre, lewr nombre b vérifie :

; |
= ( R - ) ou (k) k| — st le coellicient du bindme.

[%i2] i) k=it
Soit n= 2.3 ..., g le produit des & premiers nombres premiers. Il y a
une bijection simple entre les parties de V'ensemble { 1,2, ...,k } et les

diviseurs o de n

AAc={1,2 ...k}, on fait correspondre d, = [[i., 2 €t la rela-
tion 4 = B se traduit par d, | 5

A I'ensemble des diviseurs & de n vérifiant 1 = = 2 1, correspond une
famille de Sperner :

AcB et A#B = dy|d; et dy#dy - d;<2dg,

et d’aprés le lemme précédent, on a donc

A= ([;ﬁzl)'

2% simie — TomeE 100 — 1976 — w* 4
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Lorsque k— o, la formule de Stirling (n! ~a"e™" /27 n) donne
( i ) fﬁ o*
k2 E
[k21) Vr v;k ;

et d'aprés la formule (7), on a & ~ (log n)/({log logn), ce qui donne pour
n=2.3...p; assez grand

2 log logn
Fim<( }{ d {ﬁ_
()t +E]'\I’ﬂ: {"}‘v' logn

On peut méme démontrer, en ufilisant le développement d’'Euler-Mae-
Laurin {¢f. [15]; p. 27) :

= 1 ]
al=n"e""/2unexp| — — —— avec O<B<l,
p(izn 3ﬁnn3)
que 'on a pour tout k;

()< o

Le théoréme de Sperner se géneralise de la fagon suivante :

Lemme 4 (of. [4]). — Seit n=p} ... pi*. La plus grande famille de
divisenrs de n, tels guaucun dentre eux wen divise un autre, est obtenue
en considérant la famille

[t 0<hisn o Thobi=| (3]

Désignons par D (1) le cardinal de cette famille. I. ANpErsoN (2] a4 démon-
tré que

d(n}l( Q(n) ) 2 d(n)
(11} Dinyiatl 2 . -
Zﬂ[ur [ﬂ{n}ﬁ] Nor \.-"fﬂ{njl
o Q{n) = oy a4+ o oy

Appliquons cela & un nombre o Fhautement abondant. 11 résulte de
la proposition 4 que

. - |
(12) Q(n) =Y, 01+ 0(/x)logx ~ 2"

loglog n
On obtient ainst la majoration

Fn) < D(u}lﬁczd—{rﬂ—‘h“giugﬂ,

\Kllugn
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Pour faire passer ./ log fog n du numérateur au dénominateur nous aurons
besoin d'améliorer le théoréme de Sperner, en suivant pour cela Bargdzy
el SzeMereD (¢f. [17] et [14]).

4. Majoration de F(n). Cas des nombres sans facteurs carrés
LEMME 5. — Soft L réel, 0 <L < 1/2. On a

;+(';)+ i +([l"”])= U(j}ﬂ_]:u}"""")ur

Démonstration. — On majore la somme de gauche par une progression

géométrique de premier terme ([.‘-'..nn]) puis on appligue la formule

de Stirling.
LemME 6 (de Sperner amélioré). — Soir un nombre sans factenr carré,
W=y Fa-.. Pp Solt | < b= ko Soitdy, ..., d, une famille de s diviseurs

de n vérifiani

k—b
B 2:.( [k~ b,.'zj).

Alors il existe i et j tels que dyd; = pyyy.

Démonstration. — Tout diviseur  de n s%écrit = ' d°, ol la premiére

composante o' divise py py ... Pe et la deuxiéme d" divise poyy ... P
Le nombre de valeurs possibles de ' est 28, Par le principe des tiroirs,
pour une certaine valeur &', il y a plus de 5/2* éléments de {dy, ..., d, }

dont la premiére composante soit @', Quitte & réindexer, on peut supposer
que ce sont @y, o, d, AVec
k—b
m= 52" = ( )
=\ (k-]
On applique le lemme 3 (théoréme de Sperner) & 47, ..., d. Il existe
alors i et j tels que o' divise df, ce qui entraine d,/d) = di/d] = py -

PROPOSITION: 5. — Soit m=p(Ps..  fo GVEC P) < Pa < (i < P
un entier sansg fac.sffur carré, Soit 1 < b = k. Sait # un ensemble de |
diviseurs premiers de n pris parmi py, ..., py e avant lo propriété que
MEH et ped et pp>py=plp;=2 Soit heR, 0 < <12
Alors on a

[}.J:j[ﬁ{n}—z"‘*(i+(?)+.,. +([£‘ﬁ]))} az"(ut:i’m).
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Démanstration. — Soil d, < d; < ... < dg ,, une famille de diviseurs

de n, concrétisant la définition de F(n). On a donc dp,, < 24,.

Pour chaque valear de i, | < i < F(n), soit r (i) le nombre de diviseurs
premiers de o, appartenant & #°. On construit alors la famille 6, |, = f.l’“."p"”
pour 1 < j < r(i) et p, .

Ces nombres 6; ; ont les trois propriétés suivantes |

— ils sont distincts : 8i 1'on avait d,fp = d,./p’ avec p = p’, cela entrai-
nerait dyfd. > plp’ = 2, ce qui n'est pas possible;

— le quotient 8, ;/5;. ;- est majoré par p. On a

{5 i L
fu,__g_ %d! F < ff{ P <2 _F_'P= Py \
Opp P dp dp p 2

z S A,
— combien y a-t-il de & ;7 Parmi les diviseurs den, il yena 27" (3) qui

sont divisibles par exactement & éléments de #°. Le nombre de &, ; est done

sUpErieur i
[}» .‘FJ [F {."J‘-‘EJ'_*EL 51515( :f)]

pour n'importe quelle valeur de .
1l ne reste plus qu’a appliquer le lemme 6 4 la famille &, ; pour achever
la démonstration.

Choix des paramiétres. — Appliquons la propesition 5 au nombre
B =P ..., Px. Soit n > 0 donné. On choisit b = [n k]. Par le théoréme
des nombres premiers, pour ¢ = fy (1), il existe un nombre premier entre ¢
et t{l+n). On peut donc choisic

h > -]E'-g‘-{?fl —1) 1‘*1——--;_'{1 —2nk

log2 og 2
La proposition 5 donne lors ;
F(n)< L "{2 > +25H a( . I—T )*.
N Jk—b 1=
Pour que le reste soit négligeable devant le premier terme, il faut choisir &

pour que 1/ (1-2)'"Y < \,fﬁ: ce gqui donne A = 0,11. On obtient
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alors, pour n assez grand
202 2

13 I T S
o2 {njgﬂ'j 0,11 flk]ugk

Ce qui, compte tenu de & ~ (log n)/(log log n), donne une majoration
du méme ordre que la minoration avec un coefficient 170,11 fois plus grand,

5. Un pen d'analyse combinatoire.

Il nous reste & généraliser la proposition 5 & des entiers avec des Facteurs
carrés. Une des difficultés sera de minorer le nombre des diviseurs 8, ;.
Pour cela nous aurons besoin de la proposition 8.

' PROPOSITION 6, — Soit £ wn ensemble fini @ n éléments, Soit k et | denx
entiers tefs que (:) = (T) et k=1 Soit @, (E) lensemble des parries

de Ealk éléments. 1 existe wne injection \ de P (E) dans 2, (E) relle que,
pour tout AP (E), on ait J(4) = A,

Démonstration. — Pour simplifier un peu, on suppese &k -< n/2 et
{ =k 4 1. On va utiliser les résultats de P. Havr ([10], et aussi [3], t. 2,
p. [49) qui résolvent le « probléme des mariages » | m messieurs connaissent
un certain nombre de dames; sous guelle condition chacun peut-il épouser
I'une de ses connaissances ? (Une dame peut étre connue de plusieurs
messieurs 1). La condition suivante, qui est évidemment nécessaire, est
aupssi suffisante ;

Pour toute sélection de f messieurs, j/ <= m, la réunion de leurs connais-
sances doit avoir un cardinal = [

Appliguons ce résultat 4 notre probléme

j mY .
Les messieurs sont les ( éléments de # (£ ). Les dames que connait

/)
un mensieur sont les (n—4&) éléments de ., (£) qui le contiennent.
Soit une sélection de j messieurs : My, ..., M, Chague dame connait
exactement (&4 1) messieurs, done au plus (k- 1) messicurs de la sélection.
Dans le tableau des connaissances

My connait Dy 13 Py g oo od By e

M;connait D; (30 2800 Dy jumis
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tableau qui a j (n—k) &léments, chaque dame apparait au plus (k+ 1) fois,
Le nombre de dames distincies du tableau est donc = jin—k)/(k+1)
et done = 7 (puisque & < n/2), ce gui vérifie la condition de Hall.

On peut alors marier un monsieur 4 une dame de sa connaissance, ce
qui assure I'injection affirmée dans 1'énoncé.

Prorosimion 7. — Sair oy, os, .., o, des nombres réels = 1. On définit

Pp= (ot oo, o) =E!’5H<i:{ oy e Oy Wy - Bl
Les coefficients b, apparaissent dans fe développement du produit

[T tetod ="+ R " o R 1"
Alors on a, pour v = hi2, b, < 12" (i) A 4 (L

/ y . h .
Démanstration. — Le coefficient 4, est une somme de (r termes imndexés

par les éléments { iy, iy, .00nd, } de #.({ 1,2, ..., h}). La proposition
précédente mentre, comme on a o, = [, que &< k., pour r < A/l
On a ensuite

?'-ri:‘h o f PR 'IJJ}_ Cl:ﬁ-}‘r—l_‘.'xll e REd ] ':‘k—|}+}_*r{':£|l_ =K :_r'h_—1_?

nl Ei&hf'ﬂi"'”. l'l_[rin—niﬂr"‘i}}':.“h""”

Le membre de droite est une fonction homographique de o dont le
déterminant est du signe de

Mt DB B D= U e By )

Pour v = k2, on a r—1 = (h—1)/2, et cette quantité est négative ou
nulle, La fonction homographique de o, est décroissante (ou constante)
et done maximale pour o, = 1, On peut faire le méme raisonnement par
rapport & oy, o5, ..o, 0, ©f on conclut que

ARy, Ggy ".'.‘.?‘*}{ F'L_rt'l’ T il 1}= _I._'(“)
[1i se=aio+1) nm;g*{'1+k} Pl o

PROPOSITION 8. — Sopit n = pY' ... pi*. Soit # un ensemble de I nombres
Premiers pris parmi py, Pae o .os By Soit ¢+ = W2, Le nombre de diviseirs
de n avant an plus ¢ divisenrs premiers dans @ est inféricur ou égal d

@ 2) ¥ e (f)
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Démonsiration. — L'ordre naturel des nombres n'intervenant pas, on
peut réindexer les p;, de fagon que p. p3...s py€H#. Lorsque r =10
ilya
dn)

ﬂl%i-ﬂﬁ{ui"_]}

diviseurs de n ayant r nombres premiers dans 2.

Ay = ﬂn+; sisplt+1) =

Lorsque r=1, il y en a 4, = (o, +op+ ... +03 Ag. De méme
4.= AGZI €0 -:;t-c...-:i,csﬁ{ﬂf, = P ﬂrn} = A (Byy «oes Oy Ay
La proposition 7 précédente permet de conclure.
6. Majoration de F (n). Cas général

LemMe 7. — Sait n=p7 ... p0. Solt 1L b <k Seit 0’ =p7 ... pp
ern” = pitxt v Soit dy, . d une famille de s diviseurs de n vérifiant
F=dm) D(n"), ot D(n"y a été défini au lemme 4. Alors if existe i et
tels que dyjd; = py. .

La démonstration est semblable & celle du lemme 6. On écrit un divi-
seur « de n sous la forme d = o' d" avec o' | n' et d"|n". On applique
le principe des tiroirs & la famille o, ..., d, pour la composante ', puis
le lemme 4 & la composante d".

ProOPOSITION 9. — Soitn = p3' ... piter | < b < k. Soit 3 un ensemble
de fi diviseurs premiers de n pris parmi Py, Pas o0 Py € avant la propriété
fque pe A, ped et py=pi=p;>2p. Soit L oréel, 0 << 1/2
On poge @ =%, 2,2 On a alors :

_ o dime dimy{ & 2 din)
(19 [ h][f () — F'l"”‘( ; )] <% ([ﬂﬁ} )a \a!,r =

La démonstration suit la démonstration de la proposition 5. On construil
une famille §;; de diviseurs distincts de n dont le quotient esl majoré
par py. On minore le cardinal de la famille &, ; par le nombre de gauche
de Dinégalité (14) 4 "aide de la proposition 8, puis on applique le lemme 7
et I'inégalité (11).

Majoration du théoréme 2. — On va appliquer la proposition 9 en choi-
sissant au mieux les paramétres : Montrons que l'on peut choisir
hifllog k)/(log 2)) aussi voisin de 1 que ["on veut.

Soit n fixé; soit # un nombre F~hautement abondant assez grand, N, le
nombre hautement composé supérieur qui le précéde et x = 2% comme dans
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la proposition 4. Le théoréme des nombres premiers dit que, pour & fixé = 0
et u = iy (8), il existe au moins (8/2) (u/log u) nombres premiers entre
w{l—8) et wu

On choisit ¥ = nx. Les nombres premiers py, ..., p, seront les divi-
seurs de n inférieurs 4 p. On distingue dans 'intervalle (3", ¥) les sous-
intervalles

_a¥  (1—3y~! 57 (1-
I:“ br}‘.“ o) J:|: |j“ %) y.H—a-},r:|; (1=8)y, ¥)

i 2 2 Z

dans chaque intervalle (i (1 =8, &) il ¥ & an moins (8/2) (u/log 1) nombres
premiers : 81 u > x., d'aprés la proposition 4 (i), si o < x, d'aprés la
proposition 4 (iv), on peut en choisir un qui divise n, et cela assure que
h o= ((1—n) log v)log (2/(1—38))).

On choisit les autres paramétres comme dans le paragraphe 4 et, compte
tenu de (12), on obtient pour n assez grand et F-hautement abondant

2 log2 d(n)

Finy= : =4
“'a'll w 0,11 ~\.Kfl:.‘jngn loglogn

7. Démonstration du théoréme 3

Le théoréme 2 va nous permetire d’obtenir une meilleure majoration
du bénéfice que la formule (9). Soit n un nombre F-hautement abondant
et N, le nombre hautement composé supéricur précédant n. On a

b AN o N e T )it
+ log N, loglog N,

I'inégalité de gauche se démontrant comme la proposition 3. On en déduit

..,f log n-j(;rg |.ﬂgn

d {(N
bénn =Jr.l1:ng—‘lE —log (1) = h::gE (No) +0(1)
N, d(N,) d(n)
.
< IDEL_: log N, lug_lug N, +0()
& lognloglogn
et comme logn ~ log N, il vient
{15) bénn = O(1).
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Supposons maintenant que ¢, avec B < g divise exactement n, cela
entrainerait, d'aprés la formule (8) :

bénn = elogg” **—iog ﬂ—+—l

tt, + |
= loglo,+1)—log(B+1)—1
= log (o, +1)—log(B+1)—1

en utilisant (10).
Quand n tend vers I'infini, g étant fixé, s — 0 et

o= — ! =!_ll_+ﬂ{l}~ 1 = Iﬂgx ’
q—1 | slogg logllogg

d’oll
bénn = loglegx+ O(1).

C'est en contradiction avec (15) et cela démontre le théoréme 3. On peut
préciser dailleurs le résultat suivant :

Prorosition 10, — Soit # un nombre F-hautement abondant assez grand;
tout nombre prémier p < (log ”}m-ﬂ divize n,

Deémonstration. — 11 suffit d’expliciter la démonstration précédente,
en utilisant les valeurs des constantes dans le théoréme 2, (co/e,) = (1/0,11)

Remargue. — Bien que tous ces résultats soient effectifs, la proposition 10
ne permet pas de démontrer que tous les nombres Frhautement abondants
sonl pairs, ce que laisse supposer les tables. Pour la fonction g, on peut
remarquer (¢f, [13]) que si n est un nombre impair g-hautement abondant,
n n'est divisible par aucun nombre premier p = | mod 4, ce qui permet
de montrer que tous les nombres g-hautement abondants sont pairs.

Il est probable qu'il existe une astuce semblable pour la fonction F,
En calculant les nombres F~hautement abondants jusqu'a n = 370 millions,
on a pu constater gqu’ils sont tous « sans trous » (Si p divise o, tout nombre
premier inférieur & p divise #). En fait, tous ces nombres sont hautement
composés sauf trois :

138 600{F = 18); 360360 (F = 22); 232792 560(F = 82},

Il semble difficile de dire 5"l y a une infinité de felles exceptions, ou méme
5"l existe une infinfté de nombres simulianément F-hautement abondants
el hautement composés,
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8. Algorithmes de calcol de F (#)

On pose ¢(n) =Yy, yzzaz:l. On a done Fin) = max,gq, ().
11 est clair que, pour n fixg, g, (#) est constant lorsque ¢ varie entre deux
entiers conséeutifs. D’autre part, en raison de la correspondance entre
diviseurs d+— n/d, on a, pour [ non entier

4 (n) = g2 (n).
On a done

F(n}=max, <3 9,(n)

Le principe de 1'algorithme est de calculer g, (n) de proche en proche
en partant de g, (n) = 1. En fait, on doit distinguer ¢ pair et ¢ impair;
d’olt on pose r =2b et + =25+1, en faisant varier h. On peut ainsi
construire I'organigramme de calenl de F.

Si I'on veut calculer F(n) pour des entiers consécutifs, 'algorithme
ci-dessus peut aisément s’appliquer par une méthode de crible.

[b=tr, 3=l  Tmax-1, F=l]

fmfr ]
{d}n ﬂj"LJ::[F Fin)
oul ans F et Tmax
b=n /f'@ﬁi'_ c:m_:'rl:r:t le plus
i petit ¢ el que
Finl=g, (n)
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