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Bemerkungen zu einer Aufgabe in den Elementen

Professor H.-J, KaxoLp zum sechzigsten Geburtstag gewidmet

Von

P. Erpos

G. Jaeschke stellte folgende Aufgabe in den Elementen der Mathematik (26, 43,
Aufgabe 618 (1971); gelost durch P. Bundschuh): Es sei ly(p) die kleinste Zahl mit
2%() = {(mod p). E (r) sei die Anzahl der Primzahlen mit ly(p) = r. Es gilt

7log 2
Ern = “Togr

A (z, ) sei die Anzahl der Primzahlen = z mit l3(p) > p?. Dann gilt

1
Az, 8)=(1 +o(1))é fir 6<-

und

1 x
A(a:, -5—3-) = (1 —log2+0(1)) @-.

Ich werde die Resultate ein wenig verschérfen, indem ich

rlog2
(1) B < ( +om) e
und
1
(@) A( )—(1+ o) jog 7

zeigen werde. Ich bin iiberzeugt, daB E(r) = o(r¢) fiir jedes ¢ > 0 gilt; es ist nicht
bekannt, ob E(r) unbeschrinkt ist; auch ist nicht bekannt, ob E(r) fiir unendlich
viele r gleich 1 ist. Das berihmte Problem der Mersenneschen Primzahlen besagt,
daB E(p) = 1 fir unendlich viele p, also daB 22 — 1 fiir unendlich viele p Primzahl
ist. Dies ist' bekanntlich eines der schwersten ungelsten Probleme.

Es scheint auch ganz sicher zu sein, daB fiir jedes ¢ << 1 gilt

€
Az, ¢) _-o(logx)
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Eine berithmte Vermutung von Artin besagt, daB die Anzahl der Primzahlen p<<w,
fiir welche 2 primitive Wurzel ist, (¢ 4 o(l)) — 1st fiir eine absolute Konstante ¢.
Es sei { (x) — oo beliebig; sicherlich gilt wohl

x x
A(x’ f(x)) = °(1og:c)'

Ein bekannter Satz von Romanoff besagt, daBl
1
z n 32 {?%]

ist, wo la(n) fiir ungerades » der Exponent von 2 mod » ist und sonst I3(n) = oo
ist. Turdn und ich gaben einen viel einfacheren Beweis. Vielleicht der einfachste
Beweis erscheint bei P. Erd6s, On some problems of Bellman and Romanoff, J.
Chinese Math. Soe. (N.S.) 1, 409—421 (1951). Ich zeigte auch (Israel J, Math. 9,
43—48 (1971))

< 0o

. <clog logn.
agy d
Es sei
o) —max3 =, Fe)= -
) = max r) = max
n=z d[n n=z ¢|22—1 d

vielleicht gilt sogar F (x) — f(x) <C c. Es ist nicht schwer zu zeigen, dal
1
max - —fz)<c
nSE d]ng+1) d j( )
gilt, aber (¢(n) ist die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von »)

max z(n)/max v(n(n 4 1)) —>1
nsz nSz
und

max v(n(n + 1)) — maxv(n) — oo
naT naw

kann ich nicht beweisen.

Der Beweis von (1) ist leicht.
Wenn Iz(p) = r ist, so ist p = 1 (mod r), und wenn pi, ..., pi die Primzahlen
mit Ia(p;) = 7 sind, so gilt p1 - pr < 27 (p1 < -+~ < px) und p; > 2 r. Also ist

Elvk < 2r,
und daraus folgt mit der Stirlingschen Formel
(3) EF ok ek < 21,
Aus (3) folgt nun (1) leicht. Wire

1 rlog 2
‘°>(§+€)‘Eg7"
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so kann (3) nicht wahr sein. Aus (3) wiirde namlich
kr
—— < Orlk

e

also
2
4 logg_ < rl/(1/2+)
2elogr

folgen, was fiir r > 7¢(¢) falsch ist. Damit ist (1) bewiesen. Es wire interessant (1)
zu verschirfen, aber ich konnte nicht einmal } durch eine kleinere Konstante er-

setzen.

Der Beweis von (2) ist viel schwerer. Wir zeigen, dafl die Anzahl der Primzahlen
P =z mit
4) la(p) = 22

o (-ia-z—;) ist. Es geniigt natiirlich zu zeigen, daB die Anzahl dieser Primzahlen fiir

X
jedes 5 und & > zo (1) kleiner als T:—g—; ist. Um dies einzusehen, teilen wir die Prim-

zahlen, die (4) befriedigen, in zwei Klassen.
In der ersten Klasse sind die Primzahlen p < 2 mit Iz(p) << e 2112, ¢ = &(y).
Aus (1) folgt, daB die Anzahl der Primzahlen der ersten Klasse kleiner als

2
) 2 (%_{_0(1)) rlog 2 P 222 0 x

p o log r logz ~ 2 logz

ist fiir 2 > xp und 7 = % (¢).
In der zweiten Klasse sind die Primzahlen p < # mit

(6) e a2 < la(p) = a'/2.
Fiir die Primzahlen p, die (6) befriedigen, gilt
(7) p—1=uv, u=IUh(p), cx2=u=al2,

Wir werden nun zeigen, daB die Anzahl der Primzahlen p =< w, die (7) befriedigen,
0 (é;) ist, und daraus folgt natiirlich (2). Der Beweis benutzt die Brunsche Sieb-

methode und Methoden meiner Arbeiten [1] und [2]. Der Beweis wird etwas skizzen-
haft dargestellt; ich verweise den interessierten Leser auf [1] und [2].

Wir teilen die Primzahlen, die (7) befriedigen, in zwei Klassen. In der ersten Klasse
sind die Zahlen mit v << & /2. In diesem Falle ist uwv << ez, also p < ex; daher

2ex

ist die Anzahl dieser Primzahlen < lon 3

Fiir die Zahlen der zweiten Klasse gilt

exll2 S v < alf?e.

Die obere Grenze gilt wegen uv < x.
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Die Zahlen der zweiten Klasse teilen wir wieder in zwei Klassen, In der ersten
Unterklasse haben sowohl # als auch v mehr als 2 log log # Primfaktoren (mehr-
fache mehrfach gezihlt). Fiir diese Zahlen hat aber » — 1 mindestens % log log
Primfaktoren. Bekanntlich ist aber fir fast alle Primzahlen die Anzahl der Prim-
faktoren f(p — 1) = (1 4 o(1)) log log » ([2]); daher ist die Anzahl der Zahlen der

@

ersten Unterklasse o (

log
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir nun voraussetzen, daf fir die
Zahlen der zweiten Unterklasse f(v) = § log log  gilt. Nach einem bekannten Satz
2172

von Hardy und Ramanujan ist die Anzahl dieser Zahlen v o (x1/2) (es ist o (m)
fiir ein geniigend kleines ¢ |. Die Anzahl der Zahlen % <C z/v, fiir welche uv 4 1 eine

Primzahl ist, ist aus der Brunschen Siebmethode kleiner als

c2 w]TI (1+1/(p — 1))

T cgxloglog
] (1 » —) < o SRl
Y o¥s P vlogw viogx
p<T
es x1/2 log log
wegen elogx

1
1111 —|—;~:~1— < cloglogv <<cloglogz.

plv

Daher ist die Anzahl der Zahlen der zweiten Unterklasse kleiner als

cs 21/2log log ( x1/2 ) ( x )
0 =o|l——],
elogz (log )¢ log z
womit alles bewiesen ist.

Wie es oft in der Zahlentheorie vorkommt, haben wir mit ziemlich viel Miihe ein
recht schwaches Resultat erhalten; vielleicht liegt die Schuld nicht an mir, sondern
das Problem ist eben recht schwer.

Mit mehr Mithe und den Methoden von [3] kann ich zeigen, daB, wenn &, — 0
beliebig langsam, die Anzahl der Primzahlen p <  mit

la(p) < p'P*ter

dann o F:; ist. Ich kann dies nicht zu pl/2+¢ verschirfen. Ich kann mit den

Methoden von [1] und [2] auch zeigen, dafl, wenn y/z — oo, die Anzahl der Prim-

zahlen p < ¥, fiir die p — 1 einen Teiler in (z, 22) hat, dann o (loZy) ist

Es sei Ag(z, 6) die Anzahl der ganzen Zahlen n < « mit Iz (n) << 29. Ich kann nur
zeigen, daB fiir jedes ¢ > 0 ein d; mit 4,4 (2, &) < gz existiert und fiir ein weiteres
8, gilt Ag(x, 1 — 8,) << (1 — &) z. Weiter sei Hy(x, r) die Anzahl der Teiler d < «
von 2r — 1, und E; (z, r) sei die Anzahl der Zahlen n < z mit ly(n) = 7.
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Eg(z, r) = o(z) fiir + = o(x*) ist unschwer, wahrscheinlich gilt dies aber auch
fiir r << ¢ fir jedes feste ¢. Es wire recht interessant,

max E‘; (z,7) =f(x)

von oben und unten mdoglichst gut abzuschatzen. Ist f(x) = o(xf)? Fir welche
Werte von r ist E,(z, r) = f(z) ? Offenbar kann man hier noch viele weitere Fragen
stellen, aber dies wollen wir dem Leser iiberlassen.
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