
ilber die in Graphen enthaltenen saturierten planaren Graphen 

Herrn HERBERT GRÖTZSCH zum 65. Geburtstag am 21. RIai 1967 gewidmet 

Von P. Ennös in Budapest, 

(Eingegangen am 19.4. 1967) 

In dieser Arbeit bezeichnet G (n ; 2) stets einen Graphen mit’ n Knoten- 
punkt,en und 1 Kanten (Schlingen und mehrfache Kanten sind aus- 
geschlossen). Bekanntlich hat ein planarer Gra,ph mit n Knotenpunkten 
höchstens 3 n - 6 Kant,en und ein planarer G(n; 3 n - 6) gibt, immer eine 
Triangulation der Ebene (Kugelfläche). 

Nach einem bekanmen Trri&?schen Satz [7] enthält ein G ?t ( ; r;]+I) 

immer ein Dreieck, also einen saturierten planaren Graph mit drei Knoten- n2 
punkten, aber ein G rz: a ( [ 1) muß kein Dreieck, also auch keinen saturierten 

planaren Graphen enthalterl. In einem Gespräch st)ellt#e mir einmal DIRN 

folgende Frage : Muß ein G n ; 
( [Tl ) 

+ I für große Werte von 1 einen sa- 

turierten planaren Graphen mit vielen Knotenpunkten enthalten? Folgender 
Satz gibt, eine partielle Antwort auf diese Frage (cl, . . . sind absolute 
positive Konstanten) : 

Satz 1. Sei f (n) ,> 0 eine beliebigeE’un~iio?z. JederG ( ; [G] +f(n))ent- n 

cif in) 
hdt einen satwierten @anuren Graph mit mehr als ~- Rnotenpunkten. 

n 
Abgesehen ‘LVB dem TFerfe von cl ist diese Rchra~zke scharf. 

Unser Satz ist nur dann nicht trivial, wenn f (n) 2 :l ist. 

Bevor wir unseren Satz beweisen. wollen wir einige Bezeichnungen ein- 
führen. Knotenpunkte werden mit x, , . , . : y1 i . . . , Kanten mit (x~, 5) . . . 
oder el . . . . bezeichnet’. C,, sei ein Kreis mit rn, Knotenpunkten, Cm) sei eine 
k-fache Pyramide, deren Basis ein C,, ist, das heißt. q, . . . , xqJ1: ~1, . . . , yk 
sind die Knot,enpunkte (xJ , x~+~), 1 2 i s 972 - 1, (zl: xnJ und (xi, yj), 
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1 < i I: m; 1 5 j 5 X: sind die Kanten von Cif’. C$)i’ ist offenbar ein sa- - - 
t,urierter planarer Gra,ph mit m + 2 Knotenpunkten. P,z, soll immer einen 
saturiert’en pla,naren Graphen mit nz Knotenpunk.ten bezeichnen. 

Ansta,tt Satz 1 wollen wir einen allgemeineren Satz beweisen: 

Satz 2. Jeder G (n; K] + f(n)) enthdt ein cg) mit m > --~ * 
ckf(4 Ah- 

n 
gesehen von dem Werfe von. ci ist der Xatz scharf. 

‘Lemma 1. Jeder C (n; [G] + 1) ha.t ehe Kante (x.[, x?) und rn >a c2n 

uxitere Knotenpmkte yi, . . . , yTT1, so dap ulle Kccntm (zi, yj), i = 1, 2 ; 
j-l,..., m xu G gehöre.n. 

Das Lemma ist bekannt [IJ. Die Jlenge der Knotenpunkte, die mit der 
Kant,e e ein Dreieck in G bilden, wollen wir mit ,S(e) bezeichnen. Unser 

Lemma 1 besagt,, daß in einem G vz 
1 X(e) 1 > c> n existiert. 

( ; [T-] + 1) immer eine Kante e mit 

Wegen J,emma. 1 enthält unser Q ~,YL; [ TT] +- Sf,?&)) mindestens f(n) 

Kanten el, . . . , e~~lIj mit’ &‘(e,)-> c? n. Bilden wir nun alle k-Tupel von 
Knotenpunkten von X(e,), 2’ = 1, . . .: ,f(n). Offenbar gilt 

Da, die Anzahl aller aus den Knot’enpunkt,en von Q ,gebildetZen k-Tupel 

0 
E ist,, folgt aus (1), daß mindestens eiil k-Tupel, z. B. (yi, . _ . , yJ, in 

mindest’ens 
0 
2 ‘f(n) der S( ci vorkommt. Es seien diese Kanten (von G) ) 

ei, . . . , e,, ‘Lc > 
( 1 

; ‘f(n). D’ lese Ka,nt,ea bestimmen einen Teilgraphen 

G(n; th) von G, und nach einem Satz von GALLAI und mir [2] enthä’lt aber 

G(n; u) eitlen Kreis mit mehr als 22” Knot8enpunkt,en. 
n 

Dieser Kreis und y,. , . . , , yk bilden unser C$‘) : damit’ sind die Sät,ze 2 
und 1 bewiesen. 

Es ist leicht’ einzusehen, daß Satz 2 (mit’ Ausna,hme dea \\‘ertes von ci) 
scharf ist,. Um dies einzusehen, definieren wir einen Graphen G wie folgt: 
Die Knotenpunkte sind x~, . .: x 

El 
> Yl> 1. .: y n+l ‘ 

i-2-1 
Die Ka’nten sind 

, (yi, ~ gi,) ist dann und nur dann 
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Kante unseres Graphen, wenn fiir ein ganzes t 

‘> 

ist. OfiFenbar hat, unser Graph mindestens : + csf(n) Ka.nten, aber er ent- 

hält kein C?‘) mit ,na > ffl 111 n * 
Es ist etwas schwerer einzusehen, daß unser Graph auch kein P,, mit 

T,l i Ccf hl enthält. Sei P, in G enthalt,en. Zunächst zeigen wir, daß P, 
12 

keine zwei Knot~enpunkte yeb und y*! entha’lten kann, mit’ 

(2) ~- <$& < ct + i)f(?z) < 1/* ff(n) 
n ?L 

Der folgende einfache Beweis st’ammt’ von T. GALLAI. Jeder Knoten- 
punkt von P, muß in einem Dreieck von P,, enthalten sein, es gibt aber 
offenbar kein Dreieck, welches die Knotenpunkte yU und yv ent’hält. Be- 
tra.cht,en wir eine durch PT,?, bestimmt.e Triangulat’ion der Ebene. Xehmen 
wir an, daß P, zwei Knotenpunkte, die (2) befriedigen, ent)hä,lt. Da.nn kann 
man die Dreiecke der Triangulation in zwei Klassen eint,eilen. In der ersten 
Kla.sse sind die Dreiecke, die mindest’ens einen Knot,enpunkt 

enthalten. Diese Dreiecke enthalten dann mindestens zwei so1ch.e Knoten- 
punkte. In der zweiten Klasse sind die Dreiecke, die keinen solchen Knoten- 
punkt enthalten. Zwei Dreiecke, die in verschiedenen Klassen sind, können 
aber, wie leicht, ersichtlich, keine gemeinsame Kant’e ent’halten. Es ist aber 
unmit,telbar klar, daß man die Dreiecke einer Triangulat)ion nicht in zwei 
solche Klassen eint’eilen kann. Daher ka,nn P, keine zwei K.not,enpunkt,e, 
die (2) befriedigen, ent’halten. Ohne Beschrä~nkung der Sllgemeinheit, 
können wir nun a,nnehmen, da.13 die Knotenpunkt’e von P, 

Xi, . . .) x, ?. ,f(n) 
und yi>...,yc, ‘- 

n 

sind. Betrachten wir wieder eine durch P,,?, bestimmte Triangulation der 
Ebene und die in P, vorkommenden Kant,en (yi, yj), 1 5 i < j 5 v. Nach 
dem E’oLERschen Polyedersatz beslimmen diese Kanten höchst’ens 2 v - 4 
Gebiete, uud es ist leicht ersichtlich, daß in jedem dieser Gebiet,e höchstens 



16 Erd&, Saturierte planare Graphen 

2.f (n) 
ein x; liegen kann. Daher gilt u. 4 2 v - 4 < ~-. Daher ist WL < 3f0, 

?Z n 
also ist Satz 1 scharf. 

Satz 3. Zujedem e > 0 existiert ein S = C?(E) so, daßjecler G 
i 

n: z (1 + F) 

für jedes m. < Sn nz A 3, ?n =+= 5 ulzd m G- 7 ein P,,, enthült. 
Für gerades m ist’ der Beweis von Satz 3 sehr ähnlich dem Beweis von 

Satz 1 und 2. Anstatt des Satzes von GALLAI und mir muß ma;i aber folgen- 
den Satz anwenden [4] : Jedes G (n; [t nYz]) enthält ein CZ1 fiir alle 2 5 1 < c; t-. 

Ftir ungerades nz ist der Beweis von Satz 3 etwas komplizierter. Ich 

( 

“It2 
zeige, daß jeder G n; 4 (1 + e) 

) 
fti alle 6 2 2 nl < 6n ein Ci,i) mit den 

Knotenpunkten ~1, . . . , xyy)2 ; y1, y2 j y3, y4 und einen weit,eren Knotenpunkt z 
der mit yi , y- : y3 und mindestens drei der xi, xii, xil, q, I, = i2 = i, (mod 2) 
verbunden ist. Der Beweis ist, nicht ganz einfach, und wir unterdrücken ihn. 
Wie mir Herr BOLLOBAS zeigte, enthält dieser Graph ein P.,,il+ -, mit den 
folgenden Kanten : z ist mit xii, Xi, , xi, : yI T y.2, y; verbunden. yh ist mit allen 
XI s verbunden, y1 mit den ‘~j, i, 2 j 5 iu, yl) mit den xj, & 5 j 5 i? und yi: 
mit’ den xj, i:! 2 j s il > unser PzDT+: enthä.lt noch das C,?,& (xL, . . . , x’,,?) . 

Es bleibt’ noch der Fall m - 9. Wir erhalten offenbar ein drei- 
kromatisches Pg , indem wir zwei Oktaeder auf einer Seitenfläche zusammen- 

kleben. Es folgt unschwer aus [4], daß unser G 
( 

‘rz; z (1 + e)) dieses PC, 

enthält. 
Es ist leicht ersichtlich, daß ftir WZ = 4, 5 und 7 kein drei-kroma,tischer 

P, existiert, daher enthält der &reikromatZische TcRAxsche Graph [7] 

( n2 * - [ 1) ’ 3 
kein solches; es ist also leicht ersichtflieh [S]. daß jeder 

G n; G2 i-1 
c!D[l 1 

filr alle 3 5 m 5 6n ein P,, ent’hält. 

Satz 4. Für jedes k und TL ) n,(k) enthült jsder G’ n ; 
( I 

,i 
4 -t n(l + E) 

1) 
für irgendein rn ein C$~‘. 

Der Beweis ist recht kompliziert, und wir werden ihn bei einer anderen 
Gelegenheit publizieren. Tielleicht gilt Satz 4 schon fiir alle 

Der folgende G (n; [ $1 + [SA]) enthält kein P,,, mit ~72 > 3. 
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$1, * . *, “[%+l]’ Yl, . . -7 Y[;] sind die Knotenpunkte. Die Kanten sind 

(xi,yi), ~~~~[~~~];~~~~~[~], weiterist x1 auchmitjedemsi 

verbunden. Vielleicht aber enthält jeder 0 n ( ;[~]+[~~i])einP,mit 

m > 3. 
Zunächst wollen wir noeh ohne Beweis folgenden Satz aussprechen. 

Satz 6. Zu jdefi~ E > 0 wrnd rn existiert ein d = S(8, m), so daß jeder 

G n;z(I +e) einC~l 
( 1 

enthält. 

Der Satz ist scharf in dem Sinne, daß, wenn m gegen unendlich 

strebt, dann für jedes E < : s(~, m) gegen 0 strebt. 

Es ist von Interesse, Satz 5 und Satz 2 zu vergleichen. Beide Sätze 

garant’ieren, daß unser G 
( 

n ; T (1 + E) 
1 

ein CE) enthält, aber in Satz 2 

kann m und in Satz 5 k von der Größenordnung n werden, und beide Sätze 
sind in gewissem Sinne scharf. 

Der Beweis von Satz 5 kann mit den Methoden von [5] geführt werden. 
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