Uber die in Graphen enthaltenen saturierten planaren Graphen
Herrn HERBERT GROTZSCH zum 65. Geburtstag am 21. Mai 1967 gewidmet

Von P. Erpés in Budapest

(Eingegangen am 19. 4. 1967)

In dieser Arbeit bezeichnet G (n; [) stets einen Graphen mit n Knoten-
punkten und ! Kanten (Schlingen und mehrfache Kanten sind aus-
geschlossen). Bekanntlich hat ein planarer Graph mit n Knotenpunkten
hichstens 3 n — 6 Kanten und ein planarer G(n; 3 n — 6) gibt immer eine
Triangulation der Ebene (Kugelfldche).

ﬂ'_'
Nach einem bekannten TvrANschen Satz [7] enthalt ein G(-n; [Z] + l)

immer ein Dreieck, also einen saturierten planaren Graph mit drei Knoten-

n? s ; ; ;
punkten, aber ein ¢ (ﬂ; [E ]) mulb kein Dreieck, also auch keinen saturierten

/
planaren Graphen enthalten. In einem Gesprich stellte mir einmal Dirac

folgende Frage: Mul} ein ¢ (n; [‘%—] -+ 1) fir grofie Werte von [ einen sa-

turierten planaren Graphen mit vielen Knotenpunkten enthalten ? Folgender
Satz gibt eine partielle Antwort auf diese Frage (¢;, ... sind absolute
positive Konstanten):

: n?
Satz 1. Sei f(n) > 0 cine beliebige Funktion. Jeder G (’n; [—‘i] - f(n)) ent-
L } o ¢ fin) . _
hilt einen satwrierten planaren Graph mit mehr als ——— Knotenpunkten.
n

Abgesehen von dem Werte von ¢ ist diese Schranke scharf.
; : 5 no
Unser Satz ist nur dann nicht trivial, wenn f(n) = - ist.
‘1

Bevor wir unseren Satz beweisen, wollen wir einige Bezeichnungen ein-
fithren. Knotenpunkte werden mit ;. ..., y,. ..., Kanten mit (z;, %) . . .
oder ¢;, . .. bezeichnet. C,, sei ein Kreis mit m Knotenpunkten, C¥ sei eine
k-fache Pyramide, deren Bagsis ein €, ist, das heiBt. », .. ., 2,1y, .. ., %
sind die Knotenpunkte (;, %;,,), 1 =i =m — 1, (¥, x,) und (z;, %),
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{ <i<m: 1<j<ksind die Kanten von C{’. C ist offenbar ein sa-
turierter planarer Graph mit m + 2 Knotenpunkten. P, soll immer einen
saturierten planaren Graphen mit m Knotenpunkten bezeichnen.

Anstatt Satz 1 wollen wir einen allgemeineren Satz beweisen:

Satz 2. Jeder G (n F:] + f(n)) enthdlt ein CF mit m > G-k—fﬁt). Ab-
7

gesehen von dem Werte von ¢, ist der Satz scharf.
0l
Lemma 1. Jeder G (n; [I] -+ 1) hat eine Kante (v, @) und m > con

weitere Knolenpunkte yy, ..., Y,. so dafi alle Kanten (x;, y;), i = 1, 2;
Jjo=1,..., mzuG gehiren.

Das Lemma ist bekannt [1]. Die Menge der Knotenpunkte, die mit der
Kante e ein Dreieck in & bilden, wollen wir mit S{¢) bezeichnen. Unser

n* . .
Lemma 1 besagt, dal} in einem (n; [— ] e !) immer eine Kante ¢ mit
@ s 4
[S{e)]| > ¢y n existiert.

Wegen Iemma 1 enthalt unser @ (n ; [1] 4. f(-n)) mindestens f(n)

Kanten ¢y, ..., ¢, mit S(¢) > ¢y n. Bilden wir nun alle 4-Tupel von
Knotenpunkten von S(g), i = 1, ..., f(n). Offenbar gilt

7™ 78 (e;) [es n] takr n
o Bz () - () 0 (7).

5_21' k 3 2 3

Da die Anzahl aller aus den Knotenpunkten von (¢ gebildeten k-Tupel
(;) ist, folgt aus (1), daB mindestens ein A-Tupel, z. B. (y(, ..., %), In

k
€y r .
mindestens (2) f(n) der S (e;) vorkommt. Es seien diese Kanten (von @)

i
o
By -« vp By, B> (9‘—) f(n). Diese Kanten bestimmen einen Teilgraphen
G (n; w) von ¢, und nach einem Satz von GArnal und mir [2] enthilt aber
: o 2u
G (n; u) einen Kreis mit mehr als — Knotenpunkten.
n

Dieser Kreis und 7, .. ., y bilden unser C%, damit sind die Sitze 2
und 1 bewiesen.

Es ist leicht einzusehen, daB Satz 2 (mit Ausnahme des Wertes von ¢)
scharf ist. Um dies einzusehen, definieren wir einen Graphen G wie folgt:
Die Knotenpunkte sind x, ..., xlﬂl’ Yis oo y[“_;ll. Die Kanten sind

5 e

2

. n L[+ A
@, yhl <t < [2—], t=j= [—2-— , (@, ;) ist dann und nur dann
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Kante unseres Graphen, wenn fiir ein ganzes ¢

Y b urd, 0 o 18D

w9y

n n

#
ist. Offenbar hat unser Graph mindestens -

4
n
hait kein ') mit m > f(—
n

Es ist etwas schwerer einzusehen, dafl unser Graph auch kein P, mit

G!lf(?i) enthilt. Sei P,

it

-+ ¢3 f(n) Kanten, aber er ent-

in ¢ enthalten. Zunéchst zeigen wir, dall P,

H =
s

keine zwei Knotenpunkte y, und y, enthalten kann, mit

thm) _ 0+ 1))

n n

(2)

Der folgende einfache Beweis stammt von T. Garrar. Jeder Knoten-
punkt von £, muf} in einem Dreieck von P, enthalten sein, es gibt aber
offenbar kein Dreieck, welches die Knotenpunkte y, und z, enthélt. Be-
trachten wir eine durch P,, bestimmte Triangulation der Ebene. Nehmen
wir an, daf} P,, zwei Knotenpunkte, die (2) befriedigen, enthélt. Dann kann

man die Dreiecke der Triangulation in zwei Klassen einteilen. In der ersten
Klasse sind die Dreiecke, die mindestens einen Knotenpunkt

wer -
1 v

enthalten. Diese Dreiecke enthalten dann mindestens zwei solche Knoten-
punkte. In der zweiten Klasse sind die Dreiecke, die keinen solchen Knoterni-
punkt enthalten. Zwei Dreiecke, die in verschiedenen Klassen sind, kénnen
aber, wie leicht ersichtlich, keine gemeinsame Kante enthalten. Es ist aber
unmittelbar klar, daB man die Dreiecke einer Triangulation nicht in zwei
solche Klassen einteilen kann. Daher kann P, keine zwei Knotenpunkte,
die (2) befriedigen, enthalten. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kénnen wir nun annehmen, daf die Knotenpunkte von P,

_fm

Tiasady A Yeers Py P n

I/

sind. Betrachten wir wieder eine durch P, bestimmte Triangulation der
Ebene und die in P,, vorkommenden Kanten (y;, ;), 1 = i <j = v. Nach
dem Euvnrrschen Polyedersatz bestimmen diese Kanten héchstens 2 ¢ — 4
Gebiete, und es ist leicht ersichtlich, daB in jedem dieser Gebiete hichstens
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t) £
f( . Daher ist m < i(n_j
7

ein 2; liegen kann. Daher gilt u = 2v — 4 <

?

also ist Satz 1 scharf.
Satz 3. Zu jedem & > 0 existiert ein 0 = d(e) so, daf jeder G (n; % (1 + e))

fiir jedes m < onom = 4, m =+ 5 und m = 7 ein P,, enthdll.

Fiir gerades m ist der Beweis von Satz 3 sehr dhnlich dem Beweis von
Satz 1 und 2. Anstatt des Satzes von (GGALLAT und mir mufl mai aber folgen-
den Satz anwenden [4]: Jedes @ (n; [t n¥/*]) enthiilt ein O, fiiralle 2 = 1 < ¢; 2.

Fur ungerades m ist der Beweiz von Satz 3 etwas komplizierter. [ch

72
zeige, daB jeder ¢/ (n; 3 1+ e)) fiur alle 6 < 2m < én ein C'Y mit den

Knotenpunkten x, . . ., @y, ; Y1, ¥2. ¥3. ¥ und einen weiteren Knotenpunkt z
der mit %, ¥-. y; und mindestens drei der z;, Ty s Xy, T, 1) = iy = 13 (mod 2)
verbunden ist. Der Beweis ist nicht ganz einfach, und wir unterdriicken ihn.
Wie mir Herr BorLoBAs zeigte, enthilt dieser Graph ein P,, .. mit den
fc:lgend9n Kanten: z .lst mit .r?_i;. z, ..is,’ §f|.: Yo, y:, Verbund(?n, J,’.-]St r_nit allen
2; s verbunden, i, mit den i, =) iy, ypmitden &, 6 = = 4y und yy
mit den x;, iy = j = ¢, unser P,, s enthilt noch das C,, (z,. ..., 2,,).
Es bleibt noch der Fall m = 9. Wir erhalten offenbar ein drei-
kromatisches Py, indem wir zwei Oktaeder auf einer Seitenfliche zusammen-

kleben. Es folgt unschwer aus [4], daB unser (*(n ?4 + £)) dieses P,

enthilt.
Es ist leicht ersichtlich, dall fiir m — 4, 5 und 7 kein drei-kromatischer
P, existiert., daher enthilt der drelkroma-tlsche TrrAxsche Graph (7]

G(n; [%]) kein solches; es ist also leicht ersichtlich [6]. daB jeder
n? . y
G(?z; [E] - 1) fiur alle 3 = m = oén ein P, enthilt.

Satz 4. Fiir jedes k und n > ng(k) enthdlt jeder ¢ (n [ ) n(l + e)])
fitr irgendein m ein CF.

Der Beweis ist recht kompliziert, und wir werden ihn bei einer anderen
Gelegenheit publizieren. Vielleicht gilt Satz 4 schon fiir alle

o] 50)

n? n—1
Der folgende & (ﬂ-; [ ‘1] 2z —% —]) enthilt kein P, mit m > 3.
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By x[,iil, Wiz v ylﬂl sind die Knotenpunkte. Die Kanten sind
2 2]
R A | k. . i L
(@, ), 1 =i = ——lhil=gs ryg weiter ist ; auch mit jedem a;

2 {
verbunden. Vielleicht aber enthélt jeder ¢ (n; [z—] -+ [7—!' :—]) ein P, mit

m > 3.
Zunéchst wollen wir noch ohne Beweis folgenden Satz aussprechen.

Satz 5. Zu jedem ¢ > 0 und m existiert ein 6 = d(e, m), so daf jeder
G (n; ?; (1 + e)) ein C" enthdlt.

Der Satz ist scharf in dem Sinne, daB, wenn m gegen unendlich
strebt, dann fir jedes ¢ < % d(e, m) gegen O sirebt.

Es ist von Interesse, Satz 5 und Satz 2 zu vergleichen. Beide Sitze

9

ﬂ_
garantieren, dall unser & (n; " 1+ e)) ein C%® enthalt, aber in Satz 2

kann 7 und in Satz 5 k von der GroBenordnung » werden, und beide Sitze
sind in gewissem Sinne scharf.
Der Beweis von Satz 5 kann mit den Methoden von [5] gefiihrt werden.
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