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Uber eine geometrische Frage von Frrs-Tarn

Fejis-Tote bewies folgenden Satz (vel (11}

Es sei S eine abgeschlossene Menge der Ebene mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
S,, ias zu S lkongruent ist, die Menge S — 5N S, gusammenhingend sei. Dann ist §
eine Kreisscheibe (Halbebene) oder das Komplement einer offenen Kreisscheibe oder
die ganze Ebene, oder leer.

Frprs-Tdte fragte uns, wis nus diesem Satz wiirde, wenn die Bedingungen der
Abgeschlossenheit pder der Zweidimensionalitiit fallen gelassen wiirden, Um die
Antwort einfacher auszudriicken, gebranchen wir folgenden Begriff:

Defimition. Eine Menge S hat die F-Eigenschaft filr die Transformationsmenge T,
wenn 5 — 508, susammenhiingend ist fir jedes S, das aus S durch eine Trans-
formation aus T entsteht.

Satz I, Es sei § eine Teilmenge von E* mit der F-Eigenschaft fiir Spiegelungen an
Ebenen. Dann ist der Rand, 05, von S eine Kugellliche (mdglicherweise degencriert
2u einer Ebene, einem Punkt, der Nulimenge). Der Teil 05 N S des Randes, derzu S
gehiet, besteht ans ciner Kugelkappe (im ebenen Falle sur Kreisscheibe degeneriert)
deren Anteil an {hrem Randkreise aus einem (mbglicherweise leeren) Kreishogen
bestelit.

Diiese Satz Lisst sich olfenbar anf beliebige Hilbertsche Riéume und sphiirische
Riume verallgemeinern, aber da dadurch die vollstiindige Beschreibung von 8
kompliziert wiirde, beschriinken wir uns hier anf den dreidimensionalen Fall. In
unserem Satz geniigt es, Splegelungen zu gebrauchen. Frjes-Tora teilt uns mit, dass
in seinem Beweis nur orientationserhaltende Kongruenzen verwendet werden, Wenn
wir uns auf diese Kongruenzen beschriinken, so wird selbst in der Ebene FEjEs-Tdras
Resultat ohne die Annahme der Abgeschlossenbeit vollig ungiiltig. Mit Hilfe trans-
finiter Induktion beweisen wir

Sats 2. Es gibt in der Ebene (such in jedem hdherdimensionalen Raum) eine
Menge S, die zgugleich mit ihrem Komplement fiberall dicht ist und die F-Eigenschaft
flir orientationserhaltends Kongroenzen hat.

s wiire von Interesse, #u entscheiden, ob solche Mengen auch ohne transfinite
Induletion konstrujert werden kiinnten, zum Beispiel ob o5 Bovelsche oder analytische
Mengen dieser Art gilit,

Beweis von Satz [, Defimibion: Eine Menge heisse kreiskonpex, wenn sie jeden Kreis
in einer zusammenbingenden Menge und jede gerade Linie in einer zusammenhiingen=
den Menge oder deren Komplement schneidet.

Lemma [. Eme Menge ist kreiskonvex dann und nur dann, wenn ihr Komplement
kretskonvex ist.

Lemma 2. Es sei 5 eine ebene kreiskonvexe Menge mit Rand 5. Dann st 45 ein
Rreis (miglicherweise zu einer Goradien, einem Pankt oder der Nullmenge degeneriort)
und 45 N S ist daher ein Kreisbogen (eine Strecke, das Komplement einer Strecke,
ein Punkt, leer).
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Bewers. Nach unserer Definition ist cine kreiskonvexe Menge auch profekiiy
konvex. Nach H. Kyeser (2] enthiilt entweder dig Menge oder ihr Komplement eine
gerade Linie und ist daher mit einer konvexen Menge oder deren Komplement
projektiv diguivalent, oder sie ist durch zwei gernde Linien begrenet. Im letzteren Fall
ist die Menge offensichtlich nicht kreiskonvex, Wenn im ersten Fall der Rand, 05,
aus zwei konvesen Kurven besteht, so mnss o5 einen Rreis geben, der die beiden
Kurven beriihrt, und 5 ist daher nicht kreiskonvex, Wenn nun 45 eine unendliche
kKonvexe Kurve, aber nicht eine gerade Linie ist, dann gibt es anf ihr Punkte, #, an
denen die Krilmmung, #, existiert und positiv (oder (oc ist. Ein Kreis mit Kritmmung
< x, der d5 in p tangiert und in der gleichen Richtung gekriimmt ist, schneidet
dann 35 in dem isolierten Punkt p und anderen Punldten so, dass S micht kreiskonvex
ist. Es sei endlich 25 eine geschlossene kanvexe Burve, so set $ ein Punkt, an dem die
Krtimmung » existiert (oder x — oo}, Nach dem obigen Argument muss jeder Kreis K
mit Kriimmung < %, der 05 in p tangiert und in der gleichen Richtung gekritmmt ist,
die ganze Kurve d5 enthalten, withrend jeder Kreis & mit Krilmmung = x, der 05
in # tangiert und in der gleichen Richtung gekriimmt ist, in 45 enthalten sein muss,
Dias ist nur miglich, wenn 85 selbst ein Kreis ist,

Lemma 3. Die kreiskonvexen Mengen des dreidimensionalen Raumes sind genan
die in Satz 1 beschriebenen Mengen.

Bewers. Es sei 5 vine kreiskonvexe Menge in £%. Nach Lemma 2 schneidet 45 jede
Ebene in einem Kreis {gerade Linie, Punkl, Nullmenge). Das ist bekanntlich nor
méglich, wenn ¢5 selbst eine Kugel (Ebene, Punkt, Nullmenge) ist. Die Forderungen
filr 5 NS felgen unmittelbar aus Lemma 2,

Lemmsa f. Eine Untermenge; 5, eines Kreises oder einer Geraden mit der F-Eigen-
schaft tir die Splegelungen des Kreises (der Geraden) aof sich selbst ist ein Kreis-
bagen (der ganze Kreis, ein Punkt, leer), cine Strecke (ganze Gernde, Halbgperade,
Punkt, leer) oder deren Komplement,

Beweis. Die Spiegelung an der Geraden g liisst die Punkte S 0 ¢ fest, Das Spiegel-
bikd %; von 5 muss daher alle Punkte von 5 auf einer Seite von ¢ enthalten, da sonst
5 — 5M 5y Punkte auf beiden Seiten von g aber keine g-Ponkte enthielte, also
nicht zusammenhingend wire. s ist daher nicht méglich, zwei getrennte gleich-
gerichtet kongruente Kreishligen (s, f) und (&, §) au finden, fitr die s, 5, 25 und
t, 4, &5, da es sonst eine Spiegelung s —#, und { < s, pibe.

Betrachten wir zuerst den Fall, in dem § aul einem echten Kreis - sagen wir dem
Einheitskreis — liegt. Wenn S weder der ganze Kreis noch leer ist, so gibt es zwei
Punkte t=¢"¢ 5, 5= ¢S mit beliebig kleinem Abstand; wir kénnen ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass o =0, 0 << v und dass es Punkte
&' ¢ § mit beliehig kleinem 7' > O gibt. Nach der obigen Bemerkung ist also fiir
jedes 5, = e™me§ mit T< g, < 2m— 7 anch =™ S und fir jedes ¢, =
FhgSmit 2v< 7, < 2xyauchf,=glvrgs,

Wenn estun s, = ¢'*eSmnd f,=¢ ¢S gibe,soduss Er <y < 7y = 2m— 21,
dann hiitten wir die Punkte

g gt e & e R0 1,0 [_"’.".'__."_ﬂ}
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und : i
=y g 5§ far f=u,1,...,[3-“ -T-“-].
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sonderen kénnten wir also

TStk n—irt < gt lr<ny—-0{—1Nr<2=z
pe r<~lr<mthkr<m—(—-Lr<o+R+1)r<2n
finden. In beiden Fillen gibe das zwer getrennte gleichgerichtet kongmente Kreis-
Idigen der Linge |{z; — o) — (¢ + &) ¥| mit einem Endpunkt in 5 und dem anderen
im Komplement von 5. Wie oben bemerkt widerspricht dies der £-Eigenschaft: Da 7
biliebip klein pewiihlt werden kann, folgt nun, dass iiberhaupt die Bedingung
0<igy< 75< 2 mit £™e 8, £%¢S nicht erflillbar ist. Mit anderen Worten:
§ ist ¢in Kreishbogen {9 |0 < e = o = 27},

Im Fall dass S auf einer Geraden liegt, zeigt man auf ganz analoge Weise, dass
vier Punkte s <0 4 <<'s; < 4, mit s, 5, £ 5 4, § £ 5§ der F-Eigenschaft widersprechen
witrden. Es muss also S aus einer Strecke {(Gerade, Halbgerade, Punkt, Nullmenge)
oder deren Komplement bestehen.

Satz 1 folgt nun, da eine Menge der F-Eigenschaft fiir Spiegelungen an Ebenen
nach Lemma 4 kreiskonvex ist und daher nach Lemma 3 die angegebenen Eigen-
schaften besitat.

Der Begrifi der F-Eigenschaft wirft viele intereszante Fragen ani. Zum Beispicl
hat jede projektivkonvexe Menge die F-Eigénschaft fiir Translationen, das fithrt 2
fulgender Frage!

FProblem. 1st jede abgeschlossene Menge eines reellen Yektorraumes mit der
F-Eigenschalt fiir Teanslationen projektivkonvex? In der Ebene lisst sich dieses
Problem leicht positiv beantworten. In hheren Dimensionen scheint die Antwort
komplizierter, =

Beweds von Salz 2, Wir konstruieren eine ebene Menge 5, die gleichzeitie mit ihrem
Komplement {iberall dicht ist und die Elgenschaft besitat, dass fir jede Menge 5,
die aus 5 durch nichtidentische orentationserhaltende Kongruenz entsteht, die
Menge 5 — 51 5, jede die Ebene trennende Menge trifft. Diese Konstruktion ge-
schieht durch transfinite Induktion. Wir wohlordnen die Punkte {X} der Ebene,
die nichtidentischen onientationserhaltenden Kongroenzen {T,} der Ebene und die
abgeschlossenen Mengen [M,} der Ebene, die die Ebene trennen, nach dem initiellen
Ordnungstyp der Michtigkeit €. Es seien nun fir die Ordnungstypen § < =,
(|2 ] << €}, die Mengen 5, und 54 so definiert, dass

(Sy— TSNS nMy 0 und (53— T (S nS)nMy + O fir alle b= §

1 i 3 5 3 - ot
i |Sa| <€y |Spl <€, SHnSH=0.

Dann setyen wir 5, = U,y V, und 8§, = Uiu Ve, e, =ﬂ.l;J Syund UL '—_U S
o FE .
Die Mengen 7, und ¥, werden selbst induktiv definiert durch V,=U Ve und
A<z
Vi=u I-";r“ Wi Ir'xﬁ aus dem ersten Element J-!L'T, ¥om M,ﬁ besteht, das nicht Fix-

i 2
purnlkt einer der Transformationen Ty, 8 < o ist und fir das

X e uUV, ud TAAAX)eU,0UV,, forale d<a.

g fi il



14 Uingelbste Probleme

Dl *”,.1 € und die rechisgeschriebenen Mengen von einer Miachtigkeit <
muss 50 ein X, mdiﬁtiﬂl;["l‘l, Wir definieren nun

Vi "d'_-_-l Ty UV aah W XD

wo X, das erste Element von Mlﬁ. ist, das nicht zu &, W' Vs gehiiet,
<

Wenn nun 5 = U 5., dann enthdlt fiir jedes I".?uau'F von Ordinalzablen g, 3
(18], 1y <C) die Menge (§— T4S)) 0 M, die Punkte von ¥, fir jedes
o = max{f, y}. Die Menge 5 — T 4(5) ist also zusammenhangend und S ist tiberall
dicht. Andererseits trifft die Komplementirmenge 5" = U S, nach Konstruktion
auch jedes .i'l-fT, ist also sicher fiberall dicht,

Mit derselben Methode kinnte man folgende Verallgemeinerung von Satz 2
beweisen :

Satz 2, Essei T eine Menge von sineindeutigen Abbildungen eines recllen Vektor-
raumes ¥ oder Dimension <0 g, i sich, so dass |T| =€ und die Fixpunkte von
weniger als © Abbildungen ans T den Raum nicht trennen. Dann gibt es eine Menge
S V, die zugleich mit ihrem Komplement @iberall dicht ist und die die F-Eigen-
schaft fiir 17 hat Pavr Ernis, Mathematisches Institutl, Budapest und

E. G. Stravs®), University of California, Los Angeles
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Ungeloste Probleme

Nr. 49, Es hezeichne R den dreidimensionalen suklidischen Raum, Z e R einen
fest gewiihlten Ursprung und A4 C K einen eigentlichen Eikérper, der den Ursprong
enthidlt, so dass fortab stets £ ¢ A voranspesetzt 15t Bedeatet V' odas Volumen, so
gilt offenbar V(A) > 0. Ferner hezeichne E, C R die durch Z hindurchgehends
Ebene, deren Normalenrichtung durch den Einheitsvekitor o gegeben ist. Schliesslich
soll £ den ebenen Flicheninbalt anzeigen, so dass f {4 N E) die Schnitt{liche dar-
stellt, welche die Ebene X, ans dem Eikdirper A ausschneidet.

Unser Interesse gilt den beiden durch die Ansdtze

p=supink [f(4 0 B [V{A)]-2 ()
g = inf sup [f(4 0 E)S [V(4)] (2)

definterten Zablwerten. Die Existenz von ¢ ist trivial, diejenige von @ ergibt sich
weiter nnten.

Das mit (1) angesetete Problem in etwas anderer gleichwertiger Weise formuliert,
lantet wie {folgt:
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