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Legyen H egy m szdmossagi ponthalmaz az n-dimenzids térben. A H pont-
halmaz T-tulajdonsdgu, ha barmely két pontja kdzotti tdvolsdg kiilonbdz6 — azaz,
ha barmely négy pontja hat kiilénbozé tdvolsdgot hatiroz meg. A kontinuum-
hipotézis felhaszndldsa nélkiil bebizonyitottam [l], hogy ha H tetszbleges m szamos-
sagll ponthalmaz az n-dimenzios térben, akkor mindig van oly H,C H, melyre
|H,| =|H|=m, s melynek megvan a T tulajdonsdga [2]. (|H| a H halmaz szdmos-
sdgdt jelenti.) Vildgos, hogy e tétel nem vihet6 dt a Hilbert térre '. Legyen ugyanis
2y, 2, ... végtelen sok pont a Hilbert-térben, z, n-edik koordindtdja 1, a tobbi
koordindtdja 0 (azaz z,={x,, X,, ...,}) ahol x,=1,x,=0, ha i=n. Vildgos, hogy
d(z;, zj)-:lfz minden | =i—=j esetén. Els6 pillanatban remélhetd lenne, hogy nem
megszamldlhaté halmazokra tételiink taldn igaz marad. Oxtoby és én azonban
kimutattuk, hogy ha P a pozitiv valds szimoknak tetszés szerinti mindeniitt sird
halmaza, akkor mindig van a Hilbert-térben olyan 8; szdmossdgi H halmaz
(H ezen tal mindig a Hilbert-tér egy részhalmazadt jelenti), melyre D(H)c P, ahol
D(H) az 6sszes d(x, v), X€ H, vy H szamok halmazdt jelenti. Kakutanival azt is
kimutattuk, hogy van olyan kontinuumnyi szamossdgi H, melyre D(H) minden
eleme egy taciondlis szam négyzetgydke. Ki fogjuk tovdabba mutatni, hogy van
olyan H, melyre |H|=¢ és H minden hdromszoge egyenldszdri.

Régebben egyszer azt dllitottam, hogy van oly H, melyre |H|=c és D(H)
minden eleme raciondlis [2]. Ezt az dllitdst azonban nem tudom bebizonyitani.
Altaldban a kontinuum-hipotézis feltevése nélkiil nem tudjuk eldénteni, hogy ha
P tetszéleges, mindeniitt str(i halmaza a pozitiv valds szamoknak, akkor van-e
oly H, melyre D(H)C P és |H|=¢? Ha feltessziik, hogy ¢ =1,. akkor Oxtobyval
valo tételiimk szerint van ilyen H.

A kovetkezdkben ismertetem e tételek egyszer(i bizonyitdsat.

1. tétel. Van oly H, melyre |H|=c és D(H) minden eleme egy raciondlis szdam
négyzetgyoke.

H konstrukciojdhoz felhaszndljuk a kovetkezd ismert tételt [3]: Létezik
az egész szamoknak kontinuumnyi sok részhalmaza, hogy barmely kettének kozds
része véges. E tételre tobb egyszerii bizonyitds adhatd — taldn a legegyszeriibb
a kovetkezd, melyet Rényi Alfréd kozolt velem. Legyen 1 <=o<=2 tetszés szerinti

! Hilbert téren itt az olyan {v;, x:, ...} valos szamokbol dlld sorozatok terét értjik, melyre
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valds szdm. Az A, sorozat elemei az o/* '-[2"1] n=1,2, ... egész szamok ([x] x egész
részét jelenti). Nyllvan a® =a'lf) hanzm,és l<a; f< %) Ha o = fi, akkor vildgos,
hogy elegenddé nagy n-re [2"'2]=[2"f]. E két megjegyzésbdl azonnal kovetkezik,
hogy A, A, véges.

Mdrmost a H halmaz z,,1=o0<=2 pontjait kovetkezéképpen konstrudljuk:

l—, n=1,2,.... A tobbi koordindta 0. Konnyl

a z, pont a/®-adik koordindtdja o

beldtni, hogy d(z,,z)? raciondlis szdm (ugyanis > 1/2*" raciondlis, s e szdm
n=1

raciondlis marad, ha az Osszegbdl véges sok tagot elhagyunk). Ezzel tételiink

igazolva van.

Konny( beldtni tovdabbd, hogy H halmazunk barmely hdromszdge egyenld-
szdrt és hegyesszdgii. Hogy ezt beldthassuk, megjegyezzuk hogy ha A,(14; nem
tires, akkor van egy n, hogy al¥ =a'® 1=m=n esetén, de a* _za,‘,;'“, ha m=n
(azt mar megjegyeztiik, hogy af,ﬁ'L’ ,J—a,',f” ha m #m,, azaz, ha az A, és A, sorozatok
egyszer elvdltak., akkor attdl a helyt6l kezdve diszjunktak.) Legyen marmost
Zyys Zays Z4 Ddrom pontunk, s legyen d(z, , z,,) a hdromszog legkisebb oldala, vagyis
a z,-ak definicioja miattaz A,, (1 4, halmaz szémms'ciga a legnagyobb: ebbdl azonban

nyilvdn kovetkezik, hogy |4, MA4,,|=|4, MA4,|=4,,NA4,,, azaz
(I) d(qu £l "«2) — d(zgj ’ -'ng = d(‘-'a] ] 9;3
(1) miatt a (z,,. z,,. z,,) hdromszdg egyenldszdrii és hegyesszogi.

Legyen ;H|::R',. Akkor minden £=0-hoz van hdrom pont H-ban, hogy

az dltaluk meghatdrozott hdromszog legnagyobb szoge nagyobb, mint 5 8

Valoban, a Hilbert-tér szeparabilitdsabol azonnal kovetkezik, hogy H-nak van egy
siirisddési pontja, mondjuk z. Legyen z, tetszbleges, z,, és z,, H-nak két z-hez
clegendden kozel levé pontja, akkor nyilvdn a (z,,, z,,, z,,) hdromszog z, -nél levé

szoge <=2e, ezért hdromszogiink legnagyobb szdge nagyobb, mint g - &

I, tétel. Legyen P pozitiv szdmok tetszés szerinti mindeniitt siirli halmaza.
Akkor van oly H, melyre |H|=8, és D(H)C P.

Valamivel élesebb tételt fogunk bizonyitani. Ki fogjuk mutatni, hogy létezik
oly H, melyre |[H|=R,, D(H)C P és tovdabbd minden véges k =2-re H bdrmely
k eleme linedrisan filiggetlen, azaz nincs H-nak &k olyan pontja, mely a Hilbert-tér
egy (k—2)-dimenziods alterében van.

H-t transzfinit indukciéval konstrudljuk meg. Tegyiik fel, hogy mdr konstrudl-
tunk egy véges vagy megszdmldlhaté H, halmazt, melyre D(H,)C P, s melynek
elemei linedrisan fiiggetlenek. Minthogy H, véges vagy megszdmldlhatd, pontjait
elrendezhetjiik egy z, z,, ... véges vagy w-tipusi sorozatba. Most bebizonyitjuk,
hogy mindig taldlhaté a Hilbert-térben olyan z pont, melyre d(z, z,) P-ben van
minden n-re, tovdabbd bdrmely k=2-re é z;,...,z, minden vilasztdsa mellett
Z, Ziys ..oy 2y, ines a Hilbert-tér egy (k — 1)-dimenzids alterében. Ha ilyen z létezését
bebizonyitottuk, akkor transzfinit indukciéval kénnyen kovetkezik, hogy van oly H,
melyre |H|=§,;, D(H)c P, tovdbbd minden véges k =3-ra H bdrmely k eleme
linedrisan fiiggetlen — azaz a 11. tételt bebizonyitottuk.

fgy tehdt csak a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd z 1étezését kell bebizonyi-
tanunk. Jeldlje r(z;, p;) a Hilbert-tér azon pontjainak halmazdt, melyek tdvolsdga
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z-tél p;. Tegyuk fel, hogy 1 =i=n-re mdr megvilasztottuk a p;¢ P szdmokat gy,
hogy az R, = ﬂ r(z;, p;) halmaz atméréje pozitiv, de kisebb, mint 1/2". Egyszer(i
i=1

geometriai meggondolds mutatja, hogy R, egyetlen pontja sincs a z,, ..., z, pontok
dltal feszitett altérben. Ha a Hilbert tér z pontja a z,, ..., z, pontok dltal feszitett
linedris térben van, akkor R, minden pontja egyenlé tdvol van z-t6l, ha viszont
z nincs e linedris térben, akkor a d(z, w), u€ R, szdmok nyilvdn egy intervallumot
alkotnak. Minthogy feltevésiink szerint z, ., sincs a z;, ..., z, dltal feszitett altérben,
a d(z,.q. 1), uc R, szamok egy intervallumot alkotnak. Minthogy P ezen inter-
vallumban mindeniitt siirlin van, egyszerii geometriai meggondolasbdl kovetkezik,
hogy van oly p,.,€P melyre az R, r(z,.q, po+1) halmaz dtmérbje pozitiv, de
kisebb, mint ; +1. Az R, n=1,2, ... halmazoknak kozds része nem iires. Ha
a zy, ... pontok szdma véges, akkor ez nyilvanvald, minthogy minden n-re az egy-
mdsba skatulydzott halmazoknak pozitiv az ;itmérc’ije Ha a z,, ... pontok szdma

végtelen, akkor a Hilbert-tér teljessége miatt ﬂ R, egyetlen pontbdl 4dll. Legyen

mdrmost z€ R, minden #-re. Nyilvdn d(z, ,,)EP minden n-re és minthogy R,
egyetlen pontja sincs a zy, ...z, pontok altal feszitett altérben, rogton nycuuk,
hogy minden n=2-re z sincs a Zi s ooy 7, dltal feszitett altérben. Ezzel a Kividnt
z létezése ¢s igy a 11 tétel be van bizonyitva.

A 11. tétel bizonyitdsandl haszndlt modszer nyilvan nem alkalmas annak eldonté-
sére, van-¢ egy kontinuumnyi szamossdglt H halmaz ugy, hogy D(H)C P

Egy Rado-val vald tételembdl [4] azonnal kdvetkezik, hogy ha z;, ... végtelen
sok pont a Hilbert-térben, akkor mindig van egy vegfe!en részsorozat, z;.
melyre a kovetkezd négy eset valamelyike teljesiil: 1. barmely két z;, kozotti ta\o]-
sig kiiionbdzd (azaz a z;, ... halmaznak megvan a 7 tulajdonsdga), 2. barmely
két z; kozotti tdvolsdg egyenld, 3. legyen r—=s,u<uv, d(z;, z;) =d(z;,, z;)) akkor
és csakis akkor, ha r=u, 4. d(z;, z;) =d(z; , z;,) akkor és csakis akkor, ha s=uv.

Nem sikeriilt eldontenem a kovetkezd kérdést: Legyen |H|=m=¥8,. Igaz-e,
hogy van oly H,c H, |H,| =m, mely nem tartalmaz egyenl6oldali hdromszoget?
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GEOMETRICAL AND SET-THEORETICAL PROPERTIES OF SUBSETS
OF HILBERT-SPACE

P. ERDOS

The author proved in a previous paper without assuming the continuum-hypothesis that if S
is a subset of n-dimensional space then S contains a subset .S; of power m so that all the distances
between points of S, are distinct. Oxtoby, Kakutani and the author showed that if P is any denu-
merable dense set of positive numbers then there is a set H in Hilbert space of power &, so that all
the distances between points in H are in P, further there is a set H, of power C in Hilbert space so
that all the distances between points in /), is the square root of a rational number. We do not know
if all the distances can be rational.

Is it true that if H is a set of power m in Hilbert space then H has a subset of power m which
does not contain an equilateral triangle?
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