EGY KOMBINATORIKUS PROBLEMAROL

ERDOS PAL és HAINAL ANDRAS

Legyen & tetszdleges halmaz, f(A4) egy halmazfiiggvény, mely % minden véges
A részhalmazdhoz . — A egy X elemét rendeli. Ha &, .9, % egy tetszbleges rész-

halmaza, akkor
%)= U 14

A9

ahol A4 végigfut %, minden véges részhalmazdn. Az %, halmazt akkor nevezziik
fliggetlennek, ha &7, N F(%,) iires. Egy régebbi dolgozatunkban bebizonyitottuk [1],
hogyha || =g, akkor mindig van oly f(4) halmazfiiggvény, hogy &-nek nincs
végtelen fiiggetlen részhalmaza. Eldontetlen maradt az a kérdés, hogyha || =R,
van-e akkor #-nek végtelen fiiggetlen részhalmaza [1]. Ezt a kérdést most sem
tudjuk eldonteni, csak megjegyezziik, hogy az igenld vdlasz azonnal kdvetkezne,
ha ki tudnok mutatni, hogy minden |%|=N,-hez és f(A) figgvényhez van oly
S, [P =8, melyre
|'90_F(’gjl) = &(-'J‘

Ily %, halmaz létezése azonban valosziniileg eldonthetetlen. Az ily %, halmaz
létezése Osszefiigg a Johnson algebrdak létezésének problémdjdval [2].

Ezen dolgozatban nem fogunk e mély halmazelméleti kérdésekkel foglalkozni,
hanem ¢ problémdk véges analogonjait fogjuk vizsgdlni. Legyen |& =n-=2¥8,, h(n)
legyen az a legnagyobb szdm, hogy minden f fiiggvényre &-nek van egy ., fiiggetlen
részhalmaza, melyre |%,|=/h(n). H(n) legyen az a legkisebb szam, melyre van
oly f figgvény, hogy minden &, .% halmazra, melyre |%,|=H(n), F(¥,)=%.
h(n)-re csak nagyon gyenge alsé és felsd becslésiink van, de H(n)-re meglep6en jo
becslésiink van. Fenndll ugyanis a kdvetkezo

TETEL. Legven n=ny&). Fenndll

logn _logn  (3+e)loglogn
log 2 Ho = log2 = log 2
: v o s . o i AT G ogn oo
Az also becslés trividlis. Ugyanis |F(%,)| =272 ésigy H(n)= g2 Konnyi

beldtni azonban, hogy H(n)=logn/log2. Legyen ugyanis ACY, BC.%, |A|=
=|B|=2, f(A)=f(B) és AC¥,, BC¥, (ily A és B nyilvin van, minthogy [Z} =n
ha n=3). Nyilvdnvalo, hogy [F(¥,)| <2/%: és ezért H(n)=log n/log 2.
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log n
log 2

n=co -

Valoszinlinek ldtszik, hogy lim [H(n) ]— ==, de ezt nem sikeriilt

bebizonyitanunk.
A felsé hatdr bebizonyitdsa nehezebb lesz. Be fogjuk bizonyitani, hogy egy
bizonyos szempontbdl majdnem minden [ filiggvényre igaz, hogy minden
log n (3 +s)]0g]0gn

S [l log 2 log2

ezt beldthassuk, legyen r—[log”

kielégiti az F(¥;)=% egyenldséget. Hogy

(34+¢)loglogn
2 log2
csak & t elemi részhalmazain fog]uk tekinteni. Legyen

]. Az [ fiiggvényt ezentul

F'(#) = U f4)

AT
ahol A végigfut &, Osszes ¢ elem(i részhalmazain. Nyilvan F'(%,)C F(%,).

Az osszes [ fiiggvények szama nyilvdn (n—r)(‘)‘ Hogy ezt beldthassuk meg-
jegyezziik, hogyha || =1, akkor f(%;) n—t kiilonbozd értéket vehet fel, és hogy

%o ; - n
& t elemli részhalmazainak szdma (r)

Legyen mdrmost %, & egy tetszbleges 2¢ elemii részhalmaza. Feliilr6l meg-
becsiiljiik azon [ fiiggvények szdmdt, melyekre F(%,)#%, azaz melyekre F(¥,)
& valodi részhalmaza. Legyen x % egy tetszbleges eleme. Hdny olyan [ fiiggvény
van, melyre x¢ F’(%,)? Tegyiik fel el6szor, hogy x4 .%,. Akkor ezen f fiiggvények
szama nyilvdn

2t n 2
(l] (”_._Ir__ ])(i’)(n__r)(f)—{l‘),
ugyanis, ha &, %,, akkor f(%,)#x ésigy f(¥,) szdimdra csak n—1— 1 vdlasz-
tdsunk van. Ha viszont x€ %, és ¥, %, x¢{%,, akkor ezen ¥-ekre f(¥))

szdmdra megint csak n—7—1 valasztasunk van és igy a keresett [ fiiggvények
szdma ebben az esetben

2) —1—1) Y=y )-C),
(1) és (2) miatt az Osszes olyan [ fiiggvények szdma, melyekre van oly %,
melyekre F'(¥,)# %, legfeljebb ((1) és (2) és |¥,| =2¢ miatt)
{11—2.')(1:—:—1){?)(:1 } (Q')—I—Zr{ﬁ—!—]}(,f 1)(n—1) ) ) I)
) l 9
= n(”_r)(:.)_(zr‘ 1){n—(— I){m‘ Vo n(n— r)(:) [I ——i] ;

S, 2t elemii részhalmazainak szdama (;{], ezért (3) miatt azon fliggvények
szama, melyekhez van oly &,c.%, |%,|=21 F(¥,)#.% Kkisebb, mint

o A O
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Ha bebizonyitjuk, hogy n=n, esetén,

©) N < @—nl)
akkor van egy oly f, hogy minden %,c%, |, =2t halmazra F'(¥,)=%

(azaz F(¥,)=%) s ezzel tételiink be volna bizonyitva. Ezért elég (5)-6t bebizonyi-
tanunk. Hogy (5)-6t bebizonyitsuk elég lesz kimutatnunk, hogy

)=

Mdrmost, ha n=n, akkor 2t!=n ugyanis t!=e“ minden C-re, ha 1>7(C) és
t=log nflog 2. Ezért nyilvan

n n*t e 1 ) 8 i
R on<n? s L
[2.']”{2'” n [l ”] [I+n] }[H_n] ’

Tehdt elég lesz kimutatni, hogy
I 4t
2 - [l + ] 2
n

4 1
2tlogn = ~ log[l-E- n]

azaz

1 1 . e ; 4
log |1+ = b miatt elég kimutatni, hogy n=n, esetén

2n
4" = 4nt*logn
azaz
el [Iog n (}_—_H)]og_]ogn]
log 2 log 2
miatt

4(3+e}|cg10gn,f!og2 = 41310gn

ami nyilvdn teljesiil, ha n=mnye).
Mddszeriink kisebb vdltoztatdsdval nyerhetndk, hogy n=nye) esetén

logn JF(2+a} log logn

B = 1.e7 log 2

de egyel6re nem ldtjuk hogyan lehetne H(n)-et o(log log n) pontossdggal meghata-
rozni.
Tétellinkbol konnyen adodik egyrészt, hogy

logn+3 [og_lgg_n

h(n) = log 2

+ o(log log i)

masrészt h(n) >ck ahol k az a legkisebb szdm, melyre log,n<1, ahol log, n
a k-szor iterdlt logaritmust jelenti. Ugy gondoljuk, hogy tgy az als, mint a felsé
becslés nagyon messze van a valosdgtol.
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H (n) meghatdrozdsdra vonatkozo probléma a kovetkezé mdodon dtfogalmazhato:
Meghatdrozando az a legkisebb 7, melyre az % |%|=n halmaz legfeljebb ¢ elemii
részhalmazait be lehet osztani n osztdlyba gy, hogyha &, C.%, |¥,|=2t & egy
tetszés szerinti részhalmaza %, részhalmazai kozott mind az » osztdly eléfordul [3].
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Ob OJIHOV TIPOBJIEME KOMBUHATOPHUKU
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ON A COMBINATORIAL PROBLEM
P. ERDOS and A. HAINAL

Let S be a set of n elements. Let f(A) be a set function which makes correspond to every subset
A of § anelementof S—A. Put F(A)= U f(B) where B runs through all subsets of 4. Let H(n)

B A
be the smallest integer for which there is a function f so that for every S, =S [S,/=H(n) we have
F(S )=S8. We prove

log n
log 2

log n :
= H(n) = ——+3 log log n/log 2+ o(log log n).
log 2
5 ; logn
We conjecture lim | H(n) — —
log?2

n=-os 2

] = = but can not even prove H(n) = log n/log2+1.
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