KROMATIKUS GRAFOKROL

ERDOS PAL ES HAINAL ANDRAS

Egy G grifot akkor neveziink k-kromatikusnak (x(G)=k), ha szdgpontjait
be Iehet osztani k osztdlyba gy, hogy két egy osztdlyba esd pont sincsen Gsszekdtve,
s k —1 ilyen osztdlyba a szogpontokat nem lehet beosztani. Ha m végtelen szdmossdg,
akkor G-t akkor nevezziik m-kromatikusnak, ha szogpontjait be lehet osztani m olyan
osztdlyba, hogy két egy osztdlyba esd pont sincs &sszekdtve, de ha n<m, akkor
n ilyen osztilyba a szégpontokat mdr nem lehet beosztani. Ha G tartalmaz egy
k pontbodl dllo teljes grafot, akkor kromatikus szdama nyilvdin legalibb k. Tutte,
Zykov és Ungdr [10] egymdstol fiiggetleniil bebizonyitottdk, hogy minden k-ra
van oly k-kromatikus graf, mely nem tartalmaz haromszdéget. Erdds [3] valdszintiség-
szamitdsi modszerekkel bebizonyitotta, hogy minden k és /-re van k-kromatikus graf,
melynek minden koére legaldbb [/ élli. Lovdsznak sikeriilt ezt nemrég egy direkt
konstrukcidval kimutatnia. ErdSs és Rado [4] bebizonyitottdk, hogy ha m=§,
tetszés szerinti végtelen szdmossdg, akkor mindig van oly G grdf, melyben a szog-
pontok szdmossidga m, a graf nem tartalmaz hdromszdget, s m-kromatikus. A szer-
zGk [5] nemrég bebizonyitottdk, hogy e tétel a kdvetkezéképpen élesithet6: Legyen
m=R, €s / tetszGleges adott szdam, akkor van m szégponti graf, melynek legkisebb
paratlan kore legaldbb 2/+1 élt tartalmaz, s mely m-kromatikus. Igen érdekes
jelenség ezzel szemben a kovetkezd [5]: Legyen G tetszés szerinti szdmossdgi graf,
mely nem tartalmaz négyszoget (azaz 4 €Il kort), akkor =(G) =§,. ([3]-bdl viszont
rogton kovetkezik, hogy minden /-re van oly G, melynek minden kore legaldbb
1 él4, s melyre »(G)=x,.)

Ezen eredmények mutatjak, hogy egy graf kromatikus szdma lehet ¥,, bdr
a graf nem tartalmaz kis kort. E cikkben egy mds természetii idevdgé kérdéssel
fogunk foglalkozni. El6bb néhdny egyszer(i fogalmat kell bevezetniink. Legyenek
X1, eey X, @ G graf tetszés szerinti szdgpontjai. G(xy, ..., X,,) legyen az xy, ..., x,,
szégpontok dltal feszitett részgraf (azaz G(xy, ..., x,)-ben x; és x;, akkor és csakis
akkor vannak éllel osszekdtve, ha G-ben is &ssze vannak kétve). G szdgpontjainak
egy részhalmazdt akkor nevezzilk fliggetlennek, ha az dltaluk feszitett részgrafnak
nincsen éle (azaz, ha semmilyen szogpont sincs éllel osszekotve). f(G) jelentse a
G legnagyobb fiiggetlen halmazdnak szdmossdgdt, feltéve, hogy ez véges, — azaz
mds szoval: G-nek van f(G) szégpontbdl allo fiiggetlen részhalmaza, de mdr f(G)+1
szogpontl fiiggetlen részhalmaza nincsen. Egy G grdafrél akkor mondjuk, hogy
megvan a 7T, tulajdonsdga, ha minden véges m-re és minden x,, ..., x,, szégpontra
f(G(xy, ..., x,))=cm. Elsé pillanatban gy gondolhatndnk, hogy ha G-nek megvan
a T, tulajdonsdga, akkor »(G) sem lehet nagy. ¢=1-re ez majdnem nyilvanvald.
Ha ugyanis G-nek megvan a T, tulajdonsdga, akkor G-nek nem lehet pdratlan
kore, ti. ha xy, ..., X5 G-nek egy pdratlan kére lenne, akkor nyilvdn f(G(xl, .
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i szll)EI, s ezért G-nek nincs meg a T tulajdonsdga. Ezzel kimutattuk, hogy
ha G-nek megvan a T, tulajdonsdga, akkor pdros koriiljardsu, s igy x=(G)=2.
Ezek utdn taldn meglepd, hogy fenndll a kovetkezs

TETEL. Minden ¢ =%-hez és minden k szdamhoz van oly G, mely kielégiti a T.
tulajdonsdagot, s melyre »(G)=k.

Grafunk sz6gpontjai a k-dimenzios egységgdmb pontjai lesznek. Legyen e =¢(c)
elegendd kis pozitiv szam. Két pontot akkor kétiink &ssze éllel, ha tdvolsdguk na-
gyobb, mint 2 —¢. Ha 6 <2 — /3, akkor grdfunk nem tartalmaz hdromszoget, mert
minden, egy legfeljebb egységsugara korbe irhato hdromszognek, legaldbb az egyik
oldala = /3. Kénnyii beldtni viszont, hogy grdfunk kromatikus szima =k. G min-
den fiiggetlen halmazdnak dtmérdje ugyanis nyilvin =2 —e&. Borsuk [1] egy ismert
tétele szerint viszont, ha a k-dimenzids egységgémb feliiletét & halmaz egyesitési
halmazdra bontjuk, akkor legaldbb az egyik halmaz dtmérdje 2 (azaz legaldbb az
egyik halmaz zdrt burka tartalmaz diametrdlisan ellentett pontokat). Igy egy egyszer(i
bizonyitdst nyertiink a Tutte—Zykov—Ungdr tételre.

Most bebizonyitjuk, hogy elegendd kis e-ra grafunknak megvan a 7. tulajdon-
sdga. Mds szoval ki fogjuk mutatni, hogy ha xy, ..., x, a k-dimenzids egységgémb
feliiletének tetsz6leges pontjai, akkor ezen n pont koziil van m =en olyan x;, ..., x;_,
hogy bdrmely két x;, tdvolsiga =2-—e, ti. ezen esetben ez az m pont fiiggetlen.
Ezen m pontot egy igen egyszeri{i dtlagoldsi modszerrel fogjuk megkonstrudlni.
Elég lesz bebizonyitanunk, hogy van olyan 2 —& dtméréjii gombsiiveg, mely tobb,
mint ¢n x; pontot tartalmaz. Jeloljiik az egységgdmb felilletét Fi-val, elegendd
kis & mellett a 2 —g dtmérgji gombsiiveg feliilete S, nyilvdn kielégiti az

(1) Sy>=cF,

egyenlGtlenséget. Konnyli lenne ugy Fi-ra, mint S,-ra explicit formuldt taldlni,
de erre nincs sziikségiink.

Jeldlje S*az x; kdzépponta 2— & dtmérdjii gémbsiiveget (i=1,...,n). Ha az
S', ..., 8" siivegek a gombfeliilet minden egyes pontjdt legfeljebb cn-szeresen fed-
nék csak le, akkor fenn kellene dllnia az nS, = cnF, egyenl6tlenségnek. Ez (1)-nek
ellentmond. Tehdt van a gémbfelilletnek olyan z pontja, melyet az S?, ..., S" siive-
gek koziil en-nél tobb tartalmaz. Ha ezek a siivegek S, ..., §' (m=cn), akkor a
z kozépponti és 2 —e dtmérdjii siiveg tartalmazza az x;, ..., x;, pontokat. fgy be-
bizonyitottuk, hogy grifunk bir a 7', tulajdonsdggal, s ezzel teteliinket igazoltuk.

A bizonyitdsunknak ldtszélagos szépséghibdja, hogy G grdfunk végtelen,
ez a hiba azonban csak ldtszolagos. Legyen ti. #(G)=s (kénny{i beldtni kiilénben,
hogy elég kis &-ra »(G) =k + 1). De Bruijn és Erdds [2] egy tétele szerint G tartalmaz
oly véges G’ részgrifot, melyre »(G")=x(G)=s, G’ véges graf mdrmost nyilvin
kielégiti tételiink kovetelményeit.

Kifogdsolni lehetne tovdbbd, hogy a de Bruijn—Erdés tétel bizonyitdsa a kiva-
lasztdsi axiomdt haszndlja, ettSl azonban kis faradsdggal meg tudndnk szabadulni.
Geometriai eszk6zdkkel be lehet ugyanis bizonyitani, hogy ha elegend§ sok pontot
vesziink fel a k-dimenzios gomb feliiletén, s e pontok eléggé slirlin vannak eloszolva,
s tekintjiik G-nek az ezen pontok dltal feszitett G, részgrafjdt, akkor (G, =k+1.
Ezen dllitds bizonyitdsat nem részletezziik.

Amint mdr megjegyeztiik, tételiink 1-re mdr nem igaz.



Taldn igaz a kovetkezd: Ha minden m-re és minden x, ..., x,, szgpontra

J(G(xy, o0 X)) = %( 16;"}] akkor »(G)=k. Erdekesebbnek ldtszik a kovet-
kez6 sejtés. Tegytik fel, hogy minden m-re
AG G s 2 = 2K

az x,, ... X, pontok minden vdlasztisa mellett. Igaz-e akkor, hogy »(G)=k-2?
A k-2 szogpontu teljes graf példdja mutatja, hogy e sejtés, ha igaz, nem javithatd.
k=0 esetén, mint ldttuk, a sejtés trividlis, de mdr &k =1-re se tudjuk bebizonyitani.

Tételiinkbdl azonnal kovetkezik, hogy minden ¢ =Z1-re van oly §,-kromatikus
graf, mely kielégiti a T, tulajdonsdgot. Hogy ezt beldthassuk, legyen G,-ra %(G,) =k
¢s elégitse ki G, a T, tulajdonsdgot, akkor nyilvdn a UGk—G graf kromatikus

szdma ¥, (a G grdfl szégpontjai a G, grdfok 5.?05,})011tjar s ¢lei a G, grafok éle).
Kérdezhetjiik, hogy létezik-e minden m =g, szdmossdgra és ¢<1-re oly G mely
teljesiti a 7, tulajdonsdgot, s melyre »(G)=m, tovébbzi még megkivénhatnék,
hogy G szogpontjainak szdmossdga is m legyen. E kérdéseket egyelére nem tudjuk
elintézni, csak a kovetkezd részeredményt értiik el:

Minden m-re Iétezik oly G grdf, mely kielégiti minden ¢<4-re a T, tulajdon-
sdgot, s melyre »(G) =m. G szogpontjainak szdmossdga 2".

A bizonyitdst itt nem részletezziik, csak megadjuk G konstrukcigjdt. Legyenek
G szdgpontjai az (x, f) rendszdmpdrok, ahol | =a<ff=Qum, ahol Q,, a 2" szdi-
mossdgl halmaz kezddszdma. (x«, f) akkor és csakis akkor van ésszekétve (y, 6)-val,
ha f=y. Konnyil beldtni, hogy e G minden ¢-<4-re kielégiti a T, tulajdonsdgot,
a #(G)=m reldciot [6] cikkiinkben bizonyitjuk be. Czipszer és Erdés egy kérdése,
hogy vajon az m-dimenzids (m=§,) Hilbert-tér egységgémbje felbomlik-e m-nél
kevesebb, legfeljebb 2 — ¢ dtmérdGjli halmaz Gsszegére? Ha a vdlasz e kérdésre tagado
lenne, akkor e cikk ¢és [7] mddszerével konnyen lithato, hogy van minden ¢ = }-re
m szdmossagi m-kromatikus grdfl, melynek megvan a T, tulajdonsdga.

Dorothy Maharam Stonetdl (szébeli kézlés) valé a kovetkezd kérdés: A (0, 1)
intervallum minden A halmazdhoz, melynek mértéke m(H)=«, hozzdrendeliink
egy pontot, két pont akkor van éllel 6sszekotve, ha a hozzdjuk rendelt H, és H,
halmazokra fenndll m(H,M H,)=0. Mckkora e grdf kromatikus szima? Nyilvdn
csak o=} esetén van probléma. Vidzoljuk annak bizonyitdsdt, hogy e kromatikus
szam mindig 8,. Ismeretes, hogy a mérhetS halmazok tere szepardbilis, azaz létezik
megszamldlhaté sok mérhet6 halmaz H,, 1 =n-<=-< gy, hogy ha H tetszo]ege‘;
mérhetd halmaz, akkor minden e-hoz van oly H,, hogy a H és H, halmazok szim-
metrikus differencidjinak mértéke =& EbbdSl kénnyen k('jvetkczik, hogy fenti
grafunk kromatikus szima =R,. Most vdzoljuk annak bizonyitdsdt, hogy grdafunk
kromatikus szima =§,. Elég lesz bizonyitanunk, hogy e kromatikus szdm =k
minden k-ra. Egy Halmos—Neumann Jdnos [8)] tétel egy specidlis esete szerint
a (0, 1) intervallum mértéktarté médon egy-egyértelmiien leképezhetS a k-dimenzids
egységgomb feliiletére. Vizsgdljuk mdrmost a 2 —& sugari gémbsiivegeket. Minden
ilyen gémbsiivegnek megfeleltetiink egy pontot, a gémbsiiveg koézéppontjdt, s két
ilyen pont akkor legyen Gsszekétve, ha e pontok tdvolsdga =2 —eg, azaz, ha a két
gémbsiivegnek nincs kozés pontja. Tétellinknél beldttuk, hogy e grdf kromatikus
szdma =k, s ezért a Halmos—Neumann tétel miatt a Maharam-féle graf kromatikus
szdma is = k. Ezzel dllitdsunkat be is bizonyitottuk.



Taldn érdekes lesz megemliteni a kovetkezG, M. Knesert6l [9] vald sejtést,
mely tudtunkkal még nincs elintézve: Legyen egy 2n+k elemd halmaz minden
n-edosztalyu kombindciojdhoz hozzdrendelve egy pont, két ilyen pont akkor van Gssze-
kotve, ha a megfeleld kombindcidknak nincs kozos elemiik. Bebizonyitando, hogy
e graf kromatikus szama k +2. Konnyii beldtni, hogy e kromatikus szam =k 2.
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0O KPOMATUYECKHUX TPAGAX

Il. SPOEL—A. XAWUHAJ

ON CHROMATIC GRAPHS

P. ERDOS AND A. HAJNAL

A graph G is said to have property 7. if for every & and every & of its vertices x,,..., x, the
subgraph G (x,,..., x, ) spanned by the vertices x, ,..., x, contains a sef of independent vertices having
ek elements. We show that for every ¢=3 there is a graph G having property 7. and chromatic
number &,. Clearly a graph having property T% has chromatic number at most 2.

The question is left open if for every m=, and every ¢=2 there is a graph G having m
vertices, satisfving property 7. and of chromatic number m.
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