GRAFOK PAROS KORULJARASU RESZGRAFJAIROL

ERDOS PAL

G(n; m) jelentsen n szogpontu m élii grafot. Egy grafot akkor neveziink pdros
koriiljardsunak, ha minden korének pdros szamu éle van. Ismeretes (és trividlis)
hogy egy pdros koriiljdrdsi grdf kromatikus szdma kettd — azaz grdfunk szog-
pontjait meg lehet szinezni két szinnel (pl. piros és zold szinnel) gy, hogy két ugyan-
azon szinli pont soha nincsen dsszekotve.

Régebben bebizonyitottam a kovetkezd lemmadt [1]:

Minden %(n; m) tartalmaz egy pdros koriiljardsa részgrafot, melynek legaldbb
mf2 éle van.

Az n szogpontu teljes graf G[H; [;]] példdja mutatja, hogy e lemmadban m/2

nem helyettesithetd c¢m-mel, ha ¢=1. Azt sejtettem azonban, hogy ha G(n; m)
nem tartalmaz hdromszoget, akkor van oly ¢=1 konstans, hogy G(n: m) grafunk
igenis tartalmaz em éli pdros koriiljarasa grafot. Be fogjuk bizonyitani azonban,
hogy e sejtés nem igaz. S6t, fenndll a kovetkezd:

TETEL. Minden & =0-hoz és k-hoz van oly G(n; m), mely nem tartalmaz semmilyen
R A m P PN AT A ;
[=k-ra | élii kort, s mely nem tartalmaz ) (1 +¢) élii paros kétiiljardsu részgrdfot.

A tételiinket kielégité G(n; m) létezését nem tudom kozvetlen konstrukcidval
kimutatni, hanem kénytelen vagyok valésziniiségszamitdsi modszereket haszndlni.
A bizonyitds nagyon hasonlit [2] és [3]-ban haszndlt médszerekhez. Erdekes lenne
tételiinket kdzvetlen konstrukcioval bizonyitani. [2]-ben példdul valdsziniiségszami-
tasi modszerekkel igazolom, hogy minden k és /-hez van oly k-kromatikus graf,
melynek minden kore legaldbb / élli. Legtjabban Lovdsznak sikeriilt e tételre egy
igen szellemes konstruktiv bizonyitdst taldlni. Lovdsz bizonyitdsa az Acta Math.
Acad. Sci Hung.-ban fog megjelenni. Bizonyos szempontbdl azonban a valészinti-
ség szamitdsi modszer tébbet ad. [2]-ben ugyanis kimutatom, hogy minden e-hoz
és I-hez létezik oly n szdgpontl grdf (n=ny(e, [)), melynek minden kére legalibb
I élli s a fiiggetlen pontok maximdlis szdma —<en (azaz grafunk nem tartalmaz
gn olyan pontot, hogy bdarmely ketté nincsen éllel Osszekotve). Erdekes lenne ezt
a tételt is kozvetlen konstrukcidval igazolni.

Egy tovdbbi példa e mddszerre a kovetkezd: Jelolje f(n) azt a legkisebb szdmot,
melyre minden f(n) szogpontu grdf tartalmaz vagy n szogponti teljes részgrafot,
vagy n szogpontu fiiggetlen részgrifot. [4]-ben valdsziniiségszdmitdsi mddszerekkel
bebizonyitottam, hogy f(n)=2"2. Tudtommal konstruktiv médon f(n)-re nem si-
keriilt nem trividlis alsé becslést taldlni (f(n) = (n — 1)? teljesen trividlis, ldsd még [5]).

Miel6tt tételiilnket bebizonyitandm, megjegyzem, hogy az [1]-ben bizonyitott
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lemma kissé azért mégis élesithetd (mint azt mdr [1]-ben is észrevettem): Ha G(n; m)

nem tartalmaz O-adfoku szogpontokat, akkor tartalmaz [m; ]-i—[;] élll pdros

koriiljdrdsu grafot. Ezen 4llitds n-rél n+ 4-re vald teljes indukcidval nagyobb nehéz-
ség nélkiil bebizonyithatd (hasonldan, mint [1]-ben), a bizonyitds részleteit az olvaséra
bizzuk.

Rdtériink mdrmost tételiink bizonyitdsdra. Tekintsiikk az &sszes n szbgponta
és m éli grafokat; feltessziik, hogy a szbgpontok szimozottak — azaz egymdstol

;)
megkiilonboztethetok. Ezen grdfok szdma nyilvdn ?2” . P(G(n: m)) jelentse

a G(n; m)-graf legnagyobb pdros élszamu koriiljdrdst részgrafjanak élszdamst.
Sziikségiink lesz most két lemmdra:
n
)
m

1. LEMMA. Legyen n — <=, m/n — . Minden fix 6 =0-ra o grdf kivételével

P(G(n; m)) < ’; (1+9).

Az 1. lemma bizonyitdsa [3]-ban haszndlt mddszerekkel kdnnyen kovetkezik.
Legyen T= [% (1 +5)J és U jeldlje azon G(n; m) grifok szamadt, melyekre
P(G(n; m))=1.

Lemmadnk nyilvan kovetkezik, ha sikeriil bebizonyitanunk, hogy

8
0 2 U, = of |

m

ugyanis nyilvénvalé, hogy azon G(n; m) grafok szama, melyekre P(G(n 5 m))éT,
éppen Z U.
Konnyu beldtni, hogy

[ (u—s) [ —s(n—ys)
] m—1

2 U=

Hogy (2)-t bebizonyltsuk, _]elol_]e G'(n;1) G(n; m) egy I éli pdros koriiljardsu
részgrafjdt. Tegyiik fel tovdabbd, hogy G'(n;/)-nek s piros és n—s zdld szégpontja
van (tehzit G’(n; ) minden éle egy piros és egy zold szégpontot kot 6552(:). Az dlta-

ldnossdg rovdsa nélkiil feltehetjiik, hogy O<s=—. Az s piros szégpont nyilvdn

n
2
[s] -féleképpen vdlaszthato. A piros szdgpontokbdl nyilvdn s(n —s) él megy a zbld
szogpontokba. G'(n: 1) I éle tehat legfeljebb

ilew
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féleképpen vdlaszthaté ki. G(n; m) tobbi m—1 éle nem kothet Gssze egy kék és
z6ld pontot G’(n; /) maximalitasi tulajdonsdga miatt, s ezért ezen élek

[;] —s(n—y)
“) m—1

féleképpen vidlaszthatok. (3) és (4)-bél azonnal kovetkezik (2).

Egyszeri meggondolds mutatja mdrmost, hogy 1= (1 + &) miatt
: 2

n
[s(n—-s)] [2] —s(n—s)

l m—1
az [Esé[;] intervallumban, s ndvekvo fiiggvénye (az egyszeril bizonyitdst az
olvaséra bizzuk). A bizonyitdsndl csak azt kell figyelembe venni, hogy s(n—s)

is novekvo fliggvény az 1=s= [;] intervallumban. Legyen

= [3b-z])- == G-

fgy tehdt (2)-bél nyerjiik, hogy

o= 3066~

Konnyi beldtni tovdbbd, hogy a T'=/=m intervallumban [!; ¢ ] I-nek
csdkkend fiiggvénye, s igy (6)-bol nyerjiik, hogy Fa

L .o u) v o T
4 R s B )

Legyen mdrmost [’;—l] =r= [rg (1 +5)] . Minthogy (5) miatt u=(1+o(1)),

egyszerli szdmolds adja, hogy

)l
®) r)lm—r = u_—r+1_ngl+o(l)

[ u ) rv—m+r
r—1)\m—r+1

i) m
[1 +§-] =Tt 5(1 +4d), akkor

ke

. m
és ha 3
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ahol n =n(d) csak d-tdl fiigg. (7), (8) és (9)-bol azonnal nyerjiik, hogy

o B g~

Nyilvdnvalo tovdbbd, hogy
)
a1 u v . [a—l—u] _ [2
B[ E R
2 2
Végiil, minthogy n —== €s %—m:, elegend6 nagy n-re

n 1
12 [1_5] e

w|y

4"
(7), (10), (11) és (12)-bol nyi]vénvalé hogy

P

s ezzel (1) miatt lemmédnkat lgazoltuk.
n
;)
m

G(n: m) n-nél kevesebb oly kort tartalmaz, melynek legfeljebb | éle van.

1 +-_ . - -’ 3
2. LEMMA. Legyen n--<o,m=o0 [fz "] , 0 grdf kivételével minden

A 2. lemma [2]-ben be van bizonyitva, de a teljesség kedvéért a bizonyitdst
kozoljilk. Nyilvdnvalo, hogy azon G(n; m)-ek szama, melyek egy fix / éli kort
tartalmaznak,

[5)-

m—1[

(ugyanis az [ élii kor élei el6fordulnak grafunkban, s a tébbi m —/ élt szabadon
vilaszthatjuk). Az n szogponti teljes graf / éli koreinek szama viszont kisebb, mint

(14) nln—1|...ln—I1+1| <n"
Jelslje mdrmost f(G(n; m)) a G(n; m)-ben eléfordulé legfeljebb k élii korok szd-
mdt. (13) és (14)-bol nyilvdn nyerjiik, hogy >’-ben az Gsszegezés az Osszes n sz0g-

pontd m éli grafokra van kiterjesztve — ezek szama ] ;
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()
(15) > G my) < 3|

i\ m—1I

= (1+o(1)) E]]é'n'[’:]! =oln- [;] .
ol

0 &

14+
(15)-ben haszndltuk, hogy mzo[n k]. (15)-b6l lemmank rogton leolvashato.
Két lemmankbdl konnyen nyerjiik tételiinket. Legyen n-—»oc m/n—oc,

1
m =o[n1 Pk],(pl. m=[nlogn]). Gy(n;m) legyen oly graf, mely n-nél kevesebb
oly kort tartalmaz, melynek legfeljebb & éle van s melyre P(Gl(n; m)) = Ig [l —|—§]

4
Lemmadinkbdl kovetkezik, hogy ily grdf van, st o I [ fn graf kivételével minden

G(n; m)ilyen. G,(n; m) minden legfeljebb k él{i korébdl hagyjunk el egy élt, ilymodon
nyeriink egy G,(n, m;) grafot, melyre

m, = m-—n, P(GI(H;?JH)) = %[l‘f“ %] = ’;—l(l‘f‘ﬁ)

és mely nem tartalmaz semmilyen /=k-ra / élii kort, ezzel tételiink igazolva van.
Moddszeriinkkel még a kovetkezd két élesebb tétel nyerhetd:
Minden &=0-hoz van oly n=n(¢) és egy G(n; m), mely nem tartalmaz [n log n]-

nél kevesebb élii kort és melyre P(G(n; m'_}}c:}; (1+¢). A logn-es nagysdgrend

nem javithatd, de az g-hoz tartozd n megengedhetd legnagyobb értékét nem tudom
meghatdrozni.

Minden k-hoz van oly ¢ =0 és egy G(n; m) mely nem tartalmaz semmilyen
I =k-ra I éli kort és melyre

P(G(n; m)) = };—i-ml—‘k.

& legnagyobb megengedheté értékét nem lesz konnyli meghatdrozni. A beve-
zetésben emlitett tétel szerint viszont minden G(n; m) grifra

P(G(n;m)) = lm;_ l]—i—[—:l] = -?;T—I—cm’l’-}

Lehet, hogy ha feltessziik, hogy G(n;m) nem tartalmaz hdromszoget, akkor a
kitevében 1év6 + egy nagyobb dllanddval helyettesithetd, de ezt a kérdést nem sike-
rillt elintéznem.
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YETHBIE TTOJAIPA®EI TPAGOB
1. OPIOED

ON EVEN SUBGRAPHS OF GRAPHS
P. ERDOS

Let %(n; m) be a graph of n vertices and m edges. Every such graph contains an even (i. e. two
. . m+1 n ; .
chromatic) subgraph having [T] = [?] edges. The complete graph shows that in general this

result is best possible,

One could have thought that this result can be improved if our graph contains no triangle.
I show that this is not so. In fact I show that for every ¢ and k there is a G(n; m) which does not
contain a circuit having fewer than k-1 edges and which does not contain an even subgraph of

m
more than > (1-+¢) edges.
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