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Additive Gruppen
mit vorgegebener Hausdorffscher Dimension’)

Von Paul Erdis in Budapest und Bodo Volkmann in Stuttgart

1. In einer fritheren Arbeit [5] hat einer der Verfasser die Frage aufgeworfen, ob
es reelle Zahlkirper gibt, deren Hausdorffsche Dimension von Null und Eins verschieden
ist. Dieses Problem ist, soweit uns bekannt, nach wie vor ungeldst, und auch die analoge
Fragestellung fiir Gruppen scheint in der Literatur noch nirgends behandelt worden zu
sein. Die vorliegende Arbeit gibt fiir das letztere Problem eine bejahende Antwort (Satz 1)
und beweist eine analoge Aussage fiir gewisse allgemeinere Hausdorffsche Mafle (Satz 2).

Man kann sodann die Frage stellen, was sich bei gegebener Dimension einer addi-
tiven Gruppe reeller Zahlen iiber die Menge der Dimensionen ihrer Untergruppen aus-
sagen lalt. Als eine (negative) Teilantwort auf diese IFrage zeigen wir an Hand eines
Beispiels (Satz 3), dal es Gruppen G mit dim G = 1 gibt, fiir deren Untergruppen U
vom Mall Null durchweg dim U = 0 gilt.

2. Fiir jedes reelle  betrachten wir die Cantorsche Darstellung *)

(1) x =[] + :3 ‘*;rff). (ay(2) ganz, 0 < a,(x) < k).

Bekanntlich ist sie, wie die Dezimalbruchentwicklung, eindeutig, wenn, soweit vorhanden,
abbrechende Darstellungen verwendet werden. Sei nun o« € (0, 1) fest gewiihlt und sei
G () die Menge der reellen z, bei denen es eine Konstante x(x) = 0 so gibt, daB in der
Cantorschen Darstellung (1) fiir jedes £ = k,(z)

(2) @ (2) = #(x) k"
oder

(3) @ (x) = b —x=(2) K
ist. Es gilt der

Satz 1. G(x) ist eine additive Gruppe mit dim G(x) = «.

Beweis. a) Wie man sich leicht iiberzeugt (analog der Additionsregel fiir Dezimal-
briiche), gilt stets

(4) a,(z) + a,(y) + d, oder

a(x + y) =
(5) ap(x) + ap(y) —k + d, mit d, = 0 oder 1,
1) Die -!\rbeit- ist im Juli 1964 entstanden, als beide Verfasser am Mathematischen Institut der Universitit

Mainz titig waren,
) Vel z B. [2], 8. 116—120.
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wobei (5) nur eintritt, wenn

(6) () + a(y) = k—1
ist.

Wenn also # und y Elemente von G (x) sind, ergibt sich folgendes:

a. 1) Im Fall a.(x) = =(x) &, a,(y) =< »(z) k* gilt bei hinreichend grofem % die
Gleichung (3) und

(7 (@ + y) < (@) + () + Dk~

a.2) Im Falle a,(z) = k—»(z) k", ay(y) = k— »(x) k* gilt bei hinreichend grofiem
k offenbar (6), ferner (5) und folglich

(8) ap(@ + ) = k— (#(z) + () k"

a.3) Im Fall ay(x) = »(x) &%, a,(y) = k—=(y) & gilt entweder (4) und folglich
(8), oder es gilt (5) und folglich (7).

a. 4) Im Fall a;(x) = k— »(x) k%, a,(y) = »(y) £* schlieBt man analog dem Fall a.3).

Da somit stets fiir hinreichend grofles & entweder (7) oder (8) erfiillt ist, folgt
x4 y€G(a).

b) Trivialerweise gilt 0 € G ().

¢) Aus z € G(x) folgt wegen a,(—=z) =k —1—a,(x) oder ay(—=z) = k— a,(z)
stets —x € G(x).

Wegen a), b) und c) ist G («) eine Gruppe.

d) Zum Nachweis von

(9) dim G(x) = o
gehen wir folgendermallen vor: Sei G,;(«) die Menge der z mit

(10) ay(®) = jk* oder a,(x) = k—jk* (8= Lyiaa,m)s
Dann ist offenbar

Gle)= U N G,la);
j=1n=1
denn trivialerweise ist die rechte Menge in der linken enthalten, und umgekehrt folgt
aus @ € G (), daBl es ein j gibt mit

a,(r) = jk* oder ay(x) = k— jk*

fiir jedes k& = k,(x). Folghch gibt es ein jy, z. B. jo = max (ky(z), j), sodaB 2 € n Gy, (@)

und daher z € U n G,(2) gilt.

j=1n=1
Wir wenden bei festem j und ganzem % auf die Menge G™(x) = N G,;(«) n [k, h+ 1)
n=1

den Satz 5 von H. G. Eggleston [1] in der in [4] angegebenen Form an. Dabei benutzen
wir die Tatsache, daBl die Menge G;(x) = G,;(2) ~ (h, k + 1] sichl_jtiaweils als Vereinigung
g -
f n!
stellen 1dBt. Fiir hinreichend grofies n (ndmlich immer dann, wenn die beiden Intervalle
[0, 7n*] und [n— jn*, n—1] einander nicht iiberlappen) ist offenbar g, ,;(c)/g,;(%)

einer gewissen Anzahl g, () von Intervallen der Form ‘% A ) mit ganzem ¢ dar-
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gleich der Anzahl der Werte, die a,,(z) gemiB (2) und (3) annehmen kann, also gleich
2j(n 4+ 1) +r,,,, wobei | r, | < 2ist. Infolgedessen gibt es eine Konstante C; = C,(j,«)
mit,
gul®) = Cy I @j + 1) = €, 2% 1T (1 + 5% )
. F—1 2j k
1 1L
<7, "nwgf':,-.zl

f

mil (:1{2 f)“ nlx eU{ill_'T)_

Also ist
(11) g”}(o:) - (2},)!! nlx c(!(!al-_n)l
Somil nimmt bei festem f € (0, 1) die im Satz von Eggleston auftretende Reihe (es ist
A, = };Il zu setzen) die FForm
o o0 g
(12) > Aoy 1 E ___n-mlf
n=1 ;‘.“ g”j(cx) ?;: -l 2ﬂ}ﬂn|a 0 (n! "‘)

an. Wie man mit Hilfe der Stirlingschen Formel erkennt, ist diese Reihe fiir jedes § < «
konvergent, und somit folgt

dim G™(a) = & (="l Bzl
fiir jedes £, also auch (9).

e) Zum Beweis der Ungleichung
(13) dim G () = «

verwendet man die gleiche Intervallitberdeckung der Mengen G™(x) wie unter d). Es
ergibt sich unmittelbar fiir das g-dimensionale Hausdorffsche Maf {G™}" bei jedem
f = o wegen (11) die Abschiitzung

{G™ (@)Y < lim g, («) A, = lim (2j)" nlPPLOTY 0 (1=1,2,...),
wieder aul Grund der Stirlingschen Formel. Daher folgt (13) und somit wegen (9) die
Behauptung.

3. Sei fiir jedes o mit o' < o = &'’ die Funktion ™ (¢) im Intervall 0=¢<1 erklirt,
monoton nichtabnehmend, hei t = 0 rer_'iltsseztlg stetig; ferner gelte '™ (0) =0, ' (1) = 0(1)
fiir t—= 0, und aus ' < o; < o, < &’ folge immer p™? (1) < u™ (1) sowie

i () () .-
lim (p(0)/u* (1)) = 0.

Die Menge aller dieser Funktionen werde mit /* bezeichnet, die in bezug auf sie
definierte Dimension”) einer Punktmenge M mit dim, M, das mit x™(¢) gebildete
duBere Hausdorffsche Mafl mit x”{M}. Dann gilt der

Satz 2. Falls fiir alle oy, o0y mit o' << oy << oty << o'’ beim Grenziibergang t— 0 die
Bedingung

(14) 1) = o (t*””g Tog (1) e () ])‘ur jedes & >0

%) Vgl. 2. B. [4].

Journal fiir Mathematik. Band 221, 27
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erfiillt ist, gibt es zu jedem o € (&', &'') eine additive Gruppe Gy(o) mit

dimF G}‘(a) = .
Beweis. Es sei

9. (n) = ;ﬂ_“)_(_’llﬂ'a_—-)%)_l) n=%2...)

und G, () die Menge der reellen z, fiir die es ein x () so gibt, daB fiir jedes k& = £ () in
der Cantorschen Darstellung (1)

4 (%) = %(2) g, (k) oder ay(z) =k — »(2) ¢.(k)

gilt. Dann kann man die Gruppeneigenschaft von Gp(x) wie bei Satz 1 nachweisen,
Auch der Beweis der Ungleichungen, die (9) und (13) entsprechen, verliuft analog.
Dabei tritt an Stelle von g,,(«) jetzt jeweils eine Anzahl g,;(F, «) von Intervallen auf,
die einer Gleichung der Form

_eﬂ?_(F *) =2jg.(n + 1)+ r, mit |r,| < 2

geniigt. Es ergibt sich analog (11) die Beziehung?)

- w4 RO 101
g (Fr @) = C52))" 1T "°"°(k)(1 s 2;"%(%))’

woraus einerseits fiir alle hinreichend grolien n

w1

(15) gm(Fy ) = C@I)" sy = C4 iy (€4 > 1)
und andererseits
= 1
- 8y 2) = O Lty
folgt. Somit erhélt man an Stelle von (12) wegen (15) fiir # < « die Reihe
L] o0 —n (.x)
Shea. 1 g nClu%Un)
n=1 n gnj(Fi Oﬁ) #w)(zn) T p=1 Pw)(il/"-l)
> o 2/nl) P
= 951 Cy™ B (Lnl) = 2 Cs (Ce >1),

so daB Konvergenz eintritt und in der Tat die zu (9) analoge Ungleichung folgt.

In der entgegengesetzten Richtung ergibt sich analog zu e) fiir # > o auf Grund
von (16) die Abschatzung

(ﬂ) |

wie man unter Verwendung der Voraussetzung (14) mit Hilfe der Stirlingschen Formel
nachrechnet. Somit ergibt sich auch die zu (13) analoge Aussage und daher die Behauptung.

4) Cy, Cy, .. . sind positive, von n unabhingige Zahlen.
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4. Es liegt auf der Hand, wie sich Satz 1 auf den m-dimensionalen Raum ver-

allgemeinern liBt. Zum Nachweis der Existenz einer additiven Gruppe G im R, mit
vorgegebener Hausdorffscher Dimension « € [0, m] verwende man z. B. das kartesische

Produkt
(,:(“( )x (;‘(--a)y xC( )
T i i

und bei den Uberdeckungsargumenten benutze man entsprechend die aus Intervallen

der Form [ f}: , q‘-]—:‘; !) (t=1,..., m)gebildeten m-dimensionalen Wiirfel mit dem Durch-
messer Ay = |/m/n!. Dabei tritt die Anzahl gi(x) = g,;(«)" an die Stelle von g, (x).

Auch Satz 2 1iBt sich auf die gleiche Art verallgemeinern.

5. Wie in der Einleitung bemerkt, gilt der

Satz 3. Unter Annahme der Kontinuumhypothese gibt es eine additive Gruppe I von
reellen Zahlen mit {H}' >0 (also dim H = 1) derart, daf keine Untergruppe U mil
0 < dim U < 1 existiert.

Beiveis. Wir beweisen den Satz in etwas schiirferer Form durch Konstruktion einer
Gruppe [ mit {{{}' > 0, deren simtliche Untergruppen U mit {U}' = 0 sogar abzéhlbar
sind, so daB aus dim U < 1 sicher dim U = 0 folgt®). Dazu verwenden wir in modifi-
zierter Form eine von Sierpinski [3] (unter Annahme von 2% — N,) angegebene Kon-
struktion einer Menge M mit {M}' > 0, bei der fiir jedes Q mit {Q}' = 0 der Durch-
schnitt M ~ ( (hochstens) abzihlbar ist.

Bekanntlich ist jede Menge vom Mafl Null in einer G,-Menge vom Mafl Null ent-
halten, und die Klasse aller solchen G,-Mengen hat die Michtigkeit 2®. Sie sei in der
Form {A,} wohlgeordnet, wobei « alle Ordnungszahlen mit 1 =< o << 2, durchliuft.
Ferner sei jeweils B, = ﬁU Ay, und es werde folgendermafen durch transfinite Induktion
eine Menge von reellen Zahlen z, definiert: Sei 2, = 1. Sind alle 2y mit f# < « schon
erklirt, so sei £, die von der Menge {x;), ., erzeugte additive Gruppe. Dann ist wegen
p < o < Q, offenbar E_ stets abzihlbar. Es sei nun®)

D,= U (B, 4 {y})a

vEL,

Jik]

und z, sei eine beliebige Zahl, die nicht zu D, gehort. SchlieBlich sei H die von der Menge
{#,}1 <oz 0, erzeugte additive Gruppe.

Ist nun U = H eine Untergruppe mit dim U < 1, also mit {U}' = 0, so gibt es
nach Konstruktion ein o« < £, mit U = B,. Dann ist die Menge / ~ B, und folglich
auch U abziihlbar; denn fiir jedes Element /i € H gibt es eine Darstellung der Form

k
h= X ¢z,
i=1
mit ganzen ¢;, und wenn hierin etwa y, > o ist, so folgt auf Grund der Konstruktion der
Mengen B;, daB h ¢ B, , also wegen B, = B, auch k¢ B, ist. Es folgt also U = E,, und
daher ist U in der Tat abzihlbar.

%) Es ist zu vermuten, dal sich die im Satz formulierte (schwiichere) Behauptung auch ohne Kontinuum-
hypothese beweisen 1aB8t; doch haben wir dies nicht untersucht.

%) Dabei bedeutet ,,+* die Bildung der Summenmenge.
27*
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Die Aussage {H}' > 0 ergibt sich daraus, daB andernfalls die obige Uberlegung
mit U = H die Abziihlbarkeit von H beweisen wiirde, wihrend H nach Konstruktion
die Méchtigkeit 2% hat. Damit ist alles bewiesen.

6. Mit derselben Methode kann man einen komplexen, algebraisch abgeschlossenen
Zahlkorper von der Michtigkeit 2% konstruieren, der mit'jeder Menge vom MafB Null
einen abzihlbaren Durchschnitt hat. Man braucht nur bei dem Konstruktionsverfahren
jeweils statt der additiv erzeugten Gruppen die kleinsten algebraisch abgeschlossenen
Korper zu verwenden, in denen die betreffenden Mengen enthalten sind.

Folgende Verschiirfung von Satz 1 ist zu vermuten: Sei S eine Borelmenge
mit dim § = 1, die zugleich additive Gruppe ist. Dann gibt es fiir jedes o mit 0 = o« = |
eine Untergruppe S, mit dim §, = o.
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