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Regukre Graphen gegebener Taillenweite 
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PAUL ERD& und HORST SACHS*) 

I. Eine Abschiitzung fiir die minimale Knotenzahl reguliirer Graphen, 

welche keinen Kreis der Liinge < 2 enthalten 

G(n) sei ein Graph mit n Knotenpunkten; Knotenpunkte van Gcn) werden mit x1, . . . , y, . . . , Kanten werden 
mit, (z,, x,) bezeichnet’. Schlingen und Zweiecke werden nicht zugelassen. Die Valenz (oder Ordnung) 2’ (5) 
tines Knotenpunktes x von G(“) ist die Anzahl der Kanten, die mit x inzidieren. Es sei G(*j ein Graph mit den 
Knotenpunkten x1, . . . , z,~, welcher die Kante (9, x,), aber keine Kante (u+: x3) ent,h&lt ; (G(“) - (xi, xj) + (q,, z,)) 
wird aus G(“) erhalten, indem wir die Kant’e (x1: x9) weglassen und die Kante (zl, x~) hinzufiigen. Ein Kreis 
ist ein einfach geschlossener Kantenzug. Die Entfernung (oder der Abstand) e (G’“): xi, x~) von xi und q in 
G(p1) sei die Ldnge des ktirzesten Kantenzuges, w&her xi und x; rerbindetf (die LLnge eines Kantenzuges oder 
Kreises ist die Anzahl der im Kant’enzuge oder Kreise vorkommenden Kant,en). Die Ldnge eines kiirzesten in 
Gcn) vorkommenden Kreises bezeichnen wir als die T ail1 en we it e Ton GCn). K (z, 1’) sei die Menge aller Knoten- 
punkte, die man x-on x aus durch einen Kantenzug der L?inge 5 Y erreichen kann (wir sollten eigentlich K (G(*) ; 2, Y) 
schreiben, tun dies aber nicht, da wir dieses Symbol so benutzen werden, daB in diesem Falle kein JliBverst&dnis 

Pntstehen kann). S sci die Anzahl der Elemente einer hienge 8. 

f (12, I) sei die kleinste Zahl, fiir welche ein regulgrer Graph G (%) der Valenz k mit 11 = f (k, 1) existiert, so da13 
jeder Kreis ron G(‘) mindesbens die Llinge 1 hat (d. h. die Taillenweite van G(lz) seih 2). Es ist klar, daB f (2, 1) = I 
ist und daB f (k, 3) = k + 1 ist (da ein regu&rer Graph der Valenz k mindesbens k + 1 Knot,enpunkte hat’). Fiir 
k > 2, 1 > 3 ist aber die Bestimmung von 1 (k, I) ein schwieriges Problem, welches bisher nur ftir spezielle Werte 
van k und 1 gel&t ist. Kiirzlich erhielt Sacas [-1] eine obere Abschiitzung fiir f (k, Z), die er aber fiir sehr schlecht, 
hdlt. Auf seine Anregung gelang es mir, fiir f (k, I) recht gute untere und obere Abschgtzungen zu erhalten. Es 
gilt n&n&h folgender 

Satz 1: 3%~ jedes k 2 2, 1 L 3 ist 

[<“I z-2 
(1) 1 + klzo(k - 1)’ 5 f (k, I) S 4 2 (k - l)t. 

t=1 

Fiir lil = 2 sowie fiir 1 = 3 ist (1) gewiR richtl,, ‘0 so da13 wir fiir das Folgende k > 2 und I> 3 voraussetzen 
diirfen. 

Zuerst wollen wir die untere dbschdtzung in (1) beweisen. Wir werden nur v (x) 2 k (fiir alle Knotenpunkte 
l-l 

von G(“‘) benutzen. Es sei cx ein beliebiger Knotenpunkt T-on Glla); jeder Knotenpunkt von K x, - 
il 11 2 

kann von 

Z-l 
x durch genau einen Kantenzug der Ldnge 5 ~ I 1 2 

erreicht werden, da sonst GCn’ einen Kreis der LBnge < 1 

enthielte. Da jeder Knotenpunkt von Gcn) eine Valenz 2 k hat, zeigt ein leichter Induktionsschlufi nach r, da13 
Z-l 

fiir alle r mit 1 5 r 5 ~ 
I I t2 

r-1 

PI K (x,1.) 11 + k ,& (k - 1Y 

E-l 
gilt,. Die untere Absehdt.zung von (1) folgt, sofort, wenn in (2) P = ~ I I ‘3 gesetzt, wird. 

*) Teil I geht wesentlich auf den erstgenannten, Teil II auf den zweitgenennten Verfasser zuriick. 

17’ 
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Pl’un xollen wir die obere AbschMzung beweisen. Wir beweisen die folgende etwas schgrfere Aubtage : 
1-Z 

11% beweisen dicsen Satz fiir festes 1 durch Induktion nach k. Fiir k= 2 ist alles trivial. G’(zrnJ sei einfath ein 
Kreis der Lange 2791 (2 ~2 > 1 ist, klar). Nehmen wir an, da13 unser Satz fiir k-l schon bewiesen sei, lair m-o&n 
ihn dann f& k bewciscn. I P (k I) bezeichne im Folgendcn stets einen reguliiren Graphen dcr Valenz k und der 
Taillenweite~ I mit gcnnu IZ Knhtenpunkten. Xach unserer Induktionsannahme existiert ein Graph Pm’(k- 1, I). 
G(z”) sei nun ein Graph, der folgencle drei Eigcnschaften hat,: 

(0 k - 1 =( 1~ (x) 5 k fiir de 2992 Knotej/pmkte. 

(II) Alle Xreise huherz eir2e Liinge 2 d. 

(III) Voter allen Gmphen, die (I) md (II) befriecligen. set’ die Brzzahl deer Kaden z’on G(*“‘) nzazimal. 

Da G(anr) (k- 1, I) (I) rind (II) befriedigt, ist klar, daW G(B”‘) ezistiert. Wir wollen zeigen. clafi f tir Cg’2 mJ 2; (2) = k 
fiir allc 5 ist. daB also G’2”1J van der Yalenz k ist,, und hiermit xird alles bewiesen xein, 

Zun&chst wollen wir zeigen. da13 C Pm) hiichstens einen Knotenpunkt der Talenz < k enthalten kann. Da dicser 
Beweis nber nicht, ganz einfach ist. wollen wir erst zeigen, dal3 daraus schon die Regularitat van G(ZrnJ folgt. Wegen 
(I) miike der Ausnahmepunkt die Valenz k - 1 haben. Das geht aber nicht, da die dnzahl der Knotenpunkte 
ungerader T-alenz bekanntlich gerade sein muB, und fiir gerades Ic gabe es genau einen Knotenpunkt ungcrader 
Valenz. fiir ungeracles fi genau 2192 - I solche Knotenpunktc; daher gilt 2’ (x) = k fiir alle x, und unser Satz 
ist bewiesen. 

TVir miissen also nur zeigen, dafi die. Anaahme. da13 zwei Knotenpunkte x1 und .T~ van &‘(P ‘>) mit 2’ (x1) < k. 
u (x2) < k (also 2) (.x1) = 2’ (x2) = k - 1) existieren. zu einem JTiderapruruch ftihrt. Zuerst behaupte ich 

Lemma 1. Alle Kmtenpmkte wit u (x) < k con Gf2*‘) sid irt Ii (Xl. 1 - 2) n K (x2, I - 2) enthaltex. 

Es geniigt. dies fiir K (x1, I - 2) zu zeigen. Wenn entgegen unserer Ann&me r 6 K (x,, I - 2) und 1: (2) < k 
gilt, so befriedigt offenbar G(2”nJ + (x1, x) die Bedingungen (I) uncl (II) ((I) wegen u [xl) < k. c (z) < k und (II) 
wegen x 6 K (xl. 1-C)). Das widerspricht aber der Maximalitdtseigenschaft (HI) fiir GC2111), und damit ist, Lemma 1 
bewicsen. 

0) R(x. I’)5 + (k-l)‘. 
t zo 

Wegen 2‘ (2) ( L folgb (3) f” ur I‘ = 1. Fiir I’ > 1 folgt (3) aus c (.xi) s k durch einen leichten I~~dul~tionsscl~luB 
na,ch I*. 

Aus Lemma 1 und :! folgt nun 
__- --- - - 

(4) ~q-T-iqa?~iT,:~ 2) 5 ))/ : 

Offenbar folgt, aus (3) und Lemma 1 
---- 

(wegen Lemma, I und wegen u (x1) < k> v (x1) < k ist K (xl, 1 - 2) n K (x2; 1 - 2 j 2 2). Also ist, (4) bewicsen. 

Es seien nun qr . . . ) xp die Knotenpunkt,e, die in h’ (z,, I-2) u K (x2, I-?) ent’halten sind, uncl y,. . . , yameii 
scien die iibrigen Knot,enpunkte van G(2m). Aus (4) folgt 

(5) 5m --pz p. 

Nun wollen wir zeigen, claJ3 mindest,ens zwei der y/j durrh eine Bantie verbunden sind. Zun%ichst folgt, wegen 
Lemma. 1 1: (yj) = k. 1 g j 5 232 -p. 

Wenn keine zwei der yj durch eine Kante verbunden w8ren, so x%-den k (:!m -p) Kanten die ys mit den xd 
verbinden. Wegcn (5) und 2’ (yj) = k (1 5 i 5 Cm. - p) wiirde xber dann v (xi) = k fiir 1 s i =( p folgen, und 
das widerspricht, v (x1) < k. 

Wir kijnnen a’lso ohne Bex=hr&nkung der Allgemeinheit annehmen. da13 die Kante (yl, yz) in G(2”‘j vorkommt. 
Bet,racht,en wir jet& den Gra$len (Win’ - iy,, yz) + (x1> y,) + (x2: y2)) = @2m) (die Kanten (x1: yI) und (z,, y,) 
kommen offenbar nicht. in G’““) vor). I& behaupte. daI3 c ’ (2m) (I) und (II) befriedigt’. Fiir (II iat! dies klar. Wenn 
C?2m) einen Kreis der Lange < 1 ent,hielle, so miiSt,e in diesem Kreis eine (oder beide) der Kant,en (x1. yl), (az, y2) 
rorkommen. Es gilt, aber wegen der Definition der yj 

(6) e (G’2 m) j q, y,) 2- 1 - 1 
e(G ‘2 nL) ) x2, yg) 2 2 - 1 

e (G (%mi - (yl, $I/?); yl: ye) 2 I - 1 I 
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Die let&e Ungleichung von (6) folgt aus der Tatsache, da13 in G (2~ kein Kreis der L&nge < 1 vorkommb. Aus 
(6) folgt leicht, da6 G’@ nL) (II) befriedigt. Das aber widerspricht (III), da Gfzm) mehr Kanten hat als G(zm), 

Also kann GCznf) hiichst,ens einen Knotenpunkt ~PP Valenz < k hahen, und damit ist alles bewiesen. 

1) Man kiinnte die obere AbschLtzung in (1) noch etwas verschlrfen, wenn man in Betracht zieht, daIJ der von 

den Knotenpunkten g (x,, Z-2) ti K (x2: Z-2) aufgespannte Teilgraph von GczmJ mindestens K (z,, Z-2) u 

-kT2: Z-2) - 1 Kanten hat. aber das w%re ziemlich unbedeutend. 

2) Auch die unt,ere Abschdtzung in (1) 1813t sich mittels einer von F. KBRTESZI [2] angegebenen Methode fiir 
gerades I = 2q rersch&fen: Es seien z und 9 zwei durch eine Kante verbundene Knotenpunkte eines G(“) (k. 2g) ; 
dann ist jeder Knotenpunkt z von G’“) (xl, 2 q), dessen 
Abstand e von .?: oder y 5 q-l ist, offenbar mit genau 
einem der Knotenpunkte 2, y durch einen Kantenzug der 
Ltinge e verbunden, und zwar durch genau einen solchen 
Kantenzug, denn in jedem anderen Falle erg&be sich ein 
Kreis der LBnge < 1. Hieraus schlieoen wir, da13 G’“) (k. 2q) 
einen Baum von der in Abb. 1 angegebenen Art enthllt. 
Daraus folgt : 

n~~+2(k-l)+-“(k-l)“- . . . +3(k-l) q-1 

= 2 { (k-l)” - 1) / (k--2), 
so da0 

und diese Schranke ist um (k- 1)4-1 grBl3er als die in (1) 
angegebene untere Schranke 

1 $ k’l-&k-1)’ = { k (k--ly -2 } I (k-2). 
t=0 

3) Wir wollen noch die uns bekannten Fglle zusammen- 
stellen, in denen man f (k, I) explizit angeben kann. 

Werden Mehrfachkanten zugelassen, so ist’ es such sinnvoll, den Fall 1 = 2 zu bet,rachten. 

Beginnen wir mit den t’rivialen Fdllen. 

a) Ic = 2. Offenbar ist 

(8) f (2: 1) = I, 

die Graphen GfE) (2: I) sind (bis auf Isomorphic) eindeutig best,immt, ngmlich Kreise der LB;nge 6. 

b) Z = 2. Offenbar ist 

(V f (k, 2) = 2. 

Die Graphen G(*) (k, 8) sincl eindeutig bestimmt? sie bestehen aus zwei Knotenpunkten und k die beiden Knoten- 
punkte miteinander verbindenden Kant,en. 

c) 1. = 3. We am Anfang der arbeit bemerkt, murde, ist, 

(10) f (k: 3) = k+ 1. 

die Graphen Cr ‘(‘~ I) (&, 3) sind eindeutig hestimmt,, ngmlich die aus k + 1 Knot’enpunkt’en und . 
i-1 

k t 1’ diese 
3 

’ Kn0tenpunkt.e paarweise miteinander verbindenden Kanten bestehenden vollst,bndigen Graphcn. 

d) 1 = 4. Nach einer mfindlichen Mitteilung von L. P&A (Budapest’) ist 

(11) f(k,4) = Pk. 

Beweis: Wegen (7) ist, f (k, 4) 2 2k, und es ist aueh ! (k, 4) 5 2 k, denn es gibt einen Gcz w  (k, 4), n&mlich den 
paaren Graphen mit den 21c Knotenpunkt’en 

5% 22, . . ., 51;; Yll Y% . . *, M 

und den P Kafiten 

(xi, yj) (i = 1, 2, . . ., k; j = 1, 2, . . <, k). 

Wieder sind die Graphen G(2”) (k, 4) eindeutig bestimmt,, wie man sich auf Grund von Bemerkung 2 leicht 
klarmachen kann. 
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e) 1 = 5. Aus (1) ergibt, sich unmitt,elbar 

f (k, 5) 1 k2 + 1. A. J. HOFFMAN und R. R. SXGLETON [I] haben bewiesen: 

(12) 
C 

f(k,5)=P$l fiir k=2,3,7 

f (k, 5) > k2t 1 fiir k+2,3,7und57; 

im Falle k = 57 ist die Frage nicht gekl&rt. 

f) 2 = 6, F. K~RTESZI [2] konnte zeigen: 

Ist p eine beliebige Primzahl und r eine beliebige natiirliche Zahl, so gilt 

03) f (1 +p’, 6) = 2 (1 + @ -+ $92’). 

g) I = 7. Nach [l] ist f fir k > 2 stet,s f (k, 7) grijBer als die untere Schranke (1). 

h) k = 3. Hier ist nach W, T. TUTTE [5] und W. F. MC GEB [3] f (3, I) in den FB;llen 
1 = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 bekannt; wir geben fiir diese Werte von 1 die GriiBe f (3, I) sowie die Schranken, welche 
sich aus (1) bzw. (7) ergeben, an: 

24f(3,%) = 2 
45/(3,3) = 45 8 
6sf(3,4)= 65 24 

lo 5 f (3.5) = 10 5 56 
14~f(3>6)=14~120 
22If(3.7) ::24s24S 
30~~(3,8)=30~504. 

Fiir 2 > 8 ist f (3, 2) stet,s gr6Ber als die untere Schranke (1) bzw. (7). 

Es zeigt sich, daB in a,llen F&llen, in denen wir f (k, I) kennen (mit Ausnahme von k = 3, 1 = 7), st,et,s f (k, 2) 
gleich der durch (1) bzw. (7) gegebenen unteren Schranke ist,. Liegt dieser Fa,ll vor und ist I gerade, SO besteht, 
jeder Graph G(“) (k, 2) mit 9% = f (k: 2) offenbar aus dem in Bemerkung 2 genannten Baum (Abb. 1) und gewissen 
Kanten, welche Knot,enpunkt’e miteinander verbinden, deren Abst.and in dem Banm gleich Z-l isD; daraus 
folgt, daB dann G (n) (k I) ein pa,arer Graph ist (wie man in den bekannten F&llen leicht unmittelbar nachpriifen 
kann). Es ent,st,eht folgknde Frage: 

Gibt es eine Zahl k 2 3 und eine gerade Zahl 12 6 SO, da/l einer der Graphen GcnJ (k, 1) mit minimaler Knote?xahl 
7% ke i n paarer Graph ist 1 

II. Einige Eigenschaften der Minimalgraphen 

Fiir da.s Folgende wird nur die Existenz von Graphen G M) (k I) fiir beliebige natiirliche Za,hlen k 2 2, I2 3 
und geeignetes 12 vorausgesetzt,; diese kann man aus Teil I dies& Arbeit oder, unabhgngig hiervon, such aus 
[4] entnehmen. 

Wir wollen einige Eigenschaften derjenigen Graphen G (‘I (k, I), fiir welche 1% seinen kleinst,mijglichen Wert 
f (k, 1) hat, zusammenstellen; diese Graphen werden im Folgenden als Minimalgraphen bezeichnet. - Es sei 
durchweg ke 2, 12 3. 

(A) Der A&and zweier beliebiger Knotenpunkte eines Minimalgraphen Gtnl (k, I) ist 5 1. 

Beweis : Angenommen, es g&be in G (‘I (k 1) zwei Knotenpunkt’e x, y, deren AbsOand > 1 ist. x sei mit den Knotmen- 
punkt,en x1, . . . , xlcr y sei mit den Knoienpunkten yl,, . . . , yk durch je eine Kante verbunden. Dann betrachten 
wir den Graphen G’, welcher aus G@) (k, 1) entsteht, wenn wir die Knot,enpunkte 2 und y sowie die siimtlichen 
van ihnen ausgehenden Kanten lijschen und statO derer die Kanten (x1, yI), . . ., (x~, yk) einfiihren. G’ erweist 
sich als ein (eventuell in mehrere get,rennte Teile zerfallender) 5: (lav2) (k, I), also ist n nicht die minimale KnoDen- 
zahl - im Widerspruch zur Vorausset’zung. 

Folgerung aus (A): 

(14) f (k, I) 5 k ‘“j--t-” (k>2). 

Das ergibt sich a’us (A) mittels eines (schon in I benutzten) leicht’en Induktionsschlusses, denn wegen (A) 
besit,zt, der Minimalgraph nicht mehr als 

1 + k + k (k-l) + . . . + k (k-l)“-l = 1 + k {(k-ljE - 1 } / (k-2) = {k (k-l)E - 2) / (k-2) 

Knotenpunkte. Die so gewonnene obere Schranke fiir f (k, 2) ist von Phnlicher Art wie die in (1) van ERDGS an- 
gegebene obere Schra’nke 

z-e 
4 2 (k-l)t = 4 

(k-l)‘-l -1 1 

t=1 k-2 

jedoch weniger gut als diese. 
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(B) Es sei k = 2h qerade und 2 ei?z beliebiqer Knotenpu?akt eines Mi?zimalqraphen CT(“) (k, I). Dann gilt: Die 
An.zahl derjenigen Kantea tion GCn) (k, I), w&he je zwei Knotenpunkte verbindeen, die b&de van x den Abstand 1 
haben, ist < h. 

Beweis: Angenommen, (B) sei falsch. Dann gibt es in G(@ (k, I) einen Knotenpunkt x und h Kanten ~1, xa,. . . , x~, 
deren beide Endkuotenpunkte von x den Abstand 1 haben. Die (nicht notwendig verschiedenen) Endknoten- 
punkte dieser Kanten seien yl, . . . , yah. Der Knotenpunkt x sei mit den Knotenpunkten x1, . . . , xsh durch je 
eine Kante verbunden. Wir betrachten den Graphen G”, welcher aus G@) (k, I) entsteht, wenn wir die siimt- 
lichen Kanten IS,, . . . , X& sowie den Knotenpunkt x und die von ihm ausgehenden Kanten lijschen und statt 
derer die Kanten (x1, yJ, . . .) (xahr ys,J einfiihren. G” erweist sich als ein G@-l) (k, I), also ist n nicht die mini- 
male Knotenzahl - im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Aus (B) folgern wir 

(C) Es sei k = 2 h qerade und x ein. beliebiger Knotenpunkt eines Minimulgraphen a(“) (k, I). Dunn ist die Anzahl 
u derjenigen Knotenpunkte von Cc*) (k, Z), die von x den Abstand 1 haben, 5 (k-l)‘-l. 

Beweis : 1st u = 0, so ist (C) gewiB richtig ; wir diirfen daher u 2 1 voraussetzen. Es seien v die Anzahl der Knoten- 
punkte von G@‘) (k, Z), die von x den Abstand 1 -1 haben, und q die Anzahl der Kanten, welche zwei Knoten- 
punkte vom Abstand 1 und 1-l von x miteinander verbinden. Dann ist wegen (B) 

qzuk -2 (h-l) = (u-l) . 2h + 2, 

andrerseits gilt 

q=( v (k--l) = v @h-l), 

so da13 
(u-l) . 2h + 2 5 v . (2h - 1). 

SeOzt man hierin eine obere Schranke fiir ‘w ein, so bekommt man eiue obere Schranke fiir u. Nach dem schon 
mehrfach benutzten InduktionsschluB ist gewiB 

v 2 k (k-l)l-2 = 2h . (2h - 1)z-a, 

so da13 sich der Reihe nach ergibt : 

(u-l) - 2h + 2 5 2h . (2h - 1)‘~2 (2h - 1), 

(u-l) . h <h - (2h-l)“-1, 

U- 1 < (k-l)‘-l, 

u 5 (k-l)‘-I, 

wie behauptet wurde. 

Folgerung aus (C) : 

Die obere Schranke (14) ISI& sich im Falle k = 2 h (h > 1) verbessern, denn wegen (A) und (C) besitzt ein 
Minimalgraph G(“) (2 h, E) nicht mehr als 

1 + k + k (k-l) + . . . $ k (k-l)‘-2 + (k-l)‘-’ 

= 1 + k {(k-l)z-1 -1) J (k -2) + (k-l)“-1 

= 2 {(k-l)‘-1: /(k--2) = {(2?-1)*-l} / (h-l) 

Knotenpunkte, so da3 also 

(15) f~2h,Z)~(2h--)“-1 (h>l). 
h-l 

Aber such diese obere Schranke ist weniger gut als die obere Schranke (1). 

kfl (D) Durch jede Kante eines Minimalgraphen G(“) (k, E) qehen m&de&ens 2 Kreise der L&ye 5 I+ 1. 
I I 

Beweis : In den Fallen I = 3 und I= 4 kiinnen wir uns unmittelbar von der Richtigkeit der Behauptung iiber- 
zeugen und diirfen daher 1> 4 voraussetzen. k+1 Angenommen, (D) sei falsch. Dann gibt es in Gfn) (k, 1) eine Kante (x, y), durch welche weniger als - [ 1 2 
Kreise der LInge 5 I+ 1 gehen. x sei aul3er mit y norh mit den Knotenpunkten x1, , . . , xfiL1, y sei auger mit x 
noch mit den Knotenpunkten yl, . . . , ykA1 durch je eine Kante verbunden; wegen I> 4 sind keine zwei der 
Knotenpunkte x1, . . . , xkbl ; 3/r, . . . , yhml identisch oder durch eine Kante verbunden, Die Numerierung der 

3, -‘*Y xksl; yl, . . . , yfi.r sei so vorgenommen, daB fur i = 1,2, . . . , i 
[I 

jeder Kreis, der die Kanten (xi, x) 

und (x, y) enthalt, sowie jeder Kreis, der die Kanten (x, y) und (y, y&-J enthiilt, eine Lange > I + 1 hat (man 
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kann gewiD so numerieren, weil man im anderen Falle schliel3en kdnnte, da13 doch die Kante (x, y) in mindestens 

k+]+] Kreisen der Lange 5 1 + 1 enthalten ist). Dann gilt fur j = 1, 2, . . . , k-l, da13 jeder Kreis, 

welcher durch die Kanten (x~, x), (x, y), (y, y$) geht’, eine Lange > I+ 1 hat. Wir betrachten den Graphen G*, 
welcher aus GtR) (k, 1) entsteht,, wenn wir die Knotenpunkt’e x und y sowie die samtlichen von ihnen ausgehenden 
Kanten losehen und statt derer die Kanten (q, yi), (x2, y2), . . ., (xhM1, yk-,) einfiihren, G* erweist sich als ein 
G(n-2) (k, I), also ist n nicht die minimale Knotenzahl - im Widerspruch zur Vorausset,zung. 

Folgerung aus (D) : 

(E) Ein Minimalgraph besitzt keine Briicke. 

Eigenschaft (E) ergibt sich such aus folgender Eigenschaft : 

(F) Ein Minimalgraph Gcn) (k, 1) be&t keiylen Zerfiillungsknotenpunkt. 

(Ein Knotenpunkt x eines zusammenhlingenden Graphen G heil3t ZerfLllungsknotenpunkt (oder Arti- 
kulation) von G, wenn G durth Liischung von x und der van x ausgehenden Kanten in mehrere getrennte Teile 
2erfBllt .) 

Beweis: Angenommen, G(“) (k. 1) zerfalle durch Lijschung eines Knotenpunktes z und der van z ausgehenden 
Kanten in mehrere getrennte Teile, von denen etwa G die minimale Knotenzahl C haben moge; dann ist offenbar 
2% < n. z sei in CC”) (k. I) mit den Knotenpunkten q, . . .: zP (p < k) van G durch je eine Kante verbunden. 
G’, i?’ seien zwei zu G isomorphe Graphen, wobei die Knotenpunkte q,‘, . . . , z,’ van G’ und x”~, . . . i zP” von G” 
bzw. den Knotenpunkten 3, . _ . , z, van G ent’sprechen mogen. Dann bet#racht,en wir den Graphen G**, welcher 
entsteht. wenn G’ und G” durch die Kanten (zl’, z~“), (z2’, z2”), . . . , (zP’, zP”) miteinander verbunden werden. 
G*:“* erweist sich als ein G(2n) (k, I), also ist 12 nicht die minimale Knotenzahl - im Widerspruch zur Voraussebzung, 

Weiter folgt leicht aus (D): 

(G) Durch jeden Knotenpunkt eines Xinim.algra@eyz Gfn) (k, I) gehen m,indeste?zs [a(k [kg] + Ii] Kreise der 

LiingeSlIf1. 

Beweis: Der beliebige Knotenpunkt x von G (n) (k 1) habe die Xachbarknotenpunkte x1, . . . , xy, durch die Kante 
(2, x1) miigen genau C~ Kreise der Lange 5 Z+ ; gehen (i = 1, 2, . . . , k). 1st dann c die Anzahl aller durch II: 
gehenden Kreise der Lange 5 2 + 1, so gilt offenbar 

c1+c2+ . . . +c,=%c; 

wegen (D) ist 

c > k-+1 I 1 k+l 
i- - ,folglich2czk B , 2 I 1 

und daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung (G). 

Die Aussage (G) kann durch zwei weitere Aussagen prazisiert werden: 

(H) Es sei k = 2 h gerade und 2 ein beliebiger Knotenpunkt eines Minimalgraphe,,, G OI) (k, I). Dunn sind mindestens 
h+ 1 der von x ausgehenden Kanten je in einem Kreis der Lange 1 enthalten. 

Durch x gehen ulso mindestens $ il $ I Kreise deer Lange 1. 

Beweis: Im Falle 1 = 3 ist die Behauptung gewi0 richtig, wir diirfen daher 1> 3 voraussetzen. Angenommen, 
(H) sei falsch. Dann gibt es in G M) (k 1) einen Knotenpunkt x derart, da13 mindestens h der von x ausgehenden 
Kanten keinem Kreise der Lange 1 $ngehijren. x sei mit den Knotenpunkten x1, . . . , x2, durch je eine Kante 
verbunden, wobei die Numerierung so gewahlt sei, da6 keine der Kanten (x, x1), , . . , (x, xla) einem Kreise der 
Lange 1 angehiirt. Wegen I> 3 sind keine zwei der Knotenpunkte xi (i = 1, . . ., k) identisch oder durch eine 
Kante verbunden. Wir betrachten den Graphen Go, welcher aus G(“) (k, 1) entsteht, wenn wir den Knotenpunkt 
x sowie die sdmtlichen von ihm ausgehenden Kanten liischen und statt derer die Kanten (x1, x,, +l), (x2, x,+~), . . . , 
(a, x~~) einfiihren. Go erweist sich als ein G tnel) (k, I), also ist YZ nicht die minimale Knotenzahl - im Widerspruch 
zur Voraussetzung. 

(J) Es sei k = 2h + 1 ungerade, und es seien x und y swei beliebige, durch eine Kante uerbundene Knotenpunkte 
eines A?inimalgraphen G(“) (k, I). Dann hat minclestens einer der Knotenpunkte x, y folgende Eigenschaft : Van den 
2h uon diesem Knotenpunkt ausgehenden, non der Verbcndungskante (x, y) verschiedenen Kanten sind mindestens 
h + 1 je in einem Kreise deer Lange 1 enthalten, welcher nicht durch (x, y) geht. 

Durch x oder y gehen also mimlestens f 
11 

+ 1 Kreise der Lange 1, welche die Kante (x, y) nicht eathalten. 

Beweis: In den Fallen I = 3 und 1 = 4 ist die Behauptung gewil3 richtig, wir diirfen daher I> 4 voraussetzen. 
Angenommen, (5) sei falsch. Dann gibt es in Gcn) (k, I) zwei durch eine Kante verbundene Knotenpunkte x. y 
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mit der Eigenschaft, daB in G(“’ (k, 2) - (2, y) sowohl von z als such von y je mindestens h Kanten ausgehen, 
welche keinem Kreise der L&ige 1 angehoren. x sei {auBer mit y) mit den Knotenpunkten x1, . . . ~ xa,,, y sei (au3er 
mit x) mit den Knotenpunkten yl, . . . , yah durch je eine Kante verbunden, wobei die Numerierung so gew&hlt 
sei, dalj keine der Kanten (x, xl), . . . , (x, x~) ; (y, yr), . . . , (y, yh) in CCn) (k, 1) - (x, y) einem Kreise der Lange 1 
angehort. Wegen 1 > 4 sind keine zwei der Knotenpunkte xi, y* (i, i = 1,2, . . . , 2h) identisch oder durch eme 
Kante verbunden. Wir betrachten den Graphen Goo, welcher aus G(*) (k, 1) entsteht, wenn wir die Knotenpunkte 
x, y sowie die s&mtlichen von ihnen ausgehenden Kanten lijschen und statt derer die Kanten 
(Xl, Xh:,,,), (x22, %+2), * * * 9 (% %J; IY,, Y&+1), (Y2, Yhd ” - - ,( y&, yZh) einfiihren. Go0 erweist sich als ein P--2) (k, I), 
also ist n nicht die minimale Knotenzahl - im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Bemerkung : Es entsteht hier die Frage, ob fiir geeignete Zahlen h und 1 ein Xi&nalgra~h G(“) (2 h + 1,l) exa’stiert, 
welcher einen Knotenpunkt besitzt, durch den kein Kreis der Liinge 1 geht. 

Folgerung aus (H) und (J) : 

(K) Ein Minimalgra~h Gcn) (k, 1) hat die Taillenweite 1. 

Wir schlieI3en daraus: 

Satz 2 : Zu zwei beliebigen natiirlichen Zahlen k 2 2, 12 3 e&istieren stets reguliire Graphen der Valenz k und der 
Tuillenweite 1 (vgl. dazu [4]). 

Ein reguliirer Graph der Vulenz k und der Taillenweite 1 minimaler Knotenzahl ist zugleich ein Minimalgraph 
G(“) (k, 1) mit n = f (k, 1) und hut folglich, falls k gerade ist, die Eigenschaften (A) bis (H), und falls k ungerde ist, 
die Eigenschaften (A), (D), (E), (F), (G) und (J). Seine Knotenzahl f (k, 1) geniigt den Ungleichungen (1) und - fa& 1 
gerade ist - (7). (Siehe such (17) am SchluB der Arbeit.) 

Bemerkung: Die Abschiitzungen (14) und (15) kdnnen mittels (D), (G) und (H) bzw. (J) leicht verscharft werden, 
wir wollen jedoch hierauf nicht niiher eingehen. 

Bemerkung*): Zwischen f (k, 2q+ 1) und f (k, 2q+ 2) besteht folgende Relation: 

(16) f @,2q+2)S2f(k,2q+l) (q= b&3, . ..I 
Beweis: Es seien C = Gcn) (k, 2p f 1) ein Minimalgraph und G’, c” zwei zu G isomorphe Graphen. c’ enthalte die 
Kante (a’, b’), dieser entspreche auf Grund der Isomorphie in G” die Kante (a”, b”). Wir liischen die Kanten 
(a’, b’) und (a”, b”) und ftihren an ibrer Stelle neue Kanten (a’, b”), (a”, b’) ein, und so verfahren wir mit jedem 
Paar einander entsprechender Kanten von G’ und G”. Der entstehende Graph G hat 2n Knotenpunkte und ist 
regular von der Valenz k? seine Taillenweite ist nicht kleiner als diejenige von G, und da er offenbar ein paarer 
Graph ist, enthglt er keinen Kreis ungerader Lange. Daraus folgt sogleich, da13 G ein G(zn) (k, 2q + 2) ist, und 
mithin ist f (k, 2q + 2) 5 2 n; das war zu beweisen. 

Aus (16) und (1) schliel3en wir : 
?Q-1 

f (k,2q+2)5 S~&k-l)L = 8 { (k-l)2P-l} / (k-2) -8, 

und diese Schranke ist besser als die obere Schranke (1) fiir gerades 1. 

Fassen wir die gewonnenen Abschiitzungen (l), (7) und (16) zusammen: 

(17) 

1 +k(k_l)*--l 
k-2 

5 f (k, 2q+ 1) I 4 (k 1)2* -- 
- - 1 

k-2 
11 

I 
- 2 (k-l)g+ ..--- l 1 - 2 f (k, 2 +- 2) 5 8 - (k-Ills* 1 . I 

k-2 q 

*) Nachtrag wahrend des Drucks. H. S. 
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