Ramsey és Van der Waerden tételével kapcsolatos
kombinatorikai kérdésekrdl

ErpSs PAL

RAMSEY! egy ismert tétele szerint minden i =k &s i =/ egész szdmok-
hoz létezik egy legkisebb f(i, k,!) szdm, melyre ha egy n=f(, k,I)
elem( halmaz i-ed osztilyd kombinacidit két osztalyba osztjuk, akkor
vagy van k elem, melynek Osszes i-ed osztilyd kombindcidja az elsG
osztalyban van, vagy van / elem, melynek &sszes i-ed osztilyd kombina-
cidja a masodik osztilyban van. E cikkben csak az i=2 esettel fogunk
foglalkozni, s f(2, k, 1) helyett f(k, I)-et fogunk irni. i =2 esetre RAMSEY
tétele igy is fogalmazhatéd: f(k, /) az a legkisebb szdm, melyre ha egy
flk, 1) szbgponti teljes graf éleit két osztilyba soroljuk vagy az elsg
osztaly tartalmaz egy k szdgpontl teljes részgrafot vagy a masodik
osztaly egy I szbgpontu teljes részgrafot. Trivialis, hogy f(2,1) =,
f(k, 2)=k. Fennall tovabbi *:? (¢4, ¢5, ... pozitiv konstansok)

(5P wren<(1)

A legérdekesebb esetek k=17 és [=3. Ha k=1, akkor3

0 w2 <f b= (27

f(k, k) pontos értékét nagyon nehéz lesz meghatarozni, még azt se
sikeriilt bebizonyitani, hogy lim f(k, k)!/* 1étezik.
ke

Ha /=3, akkor*
k41
log = < fl 3)= ( )

Nem sikeriilt eldéntenem vajon f(k, 3) > c¢;k2 igaz-e?

(O*‘:Cl = 1).




Célszerli lesz RaMsey tételét a kovetkez6képpen atfogalmazni:
Jelentse g(n) azt a legnagyobb egész szamot, melyre ha egy n szégpontil
graf éleit két osztilyba osztjuk mindig van egy Go™ (G egy r szog-
ponti teljes részgrafot fog jelolni), melynek élei ugyanabban az osztily-
ban vannak. (1)-b6l azonnal nyerjiik, hogy

logn 2logn
@ 2log2 W =Tog2 -
Nem tudom bebizonyitani, hogy
lim g(n)/log n

N=ec

létezik (konnyii belatni, hogy ez equivalens lim f(k, k)'/* 1étezésével).

k—ea

Vizsgaljuk marmost a kdvetkez8 kérdést: Egy n szogpontu teljes
graf éleit két osztalyba osztjuk. Létezik-e egy k =k(n) szogpontl rész-
graf (k=k(n) csak n-tdl fiigg, s nem fiigg a beosztast6l), melyre vagy
az elsé osztaly élei, vagy a masodik osztily élei tulstlyban vannak?
(hogy mit jelent ,,tdlsulyban vannak”™ azt persze még precizirozni kell).
Ily tétel persze csak akkor éi1dekes, ha k(n)-re jobb alsé becslést kapunk,
mint amit (2) ad.

Jeloljon G(n) egy n szdgpontil teljes grafot, xy, ..., x, legyenek
szogpontjai s e(i, j) jelolje az x; és x; pontokat Osszek6ts élet. Legyen
h{i,j) = +1, ha az e(i,j) él az els§ osztilyban van, s k(i,j) = —1 ha
a masodikban van. G(x;,, ..., x;) jeldlie az x;, ..., x; pontok &ltal
feszitett teljes részgrafot s

H(G(r)) = H(xl’ weey x;_) = Eh(ijl’sz)’

ahol az Osszegezés G(x;,, ..., x;) Osszes €lére ki van terjesztve.

Legyen 0<g<1, jelolje g(e, n) azt a legnagyobb szamot, melyre
ha egy n szogponti graf éleit két osztilyba osztom, akkor mindig van
egy GO, r=g(g, n), melyre

3 |H(G ()| =>&().
I, Tétel.
logn 10000 log n
@ Fi00logz EGM<""7

Latjuk, hogy (4) g(s, n)-re a helyes nagysigrendet adja. (4)-et
konnyfi lenne élesiteni, Valésziniileg igaz, hogy

0] lim g(e, n)/log n = F(e)

A=eo
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ahol F(g) a (0, 1) intervallumban monoton cstkkend fliggvény. (5)
bizonyitisa nem latszik konnylinek. A tétel csak ¢ kis értékeire érdekes
s érdemes lenne (4) als6 és felsd becslését e-tol fliggben javitani. Ez eddig
nem sikeriilt nekem.

Legyen
H(n)=min max |[H(G")|
1sr=n

ahol a maximumot G Gsszes r szdgponti teljes részgrafjaira kell
venni, s a minimumot az élek Usszes két részre val6é osztalyozasara kell
venni. Ekkor fennall a

11. Tétel.
;; =H(n) < C,n'"-.

Valosziniinek 1atszik, hogy a felsé becslés igen rossz, talan az alsé
becslés sincs tilsigosan messze H(n) valédi nagysigrendjétsl, de %
biztosan helyettesithet8 lesz nagyobb értékkel.

Az L. és II. tételeknél a fels§ becslés bizonyitisdhoz egyszerii vals-
szinfiségszamitasi modszereket fogunk hasznalni,

Altalanosabban jelentse g(i, ¢, n) azt a legnagyobb szdmot, melyre
ha egy n elemil halmaz Gsszes i elemii részhalmazait két osztalyba oszt-
juk, akkor mindig van egy r=g(i, ¢, 1) elemii halmaz Xipys vor Xp
melyre

[Hi (%, ooes X3 <2()

(Hi(x,,, ..., %:) a kovetkezSképpen van defimidlva: A(x,,, ..., x,)=1
ba x,,...,x, az els6 osztilyban van, kiildnben #; értéke —1.
H{x;,, ..., x,)=Zh; ahol az 8sszegezés az Ssres i elemii részhalmazokra
van kiterjesztve.) Egyszerii valoszin(iségszamitasi mddszerekkel be tudom
bizonyitani, hogy

© gGi, &, )= CP () (log my' "~

(6) bizonyitasat nem részletezem, mert hasonlé az I. és II. tételek bizo-
nyitdsahoz, (14sd még a [3] alatt idézett cikk modszerét). Konnyii lenne
C(e)-ra i és e-t6l fiiggd explicit becslést adni.

Lehetséges, hogy

) g, e, n)>C&" (e) (log m)"

(7) ha igaz, fileg azért lenne érdekes, mert mint ismeretes® f(i, k, /)
i>3-ra sokkal gyorsabban tart a végtelenhez, mint f(2, k, [)=f(k, D
(ez valdsziniileg i = 3-ra is igaz) s érdekes lenne, ha g(i, & ») minden i-re
nagyjabél egyforman viselkedne. (7)-et azonban nem tudom bebizonyi-
tani.
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Van der Waerden egy ismert tétele szerint létezik egy legkisebb
A(k), melyre ha az 1=1=A(k) intervallumban az egész szamokat két
osztalyba osztjuk, akkor legalabb az egyik rész tartalmaz k tagl szamtani
sort. A(k)-ra csak nagyon gyenge felsG becslés ismeretes. RADO s a
szerz8 bebizonyitottak, hogy

® A (k) =242 (] — 1)112,
ScuMIDT e becslést javitotta, kimutatta, hogy
A (k) = 2k=Cs(klog k)12

Jelentse B(n) azt a legnagyobb egész szamot, melyre ha az 1 s1=n
intervallum szdmait két osztalyba osztom, legalabb az egyik osztily
tartalmaz B(n) tagl szamtani sort. Van der Waerden tétele miatt
lim B(n) =< és Schmidt eredménye miatt

logn
B <(-m 15
minden 5 >0-ra ha n=>nyn).

Legyen h(m)= +1 ha m az elsé osztalyban van, s #(m) = —1 ha
m a masodik osztilyban van. Legyen O0=g=1. B(g, n) jelentse azt a
legnagyobb sziamot, melyre ha az 1=r=n intervallum szdmait két
részre osztom, akkor mindig van egy /=B(g, n) tagi szimtani sor
O<a<a+d=..<a+(—-1)d=n, melyre

-1
2 hlatud)|=el
u=0
Nyilvin B(1, n) =B(n).
111, Tétel.
100000 log n
©) B, my<—— g

A TII. Tétel bizonyitdsat csak vizolni fogjuk, mert nagyon hasonlit
az I és 1I. tételek, valamint (8) bizonyitasahoz. Lehetséges, hogy (9)
Bfe, n)-re mar helyes nagysagrendet adja, s6t talin B(e, n)/log n minden
e-ra létezik, Talan ¢=1-re e limes 0.

Az £=0 esetre vonatkozik a kbvetkezd kérdeés: Legyen D(k) az a
legkisebb szim, melyre, ha az 1=7=D(k) intervallum szidmait ket
részre osztjuk, akkor mindig van egy 2k tagl szdmtani sor a,a+d, ...
vy a+(2k—1)d, O<a, a+ (2k—1)d= D (k), melyre

2k-1

_2,’0 h(a+ud)#0.
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Konnyd belatni, hogy D(k)<C,k?, de talan D(k)<Cgk. Az analog
kérdés grafokra nem érdekes. Kdnnyl ugyanis beldtni, hogy minden
G® tartalmaz egy G~ D-et, melyre H(G#-1)0.

I. Tétel bizonyitasa. ElSszor (9)-ben alsé becslést igazoljuk. (2)
miatt nyilvin az altalanossidg rovasa nélkiil feltehetjiik, hogy G®™-nek

; 1
van oly 2k szdgponti részgrafja G29, melyre k= E%gn_z] és melynek
minden éle az els§ osztilyban van. Legyenek G@¥ szdgpontjai x , ..., X5

és legyen yy, ..., ¥4
k
(10) £ [205%]

G™ t tetsz8leges az x-ektll killonbozd pontja. Ha tételiink nem lenne
igaz, akkor nyilvan

t
an (s, -0 vI=e3).
Tovabba
JH (X5 o Xy Y15 o5 Y| =
(12) k k
=(5)+ = newsprHo 0 |=e(FF]
2] 1=i=k 2
l=j=t
és hasonléképpen
[H (Xt 15 -5 Xaks V15 o0 Y=
(13) k k+t
=(3)+ 2 e mH0s o= T)
1=j=t
[H (x15 20y Xogs V1o vos VI =
(14) 2% k +2t
= (F)+ 2 heor+HOu | 2e(* ]
2 15i=2k 2
1=j=i

(11), (12), (13) és (14)-b8l nyerjiik, hogy

H(xl) coey Xogs Yiy vees yt)_H(xls very Ky Vi eovs J—’:)"‘
15) —HXp 115 205 X2ks V15 s VI FH D1y oy 1=

_ [%k] _2 (f{) gty (k“zz’] <2e(k+20)%

3 Matematikai Lapok
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Ha O0<e=}, akkor azonban (15) (10)-nek ellentmond, s ezzel ha

e<%} (4)-ben az alsé becslés igazolva van., Ha e=1, akkor
2k . ; iz

Hx,, ...,xz,‘)=(2) igazolja allitasunkat. A 100 constanst konnyii

lenne egy kisebb konstanssal helyettesiteni,
Most ratériink (4) felsG becslésének bebizonyitisira. A G® graf
€lein definialt killdnbdz8 A(i,j), 1 =i=j=n fliggvények szidma nyilvin

2(2}, ugyanis minden (i, j) élparra A(i,j) értékét + 1-nek vagy — l-nek
valaszthatjuk. Legyen G egy fix r szdgpontu teljes részgrafja. Meg-
hatarozzuk, hogy hany olyan k(j,j), 1 =i=j=n fiiggvény van, melyre
19 G <)

G®» azon(g) —(5] ¢lei, melyek nincsenek G™-ben nyilvan 2(2)-(5) ily
fiiggvényt adnak. G™ élein viszont (16) miatt mint kénnyii belatni

SHEAH

ily fiiggvény van, ahol ZX,-ben O=u= (r

2

r\l+e r P ; Jiigh g g
55 ——=u= 5 ) Azon G élein definidlt A(i,j) fuggvények

szama ugyanis, melyekre pontosan u €l van, melyre h(7,j) =1 nyilvan

r
[2] 20 l—e¢ 14+efr -
{u) (16) miatt viszont vagy 0= uS—z—(z) vagy T(Z)guz

=(})-

Keresett fliggvényeink szdma tehat

an 2(3)—(5)( >, [(i))Jr 22(( 2)))

Egyszerii szimol4ssal nyerjiik, hogy (a részleteket itt az olvaséra bizzuk)
_ et
(18) ((2 ]"'Z ([ ]] ( ) 10 000

G™ GO tipusu részgrafjainak szama nyilvan (2]. (17) és (18)-bdl

l—e
)T és Z,-ben
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tehat nyerjiik, hogy G™ élein definialt azon A(i, j) fiiggvények szdma,
melyekhez van egy G¥), melyre (16) teljesiil kisebb mint

) (n (2) 2)

) 2 [ )e-glrlfll') 000 - 9\? Hre—s2r}[10 000 < 9 2
F

ha

19 i 1000010g_rz

g2 ’

Tehat ha (19) fennall van oly h(i,j) fiiggvény, melyre (16) G®
egyetlen r szégpontl részgrafra se &all fenn. Ekkor azonban minden
I=r esetén is fennill, hogy

@0) (G = )

Fennill ugyanis (az Osszegezést GO Osszes r szdgpontl részgraf-
jéra kell kiterjeszteni)

@ #G)=3 n@)|('22)
G® minden éle ugyanis (i:;) G(-ben fordul eld. (21)-bél

IHG™)| ¢ [ ;) st

menn=(;)«(5)((3))"=+(3)

azaz (21) be van bizonyitva.

(4) G(e, n) valddi nagysigrendjét megadva, de G(e, n)-nek e-tdl
valé pontos fiiggését nem adja meg. A tétel ezen hianyossagan egyeldre
nem tudok segiteni, 10000 helyett persze konnyii lenne kisebb constanst

talalni, de ;;Tlﬁ és -;7 tényez6ket nem tudom gyorsabban, illetve lassab-

ban a végtelenhez tartd fiiggvényekkel helyettesiteni.
II. Tétel bizonyitdsa. ElSsz6r az alsé becslést bizonyitjuk. Az 4lta-
linossdg rovasa nélkiil feltehetjiik, hogy #(l,i{)=1 i-nek legalibb

n—l], n+1
értékére s hogy ezek i=2, ..., | —— |.Ha H{x,, ..., x =
[ )

2

n
=— e akkor készen vagyunk. Ha H(x,, ..., x[,,,,l ]> —%, akkor
2
viszont H(xl, - x[,.+ 1]] E_:%, s ezzel allitdsunk igazolva van.
p)

3e
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H(n-re vonatkozé felsd becslés bizonyitasit nem részletezziik, mert
hasonlit az I. Tétel bizonyitasahoz. Ugyanugy, mint (17) és (18)-ban
egyszerli szimolassal adodik hogy ha G G™ egy tetszSleges r szdg-
ponti teljes részgrafja, akkor azon k(i j) figgvények szama, melyekre

|H(G®)] = C,n3/? kisebb, mint 22" (ha C, egy elég nagy abszolit
constanst)., Minthogy G™-nek 2" teljes részgrafja van, van oly & fiigg-
vény, melyre minden G®-re |H(G®)| = C,n3? s ezzel a II. Tétel igazolva
van,

III. Tétel bizonyitdsa. Legyen a,a+d,...,a+({—1)d, 0<a,
a+(/—1)d=n egy fix ] tagh szdmtani sor, Azon h fiiggvények szama
melyekre

(22)

=¢,l

-1
2{; h(a+ ud)
nem nagyobb mint

R A

ahol Z; -ben UéréLz_s) és Z,-ben {(l; 2 =r=l (23) bizonyitasa

ugyanigy torténik, mint (17) és (18) bizonyitdsa. Az 1=¢=n inter-

vallum / tagh szdmtani sorainak szdma nyilvdn <n?. Tehat (23) miatt

100000 logn
82

azon h fiiggvények szama, melyekhez van legalabb egy /=
tagl szdmtani sor, melyre (22) teljesiil, kisebb mint

(24) 2"”2 Z" e £21/10 000 o
i

I'-ben 1= Jﬂf’g‘; 1087 (24) miatt van legalsbb egy  fil ggvény

melyre (23) egyetlen / élo_(]ﬂ[;:]zlogn

s ezzel (9) azaz a III, Tétel igazolva van.

tagl szdmtani sorra se teljesiil,
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O HOMEMHATOPHBIX 3AAUAX CBSI3AHHBIX
C TEOPEMOH PAMCENSI — BAH JIEP BAPJIEHA

I1. Spagw

ON COMBINATORIAL PROBLEMS CONCERNING
A THEOREM OF RAMSEY AND VAN DER WAERDEN

P. Erpds

Denote by G™ the complete graph of » vertices x1,..., .. The edge connec-
ting x; and x; is denoted by (i, j). Let /(i, /), 1 =i=j=nbe an arbitrary function which
takes on the values +=1. H(G"))=ZXh(i,j) where the summation is extended over
all the edges of the subgraph G’ of G* and

H(n) = min max |H(G™)
l=r=n
where the maximum is to be taken over all subgraphs of G and the minimum over
all functions h(i, j).
Let 0=e=<1. Denote by g(¢, n) the largest integer for which there exists for

every function % a subgraphs G or G satisfying r=g(e, #) and H(G®) = 3(5'
The author proves that

logn 10000 log n
0 — g
100¢” Iog 2 g
and
n
(2) g = H(n) = en’la.

It would be interesting to improve the inequalities (1) and (2).

Let k() be an arbitrary function defined on the integers which takes on the
values +1. Let B(e, 1) be the largest integer for which for every function / there
always exists an arithmetic progression O-=a<a+d=<...<a+ (I-1)d<n of I= B(s, n)

-1
terms for which | > h(a+ud)|=el.
u=0

I proved

100 000 lo
o) Blen) < —0—20

82

No‘ sa.tisfa_tctory lower estimation is known for Bf(e, 1). The proof of the upper
bounds in the inequalities (1), (2) and (3) use simple probabilistic arguments.



