Szamelméleti megjegyzések IV.
Extremilis problémik a szémelméietben, I
 ErDds PAL

E cikkben targyalandd problémik természetét legjobb lesz egy pél-

daval illusztralni. Még 1933-ban talaltam a kovetkezd tételt. Ha a, =...
<@,y =2n,n+1 egész szam 2n-ig, akkor mindig van kéziilitk kettd,

ugy, hogy egyik tébbszérdse a masiknak, viszont n+1, n+2, ..., 2n
mutatja, hogy megadhatunk n szdmot 2n-ig, Ugy, hogy egyik se oszthaté
a masikkal. Az ¢n eredeti bizonyitasom kissé komplikalt volt, de VAzso-
NY| ENDRE, WACHSBERGER MARTA, LAZAR DEZs6 és TURAN PAL egyszerii
bizonyitasokat taliltak. E cikkben targyalt problémak mind ilyen ter-
mészetli szamelméleti szélsGérték feladatok lesznek — némelyikiik kony-
nyli, majdnem kozépiskolas nivéju — masok igen nehéz megoldatlan
kérdések. A bizonyitasokat csak akkor (¢s akkor se mindig) fogom
kozdlni, ha még sehol se jelentek meg, de lehetSség szerint utalni fogok
a kérdések irodzlméira, melyeket kézvetleniil a problémék diszkusszigja
utdn fogok megadni. Teljességre természetesen a problémdk felsorolasa-
ban s az irodalmi utaldsokban nem tarthatok igényt, s fGleg oly prob-
Iémékat fogunk csak diszkutélni, melyekkel én magam is foglalkoztam.
E cikk elsG részében olyan szélsGértékfeladatokra fogunk szoritkozni,
amelyekben a szamok véges intervallumban vanhak, e megkotések
nélkiil a problémak természete teljesen megvaltozik.

e, ¢y, O3, ... pozitiv abszolut konstansokat fognak jeldlni, a,.a,. ...,
vies Dy ... mindig pozitiv egész szamokat, révidség kedvéért e cikkben
,,5zam" mindig pozitiv egész szamot fog jeldlni. exp =z = e7 jeldlést fogjuk
hasznalni.

Az egyszer(ibb problémak egy része megjelent az American Mathe-
matical Monthly problémarovataban és Erdds—Suranyi ,,Bevezetés a
szamelmeéletbe” cim{i konyvében.

Az eldébb emlitett egyszerii kérdéssel kapcsolatos a kdvetkezd, sok-
kal nehezebb kérdés: Legyen a4, =... =a,=n olyan, hogy egyik se oszt-

Kk .

haté a masikkal. Mekkora Ea— maximuma (k értéke nem fix)?
=1
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E feladat teljes megoldisa, az extrém sorozat és a maximum meghati-
Tozasa itt reménytelennek latszik. Behrend bebizonyitotta, hogy

k
W Sice

1 log nf(log log n)"-.
i=1 a;

Behrend azt is kimutatta, hogy az (1) 4ltal adott nagysigrend nem javit-
haté. En bebizonyitottam, hogy

LA : logn
) max ig; e (1+ oUDm(Zn-log Togr)

Amer. Math. Monthly 44 (1937), 120. Lasd még TurAN PAL, Az egész
szimok bizonyos szdmsorozatairdl, Kozépisk. Mat. Lapok 1954, IIL
2. p. 33—41. F. BEHREND, On sequences of numbers not divisible one
by another, London Math. Soc. Journal 10(1935) 42—45. P. Erp(s,
On the integers having exactly k-prime factors, Annals of Math. 49
(1948), 53—66, lasd 61. és 62. oldalt.

Az e cikkben targyalando kérdések egy része meg van emlitve
ssome unsolved problems”, Publ. Math. Inst. Hung. Acad. Sci. 6
(1961) 221—254 ¢imii cikkemben. :

1. Ha a, <=...<a,=2n olyan, hogy egyik se oszthato a madsikkal,
akkor mina;=2% ahol 3*<2n<3*+!., Amer. Math. Monthly 46
{1939), 240. Emma Lehmer megoldasa.

2. Legyen a, =...<a,=2n, akkor

min [a;, aj]‘fa.ﬁ[ﬁjl +1 ha n=d.
i%j 2

Amer. Math. Monthly 65 (1958), 47. C. R. Phelphs megoldasa. ;
Kérdezhetd tovabba, hogy legfeljebb hany szam adhaté meg n-ig
gy, hogy barmely kettS legkisebb kizds tobbszirdse nagyobb legyen,
mint en. ¢ bizonyos specidlis értékeire ezt megoldottam, de Altalanos
megoldasom egyelGre nincsen.
3. Legyen a, <...=a,=2n. Fennall

38n
(1) max (ap, aj)}m—?—c.
38 s
147 Bem javithato. ,
Amer, Math. Monthly 44 (1937), 394. E feladatra nem érkezett
megoldas.

Jelolje altalaban f(d, n) azon szdmok maximalis szamét n-ig, hogy
barmely kett§ legnagyobb koézés osztdja =d. Legyen a;<...<a,
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I=f(d, n) egy ilyen sorozat, amelyrdl még feltessziik, hogy egyik a; se
helyettesithet6 egy nala kisebb o/ szimmal (azaz, hogy a,, ..., 4;_y, ai ,
. @4y, .-, 4; MAr nem elégiti ki feltételeinket). Nyilvinvalé, hogy ily
tulajdonsagnl a; < ... <a; sorozat Iétezik. Tovabba nyilvanvald, hogy ha
a; elbfordul sorozatunkban, akkor a; minden osztéja is elGfordul, (ha
ugyanis f|la; nem fordulna elS, akkor a;,...,d;_q, 1, @51, .0y iS
luelégitené feltételeinket). E feltétel azonban extrém sorozatunkat mér
meg is hatirozza. Sorozatunk tartalmazza az (1, 2d) intervallum osszes
szamait és k=>2-re a ((k—1)d, kd) intervallum &sszes olyan szamait,
amelyeknek legkisebb primfaktora =k. Ezzel f(d, n)-et meghataroztuk.
(1)-et ennek alapjin konnyen bebizonyithatjuk. Megjegyezzilk még,
hogy az a; sorozat a (d?, 2, n) intervallumokban csak primszamokat tartal-
mazhat.

4. Legyen a, =...<a,=n olyan, hogy egyik ¢ sem foglaltatik a
tﬁbbl sorozatdban. Fennéll k=m=(n), ahol n(n) az n-nél nem nagyobb
primszamok szimat jelenti.

5. Jelslie f(ay, ..., a,; n) azon m=n szamok szamat, melyek vagy
valamelyik ttibbszorbsel, vagy valamelyiknek oszt6i. Akkon, ha mind-
egyik @ n-nél nem nagyobb

f(al ¥ awmy ak; H) éf(z.' "-:-_pk; ?I)

azaz fiiggvényiink akkor maximum, ha a;=p;, ahol p; az i-edik prim- -
szam.

Amer. Math. Monthly 60 (1953) 717. SZEKERES GYORGY megoldasa.

6. Ha o, <...<a,=n olyan, hogy a;+a;#a,, akkor max k= ~

n+1

==

Ezek mind feladataim voltak az American Mathematical Monthly-
ban. 4. és 6. egészen konnytiek, 5. a legnehezebb.

6-tal kapcsolatban megemlitem a kovetkezd tételt, melyet nemrég
bizonyftottam be, s mely e folydiratban fog megjelenni: Legyen @, <...
olyan sorozat, hogy egy a se Osszege csupa, kiilonbdz6 mas a-nak.

Akkor (Il <103, 103 biztos erdsen javithatd, a pontos hatir meg-
T4
allapitasa azonban nem lesz konnyii.
7. Legyen a@;<...<a,=n olyan, hogy barmely i#j szampérra

la;, aj] =n. Se_]tettem, hogy
1 31
o 5is3

egyenldség csak, ha n=5 és a = 2" a3 g5,

l
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+E sejtést SCHINZEL és SZEKERES bebizonyitottik, a bizonyitis nem
egyszeri. %-el % helyett (1) kénnyen bizonyithatd.

Schinzel és Szekeres bebizonyitjk azt is, hogy minden ¢ =0-hoz és

n=>ny-hoz van oly a, <=... <a,=n, melyre [g;, a;] >n minden i#j-re és

k1 R
(2 2 —=>1-e ¢

isi ﬂ';

k
Sejtem azonban, hogy ha n=ny(e), akkor 2’ <1+4e Talin

1
i=1
n=ng-ra

k1
ke,
i=1 4
Schinzel és Szekeres bebizonyitjak, hogy minden & =0-hoz van oly
ngy, hogy ha n=n,, akkor van oly '

3) ay<..=ay=n,[a;,a]]=n  ha i#j

1gy, hogy azon szimok szama n-ig, amelyek egyetlen a-val sem oszt-
haték, kisebb, mint en. Ez, mint konnyf.t belatni, valamivel élesebb,
mint (2).

Ezzel kapcsolatban felvethetd a kvetkezé kérdés: Legalabb hany
olyan szdm van n-ig, mely a (3)-at kielégité sorozat egyetlen tagjaval
sem oszthatok ? 'E szdmok szdmira nem tudok alsé becslést. Ha még
feltessziik, hogy k=en, akkor kérdezhetjitk, hogy legalibb hany oly
d=n szim van, mely legalabb egy a-nak valddi osztéja. Az alsé becslés
természetesen c¢-t6l fog fiiggni. Itt taldn az [a;, a;]>n a gyengébb
a;{a; feltétellel helyettesithetd.

'A. ScainzeL and G. SZEKERES, Sur un probleme de M. Paul
Erdés, Acta Szeged 20 (1959), 221—229.

31
(1)-et 2-vel 0 helyett kitiiztem az Amer. Math. Monthlyban
58 (1951), 345. R. S. LEHMAN %—vel (s6t még valamivel élesebben) bizo-

.1 .
nyitotta. —— bizonyitdsa azonban tgy latszik, lényegesen nehezebb.

30
8. Jelolje r(n) azon szdmok maximAlis szdmat n-ig, melyek nem
tartalmaznak k tagid szidmtani sort. Ismeretes, hogy

(1) nt —eciillogn)¥2 ry(m)<c, nflog log. n.

r(ny=o(n) k= 3-ra nincsen bebizonyitva!
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(1)-ben az alsé hatir BeHRENDtS! vald, a felsé hatir RoTH-tél
Nagyon érdekes lenne a hatdrokat (1)-ben sziikiteni, valamint ry(n)-et
féleg feliilr6] — megbecsiilni.

F. A. BeHREND, On sets of integers which contain no three terms
in arithmetical progression. Proc. Nat. Acad. Sci. USA 32 (1946) 331—
332, - o

"K.F, RorH, .On’ certain sets of integers, Lohdon Math. Soc.
Journal 28 (1953). 104—109.

Lasd még TurAN PAL a bevezetésben idézett cikkét.

9. Legyen ¢(k)= +1. Mekkora

n \
1:2; t;ﬂ(d,j)‘=f’(ﬂ}

m,d=n

minimuma, ha ¢ (k) végigfutja az Ssszes +1 értékeket felvevs fiiggvé-
nyeket, Konnyen belathat6, hogy F(n) <c, logn, s valosziniileg F(n) =
=>¢, log n, de még az sincsen bebizonyitva, hogy F(n) n-el egyiitt vég-
telenhez tart. ¢ '

A 8. és 9. problémak &sszefilggnek VAN DER WAERDEN tételével,
amely szerint minden k-hoz van gly f(k), hogy ha f(k)-ig a szamokat
beosztjuk két részre, akkor legalabb az egyik r1ész tartalmaz k-tagi
szimtani sort. VAN DEN WAERDEN — ugyaniigy, mint minden késGbbi
bizonyitas — nagyon rossz felsd becslést nyer [flk)ra. RapGval bebizo-
nyitottuk, hogy f(k)=((k—1)2*)" és nemrégen W. SCHMIDT bebizo-
nyitotta hogy f(k)=2F -esk2logk, Nagyon kivanatos 1f:ztne f(k)-ra jobb
alsd és fileg felsG becslést talalni,

RAMSAY ismert tételéhez hasonldéan (lasd pl. P. Erpés and G.

. SZEKERES, A combinatorical problem in geometry, Compositio Math,
2(1935) 463—470) a kdvetkezd kérdést vethetjiik fel: Jelentse f(k, /)
azt a legkisebb egész szimot, hogy ha f(k, [)-ig az egész szamokat két
-részre osztjuk 1gy, hogy az elsd§ rész mem tartalmaz k-tagi szimtani
sort, akkor a mésodik rész tartalmaz I-tagi szdmtani sort. Erdekes
lenne f(k, [)-re nem tdl rossz alsé és felsG becsiést taldlni. (Trivialis
fels6 becslés f(k, I} <f(D), ha. k=1I). Kiilonosen érdekes lenne f(3, [)-re
becsléseket taldlni.

Tovabbi kérdés (melyet VaN DER WAERDEN is targyal) a kovet-
kez§: MegbecslendS az a legnagyobb gy(n) szdm, hogy a szimokat
g1 (n)-ig n részre lehet osztani gy, hogy egyikiik se tartalmazzon hdrom
tagl szamtani sort, Van der Waerden azonban csak nagyon rossz felsé
becslést kap g,(n)-re, de jobb tudtommal nem isméretes.

Még a kovetkezS elemi kérdést szeretném megemliteni, melyre ta-
l4n kénnyli lesz vélaszolni. Legyen A egész szimok egy tetszbleges
sorozata, f5(4) jelolje az A-ban foglalt haromtagii szamtani sorok

4 max
d, m
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szamat. Legyen 4™ és B™ az (1, n) intervallum szamainak két diszjunkt
osztilyra valé bontasa. Mekkora f3(A™) + /3 (B™ minimuma? Ugyan-
ez kérdezhetS f(A™)+£,(B™) dsszegre is (ahol f,(4) az A-ban fog-
lalt k tagl szimtani sorok szAmdt jelenti.)

VARNAVIDES bebizonyitotta (RoTH tételének segitségével), hogy ha
az A'™ sorozat tagjainak szdma > cyn, akkor f3(4™)=csn?, de f3(A™)
minimumanak meghataroziasa nem lesz kdnnyii.

fi(A) az x +y =2z megoldasainak szdmat jelenti, ahol x, y, z 4
elemei. Ugyane lfgérdések vizsgalhat6k mas egyenletre példaul az x +y==z
esetén. :

ScHURrtol vald a kovetkezd tétel: Ha a szamokat az (1, en!) inter-
vallumban r részre osztjuk, akkor legalabb az egyik részben az x +y=z
egyenlet megoldhatd. en! valésziniileg lényegesen javithaté és ha A(n)
jelenti azt a legkisebb egész szdmot, melyre a tétel igaz marad, akkor
valoszintileg€gaz, hogy lim A(n)!/"=C<=co, Trividlis, hogy 4(n)=>2".

(n=2) ¢és e becslés konnyen javithato,

'Ebbe a kérdéskorbe vald TurAN publikalatlan eredménye: Ha az
n=m=5n+3 szamokat beosztjuk két részre, akkor legalabb az egyik
részben -

|
¥

Xty =2z, Xx<y=z

megoldhaté. 5z+43 nem javithato.

Kettonél tobb osztilyra nem ismeretes analog tétel.

B, L. vAN DER WAERDEN, Beweis einer Baudet’schen Vermutung,
Nieuw Archiv Viskunde (2) 15 (1928), 212—216. Lisd még R. RaDG,
Studien zur Kombinatorik, Math, Zeitschrift 36 (1933), 424—480, és
KHINTCHINE ,,A szdmelmélet harom gydngye” cimii konyvét, mely
orosz eredeti mellett német és angol forditisban is megjelent.

P. ErDOs and R. RADO, Combinatorial theorems on classifications
of subsets of a given set, Proc. London Math. Soc. (3) 2 (1952) 438—439,
W. ScHMIDT bizonyitisa még nem lett publikdlva, lasd Amer. Math.
Soc, Notices, jinius, 1961, 261 oldal.

I. ScHur, Jahresbericht der Deutschen Math. Ver. 25 (1916) 114.

P. VARNAVIDES, On certain sets of positive density, London Math.
Soc. Journal 34(1959), 358—360.

10. (l4sd 4. .és a bevezetést). Legyen a, <... <aq,=n egész szimok
oly sorozata, hogy egy a sem foglaltatik & vagy kevesebb a szor-
zatiban. Mekkora / maximuma? Jelsljitk / maximalis értékét f(k, n)-el.
Bebizonyitottam, hogy

13 i * il
1) n(n) +cy (lg;iﬂfﬁf(ln){n(n)%—ca agw

16 Matematikai Lapok
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és tgy litom, hogy médszeremmel k> 2-re adédik, hogy

3 ﬂ_-(n}-.p o nzmuﬂﬂk n)-a-:r(n)+cm n2izk+1
' (logny* 7 * (logn)*’

(2)-vel ‘azonban itt nem foglalkozunk. A bevezetésben targyalt kérdés

adja, hogy f(1,n)= [H-H

méar k=2-re is reménytelen feladatnak latszik. Talan nem lesz remény-
telen bebizonyitani, hogy létezik oly ¢ konstans, melyre

], azonban f(k, n) pontos meghatirozisa

niizk+1 n2l2k+1
3 flk, n)—n(rt)—l—c(log )2'+0((10g n)z)’

de (3) bebizonyitasa nekem mar k=2-re se sikeriilt.

P. Erpds, On sequences of integers no one of which divides the
product of two others and on some related problems. Mitteilungen
des Forschungsinstitutes fiir Math. und Mech. Tomsk 2 (1938), 74—82.

11. A 10. alatt idézett cikkben a kovetkezd tételt is bebizonyitom:
Legyen a,<...<a,=n olyan sorozat hogy az a,a; szorzatok mind
kiilonboz6k, akkor

1 y=nln)+cyn’lt
és egy alkalmasan konstrualt soyozatra
2) y=n(n)+ c;n''4[(log ny'z.

Sikeriilt bebizonyitanom, hogy (2) ddja al'helyes nagysagrendet, ugyanis
fennall

: ! H’.n'-d |
(3) y-e:n(n)%—c} (log n)“.fz .
(3) bizonyitasaval, mely komplikilt, itt nem foglalkozunk.

.&!talénosabban legyen a,<...<a, =n egész szimok oly soro-

zata, hogy az a;,...a; , | =r =k sorozatok mind kiilénb6z8k. Mekkora
¥, maximuma ? k}z ré e kérdést nem vizsgaltam. (Itt tulajdonképpen
;két kiilonbozd kérdést kapunk, aszerint, hogy megkivanjuk, hogy az
'ak mind killnbszéek legyenek vagy nem, val6szin{i azonban, hogy
ez y, nagysigrendjét nem nagyon fogja befolyasolni.)
. Legyen a;=...=az=n olyan sorozat,i hogy a

@ _ ' ﬁ’asﬂ, =0 vagy 1 ;

i=1

-
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szorzatok mind kiilonbdzGek. Mekkora Z maximuma? Bebizonyitot-
tam, hogy

) Z <n(n)+ 2.

7
Nem lehetetlen, hogy Z maximuma meghatirozhat6. Legyenek ugyanis
az a-k a p2* alakii szamok, ahol p végigfut a primszamokon és =T,
ahol p2T =n<p2T*1, Konnyi belatni, hogy erre a szorzatra a (4) alattl
szimok mind kiilonbozdk, s talan erre a sorozatra éretik el Z maximuma.
Ha ez igaz, ugy (5) helyett Z<mn(n)+en'2/logn is igaz.

(Megjegyzés a korrekturdnal). Posa ¢és, én megjegyeztiik, hogy
Guy és CONWAY példaja miatt (lasd 26-ik probléma) a fenti példa nem
adhatja Z maximumat; Z <n(n)+en*2flogn valoszinuleg igaz lesz,

Ha (4) helyett azt tessziik fel, hogy az Gsszes H a¥, 0=o;<oo

. szorzatok mind kiilénbdzdek, akkor konnyii belatni, hogy max Z =n(n).
Most még vazolom (5) blzonynését. A kovetkezé lemmaéra lesz
sziikkségiink: Minden m=n szimra fennall - m=x""-y'™ ahol x'
vagy primszim vagy x'™ =n's és yim =p’h. A lemma egyszerii és
bizonyitasat az olvaséra bizzuk (a lemma bizonyitasa a 10. alatt idé-
zett cikkben talalhato.) ’

Az a;, 1 =i=2Z szamokat 4llitsuk el§ x'®’.y'%) alakban. Az x‘=
és y') szamokat képzeljiik pontokkal helyettesitve és az a; szamnak
feleltessiik meg az x'%) & yl@) pontokat Osszek&td élt. Ilymodon egy
paros koriiljarast grafot nyeriink (azaz egy olyan grafot, melyben

. minden zért vonalnak paros sok éle van), E graf szégpontjainak szdma
lcgfeljebb n(n)+2ns. (Ugyanis az x'"™ szimok szdma —=<n(n)+n'
és az y'™ szamok szima =n'). Egy jolismert (és majdnem’ trivialis)
tétel szerint, ha egy graf éleinek szima nem kisebb, mint a szégpontok
szama, akkor a grifnak van zart vonala. Ha tehat Z=xn(n)+ 2n"s,
volna, akkor paros koriiljardsii grafunknak volna egy mondjuk 27
él{i zart vonala. Legyenek a zart vonalban el6fordulé élek a;,, ..., ay,,.
Ekkor azonban nyilvan fennall

Ezzel (5) igazolva van. A 10. alatt idézett cikkben egy élesebb lemmit
is bizonyitok, melybdl (5) helyett Z<mn(n)+en’s/(log m)® nyerhetd.

Teljesen més természetii problémara jutunk, ha (4) helyett azt
tessziik fel, hogy

(6) ﬂl a; = ﬂ; a;,

16*
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csak akkor lehetséges, ha /, =,. (6) nyilvan teljesul, ha az a-k a ponto-
san-2-vel oszthatd szamokon futnak végig. Lehetséges, hogy i itt max Z=
>n(1 —g) minden a:.O-ra ‘ha n=nge).

12. Legyen a; <...<a,=n; b, =...<b,=n, tegyiik fel, hogy az
a;b; szorzatok mind kulonbozdk Mckkora az xy szorzat maximalis
erl.eke? Lehetséges, hogy xy<cyn?fllogn. Ha e becslés helyes, ugy
mar a helyes nagysa grandet adja, mint ezt a kévetkezd peidji mutatja:

Legyenck az a-kaz — " _nél kisebb primszimok és a b-k az - és n kdzotti

2 2
szamok. Enazonban csak azt tudom bebizonyitani, hogy xy < ¢,n?/(logn)"?
13. Legyen a; <...<da, =n olyan sorozat, hogy minden m-re az

m=a,a; egyenletnek I-nel kevesebb megoldasa van. Mekkora x; maxi-
malis értéke? 11. alatt e kérdést 1= 2-re targyaltuk, /=2 esetén a kér-
dés sokkal nehezebb. Jelentse m,(n) azon szamok szamét n-ig, amelyek-
nek (k+ 1)-nél kevesebb kiilonbozd primfaktoruk van. Ha

(1) Cox = (1+e)m(n)

€s n=ny(e) elegendd nagy, akkor van oly m, melyre az m=a,a; egyen-
letnek legalibb 2* megpldasa van. (1) bizonyitasa igen komplikalt és
itt nem foglalkozunk vele. (I}-b6l konnyen levezethetS, hogy ha
., @y =a, =... végtelen sorozat olyan, hogy minden elegendé nagy szim
a;a; alakba irhat6, akkor minden k-hoz van oly m,, hogy az my=aa;
egyenletnek k-nil tobb megoldisa van. E kérdés additiv analogonja
régi sejtésiink Turannal: Legyen b, <... oly sorozat, hogy' minden '
elegendé nagy szdm b;+b; alakba irhatd. Van-e akkor minden k-hoz
oly n,, hogy az n, = b¢+b egyenletnek k-nil t6bb megoldésa van?
E kérdés igen nehéznek lﬁtsmk

Még a kovetkezd tételt szeretném bizonyitas nélkil kimondani:
Legyen x::-nloglog nflog n— ¢, nf(log n)* akkor, ha ¢, elegendd kicsi,
van oly m szam, melyre az m =a,a; egyenletnek legalabb harom meg-
oldasa van. E tétel nem marad igaz, ha ¢y helyett elég nagy ¢, abszolut
. konstanst vesziink. A bizonyitis nem egészen egyszeru s itt nem fog-
lalkozunk vele. /

14. Legfeljebb hany szim adhatd meg n-ig, hogy ne legyen koziilik
k, melyeknek paronként ugyanaz a.legnagyobb kozos osztdjuk? k=3
esetén se tudok errdl a kérdésr6l érdemleges eredményt.

E szamok maximélis szamit jeloljik Ak(rz}-el Schinzel a napok-
ban kﬁzﬁlbe velem, hogy bebizenyitotta:

-

" A,(n)<cn logloglog n{lug n.

L. Moser ugyancsak a napokban kozilte velem a kovetkezd kérdést:
Maximélisan hdny szdm adhaté meg n-ig, hogy barmely k-nak kiilon-
bozé legyen a legnagyobb kozds osztdja. Jeldljiik e maximumot By(n)-el.

-
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=

Moser kimutatta, hogy B, (n)=exp(c; log n/loglog ). Konnyii belatni
tovabba, hogy B, (n)<exp ((1+¢) log 2, log n/loglog n) s talan

lim log By (n) loglog n i
n==  logn-log2

Trvialis, hogy A,(n)=B,(n), s igy Schinzel és Moser eredményeibél
nyerjitk, hogy
crtlogloglog n n
= Iog n
Sejtelmem sincs, hogy mi 4;(n) valédi nagysigrendje.

A cikk megirasa utan bebizonyitottam, hogy minden &=0-ra és
k-ra, ha

n
@ Ayn) < exp ((log n)%2=%) *
(2) bizonyitasat vizoljuk. Legyen 1=a, <=...<gq,, i=A4;(n) oly maxi-
malis sorozat, melynek nincsen k eleme, melyeknek paronként ugyanaz
a legnagyobb k6zds osztéjuk. Minden a; egyértelmiien w,v; alakba
irhaté, ahol u; minden primfaktora nem nagyobb, mint exp((log rz)'—"z)
és v; minden primfaktora nagyobb, mint exp((logn)*2). Jeldlje p, a
legkisebb exp((log n)*2)-nél nagyobb primszamot. Fix u; mellett leg-
feljebb

nk—1)
(3) [—P:“.- ]+ 1

v; lehetséges, ha ti. egy p; hossziisag intervallumban % v; lenne, akkor
ezek paronként relativ primszamok lennének, s a megfelel6 a-knak
paronként u; lenne a legnagyobb kozis osztdja, ami lehetetlen. Ha
viszont pu;=n, akkor az w;=a; v;=1 esetleg lehetséges, s ez az oka
(3)-ban a +1 &sszeadandonak. (3) miatt

| (k—1)n
A (n)z!‘éZ(l: ]+1)
@) X i pluj

(k=Dn
cxp ((103 n) ,:.-) z + ii’(” exp ((log Nk )

ahol y(x, y) jelenti, hogy hany olyan szdm van x-ig, melyeknek minden
primfaktora =y. DE BrRUpN 20 alatt idézett cikke miatt

exp (c; log nfloglog n) <= A;(n) <

I!J.t

._ :
®) s exp ((log M%) < 5 oo

i
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tovabba

1 1

6 —= : (l +—) =logn.
@ Z“ U pe exp{({oznllf’} p=1 .
(2) (4), (5) és (6)-bdl azonnal kodvetkezik. Lehetséges, hogy (2) mar
nincsen messze A,(n) valodi nagysagrendjétdl.

15. Maximalisan hiny szdm adhaté meg n-ig, Ggy, hogy bérmﬁ]}'
ketts legkisebb kozos tobbszordse =n legyen? '

Sejtem, hogy az extremalis sorozat tagjai a kovetkezd szamok:

1 ¥ T
1%;‘:_:(%) & (%) =2j=(2n)".

Konnyu bebizonyitani, hogy 3n':-nél kevesebb ily szim adhaté meg
n-ig, scjtésem azonban ;T{n'f’!-et adna.

16. Mekkora lehet k =k(n), ha van oly m=n, hogy az m, m+1, ...,
m +k szamok mindegyike legalabb egy k-nil nagyobb primszimmal
oszthat6k ? Nem nehéz bebizonyitani, hogy k(n) >exp((log n)’>~¢) min-
den £=0-ra, ha n=ny(¢). Erdekes, hogy k(n)-re nincs elfogadhaté
fels6 becslésem. Valdsziniinek latszik, hogy k(n) =o0(n®) minden & =0-ra.

17. SYLVESTER és ScHURtA] vald a kovetkezd tétel: Legyen n=k,
akkor az n+1, ...,n+k szamok legalibb kgyike oszthaté egy k-nal
nagyobb primszidmmal. JelSlje f(k) azt a legkisebb egész szdmot, hogy
J(k) k-nal nagyobb egymasutan kidvetkezd. szam szorzata mindig oszt-
haté legalabb egy k-nal nagyobb primszimmal. Bebizonyitottam, hogy
Sflk) <ckflog k. RANKIN egy tételébdl kovetkezik, hogy

f
S(K)=c; log k loglog k loglogloglog kf(logloglog k)?.

Lehetséges, hogy f{(k) valddi nagysigrendje (log k)2, ennek eldontése

azonban nagyon nehéz lesz. L. MOSER a napokban kézblte velem, hogy
k—1

bebizonyitotta, hogy ha n =k, akkor ﬂ (n+1) mindig tartalmaz %-nél

nem kisebb primfaktort. 3. 4 és 8. 9 mutatja, hogy ez nem javithato
(k nagy értékeire természetesen javithatd ez).

Nyilvanvald, hogy f(2)=2 és kénny( belatni, hogy f(3)=/f(4)=3.
Nemrég Utz bebizonyitotta, hogy f(5)=...=/(10)=4. Az f(k)-ra vo-
natkozo kérdések Osszefiiggnek az egymdasutin kdvetkezd primszamok
kozotti killonbségre vonatkozo kérdésekkel és azon kérdéssel, hogy
hany olyan egymasutan kovetkez$ szam van, melyeknek ml,.udcgylke
oszthatd egy k-nial nem nagyobb primsziammal.

P. ErRDGS, On a theorem of SyLvester and Scuur, Journal Lon-
don Math. Soc. 9 (1934) 282—288.
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P. Erp0s, On a theorem of SYLVESTER and ScHUR, Niéuw Arch.
Wisk. 3 (1955) 124—128.

R. A. RaNkIN, The difference between consecutive prime numbers,
Journal London Math. Soc. 13 (1938) 242—247.

W. R. Utz, A conjecture of ERDJs concerning consecutive inte-
gers, Amer. Math. Monthly 68 (1961) 896—897.

L. Moser bizonyitisa még nincsen publikilva.

18. Az n=a;=...<=a;=n+k szdmsorozatot akkor nevezzik tel-
jesnek, ha (@;,a)=1, 1=i<j=I és minden m-hez n<m=n-+k van
oly g,, melyre (m,a,)=1. Jelolje f(n, k), illetve F(n, k) ! minimalis
illetve maximalis értékét. Konnyli belatni, hogy

min f(n, k)=2 minden k-ra.
n

Ugyanis, ha n=k!—1, akkor k! és k!+1 teljes rendszert alkotnak és
f{n, k) nyilvin nagyobb, mint 1. max Jf(n, k), min F(n, k) és max F(n, k)

meghatirozasa illetve megbecslesc lénycgesen‘nehezcbb fcladat mely-
nek teljes megolddsatél messze vagyok.

Osszefiigg e kérdésekkel, hogy k egymasutan kovetkez8 szam ko-
zott legfeljebb hany olyan lehet, melyeknek minden primfaktora k-nal
nagyobb. Sokkal nehezebb kérdés, hogy k egymasutin kovetkezd szim
kéz6tt hany primszdm lehet. Sejthetd, hogy legfelijebb n(k) azaz
n(n+k) = n{n)+n(k), de ez csak k kis értékeire van bebizonyitva.
Hardy és Littlewood utdn jeldljiik

o(¥) =lim sup (n(x+y5 ﬂ{x))

X—+eo

SejthetES hogy 11m sup o(y) =<, de még az se ismeretes, hogy y = y,-ra

pON=2 (azaz hogy ]1m mf(le —p) =<=). HARDY ¢és LITTLEWOOD
sejtették, hogy ha y}yo, akkor

e(y)= log 5

Masrészt BRUN modszerével bebizonyitottak, hogy eo(¥)=cy/log y.
Jellje h,(k) az n<=x=n+k intervallumban levé azon szamok szamat,
melyek egyetlen k-nal kisebb prlmszammal semn oszthatok. HArny és
LitriewooDn sejtették, hogy G

e(k) =max h,(k).

Valoszinlinek latszik, hogy lim (n(y)'-—g(y)):
Yo



G. H. Harpy and J. E. LittLEwooD, Some problems of partitio
numerorum III: On the expression of a number as a sum of primes,
Acta Math. 44 (1923) 1—70, lasd 52—70. oldalt.

Hasonléd primszimokra vonatkozd sejtések talalhaték a kovet-
kez8 cikkben: A. SCHINZEL et W. SIERPINSKI, Sur certaines hypothe-
ses concernant les nombres premiers, Acta Arithmetica 4 (1958) 185—
207. 3
Most néhany kongruenciarendszerekre vonatkozé problémat fo-
gunk diszkutilni. -

19. Egy a;(modn;), 1<n; =...<=n, kongruenciarendszert akkor
neveziink lefed6nek, ha mindegyik szam ezen kongruencidk valamelyi-
két kielégiti. Konny(i bebizonyitani, hogy k minimalis értéke 5 és hogy
0(mod 2), 0(mod 3) 1(mod 4), 5(mod 6), 7(mod 12) lefed kongruencia-
rendszert alkot.

Felvethet6 marmost a kovetkez6 kérdés: Legyen n, tetszdleges
egész szam, létezik-e oly lefedd kongruenciarendszer, melynek legkisebb
modulusa n, és mekkora k=f(n,) maximalis értéke. Davenport és én
konstrualtunk lefedé kongruenciit, melyre n, =3 ez nem nghéz, de £(3)
értéke mar nem ismeretes. n, =4 és'n, =6 esetre DEAN SWiFT konstru-
alt lefed§ kongruenciakat, ez mar [ényegesen nehezebb, és n, =8 esetre
SELFRIDGE. Az altalanos kérdés nincsen megoldva, és nem is latszik .
konnyiinek. Kérdezhet6 még, mekkora g(n,)=n, minimdilis értéke.
Konnyii belatni, hogy g(2)=12, valdsziniileg g(3)=120. (Ez nem igaz,’
a stockholmi nemzetkodzi matematikai kongresszuson egy kolléga em- -
litette, hogy g£(3) értékét meghatarozta, de se g(3) értékére se a
kolléga nevére nem emlékszern.)

Nem ismeretes, vajon van-e oly lefedé kongruenciarendszer, mely-
nek minden modulusa paratlan. Itt nyilvin még sok kérdés vethets

fel, de ezeknek megfogalmazasat az olvasora bizzuk.
k

20. Sejtettem, hogy minden lefedS kongruenciarendszerre ni =1.
i=1 7
E sejtést Mirsky és NEWMANN bebizonyitottik s S. STEIN egy altala-
nosabb tételt bizonyitott be.

Nevezziik az a;(mod n;), 1 =n, =... =n, kongruenciarendszert ide-
gennek, ha nincs oly szam, mely koziilitk egynél t6bb kongruenciat tud
kielégiteni. S. STEIN sejtette, hogy ha az a;(mod n;), 1 =i=k rendszer
idegen, akkor mindig van oly 0 <u=2* szam, mely ezen kongruenciak
egyikét sem elégiti ki, 2~ !(mod 2%), 1=i=k péld4ja mutatja, hogy 2*
biztosan nem javithaté. Most a kovetkezd sejtést fogalmazom meg
(mely az imént emlitett MIRSKY—INEWMANN tétel miatt élesebb, mint
SteiNé). Legyen '

(1) . a(modn), l1=i=k
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oly kongruenciarendszer, hogy van oly szim, mely ezen kongruencidk
egyikét se elégiti ki. Akkor mar van oly ily tulajdonsagd u szam, melyre
0<=u=2*% E sejtés helyett azonban csak a kovetkezdt tudom bebizo-
nyitani: Minden k-hoz létezik egy legkisebb A(k), melyre teljesiil a
kovetkezd: Ha (1) oly kongruenciarendszer, melyhez van oly szam, mely
ezeknek egyikét se elégiti ki, akkor mdr van oly ily tulajdonsagi szam,
melyre 0 <u=A(k). A(k)-ra azonban nem tudok explicit becslést.

Most térjiink vissza STEIN sejtésére. ElSszor is vazoljuk a kovetkezd
tétel ‘bizonyitasat:

Legyen
@ a(mod n), 1=i=k
idegen rendszer. Akkor
; 2 | 1
3 - 221' 2= 1

A bizonyitdis MIRSKEY—NEWMANN modszerét s teljes indukciot’
hasznil. k=1-re a tétel nyilvan igaz. Tcgyuk fel, hogy (k—l) -re (3)
fennall, be fogjuk bizonyitani, hogy-k-ra is igaz. Ha n,=2%, ugy alli-
tasunk indukciés feltételinkbdl azonnal kovetkezik.

Minthogy a (2) rendszer idegen, kﬁnnyen belathaté, hogy

'! %
__.be

@ l1—x .1l—x‘" ]

5‘1\1101 by <b, <... végigfut azon szaimokon, melyek a (2) kongruencia-
rendszer egyetlen kongruencidjit se elégitik ki, tovibbd a b; sorozat
k

stirlisége 1 — Z';E . A (4) alatti azonossag nyilvin |x] <1-te érvényes.

Legyen marmost x = (l - %)ez"”’"c , ahol N+, A baloldal mindegyik

o

. b " % N .
tagja, kivéve Tt korlatos marad, GEReT abszolat értéke viszont,

mint azt kénnyd belatni, (1 4_0(1)}‘{ alaku, ezért a (4) alatti kifejezés

baloldaldnak abszollif értéke (1 +o(l)) . A jobboldal abszolut értéke.
viszont nyilvan legfeljebb ~

G 2(1_1)5_(1-%0(1))}\7( —é%‘)

i/
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§

{5) konnyen igazolhaté az elemi analizis eszkozeivel ((a b; sorozat
k 1
stir{isége 1— > l]

i=1M;
Ezért tehat
; R\ N L3
/ — |=— azaz —+—=1,
( Zin) ny Ignt ny
. W i oo & 1 :
ami n,<2* miatt azt jelenti, hogy Z;{I— 5% S ezzel (3) iga-
. i=1 A

zolva van.

Bizonyitisunk azt is adja, hogy (3)-ban csak n;, =2, | =i=k esetén
lehet egyenldség. 2'-1 (mod 2¢), 1 =i=kmutatja, hogy egyenl&ség tény-
leg lehetséges. .

(3)-bél kénnyen nyerjiik, hogy van oly u=k 2* szim, mely a (2)
kongruencidk egyikét se elégiti ki. Hogy ezt belathassuk, megjegyezziik,
hogy azon 1 =u=k 2* szimok szima, melyek a (2) kongruenciik egyikét
se elégitik ki, nagyobb, mint

© : kz*—é ([k:k]u)go

(3) miatt, Ezért tehat legalabb egy k 2*-ndl nem nagyobb szim van,
mely a (2) alatti kongruencidk egyikét se elégiti ki. -

STEIN sejtése k 2% helyett 2%-t 4llit. Ugy hiszem, hogy ennek bizo-
nyitdsa az itt hasznalt mddszer javitasival lehetséges lesz.

S. K. SteiN, Unions of anthmetlc sequences, Math. Annalen, 134
(1957 = 58), 289 =294

ErDGs PAL, Egy kongruenciarendszerekrél 52616 problémarol, Mat.
Lapok 3 (1952) 122—128.

21. 8. SteinNnal a kovetkezd kérdést vetettiik fel: Legyen a;(mod n;),
ny=..<m=x idegen kongruenciarendszer, mekkora k maximalis
értéke ? Jeloljitk & maximalis értékét f(x)-el. Sejtjiitk, hogy

(1) , lim f(x)/x =0,

X b oy

de eddig (1) bebizonyitisa nem sikeriilt, nem tartom lehetetlennek
azonban; hogy (1) kénnyen lesz bizonyithatd.
Steinnal bebizonyitottuk, hogy minden £=0-ra, ha x=xg(e)
x

(2) f(x)= oxp (Gog 9" *) -

(2) bizonyitasit vazolom (a részletes bizonyitis HALBERSTAM s RoTH
szamsorozatokrél szélé konyvében fog megjelenni). Legyen p, a leg-
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kisebb, exp (log x)"2-nél nagyobb primszam, és n; <n,=... az x-nél
kisebb, p,-t6l kiilonbz6 négyzetmentes szimek, melyeknek legnagyobb
primfaktora p.. Legyen

Bi=Pp, o PlyPes 1= oo <I=<ip,
ahol iy, ..., i; végigfut az dsszes r-nél kisebb szamokon, melyekre n; <x
, Legven tovabba : ' :
(3) ajEO{mOd Pi]}& ﬂjEp;‘_i(dePia), 1 {S{L aIEph (mOd Pr):l

A (3) alatti kongruenciak a; maradékosztalyat mod n; nyilvan egyértel-
milen meghatarozzak. Tovabba konnyii belitni, hogy az a;(modn;)
kongruenciarendszer idegen. Az n;-k szdma x-ig nyilvdn egyenld azon

—-nél kisebb négyzetmentes szamok szdmaval, melyeknek minden

primfaktora kisebb mint p,. pE BRUNN egy tételéb6l knnyen nyerhetd,
hogy ezeknek szdma minden &=>0-ra, ha x=>x,(s) nagyobb, mint
x(exp p((log x)"2*%))~1, s ezzel (2) igazolva van. Nincsen kizarva, hogy
(2) mar a helyes nagysagrendet adja f(x)-re, azaz talan minden &=0-ra

X
=e ( exp ((log X)) )

STEIN még a kivetkez kérdést vetette fel: Legyen a;(mod n)),
I =n;= x oly kongruenciarendszer, hogy minden szam x-ig ezen kongru-

enciak valamclyikét kiclégiti. Mekkora ?: minimalis értéke ? E prob-

i My
Iéma kétféleképpen értelmezhetS, megkivanhatjuk, hogy a n;-k mind
kiilsnbdzdek legyenck, vagy e feltételtdl eltekintiink. Jeldljiik a masodik

esetben > — minimalis értékét D(x)-el, HuTcHINSON bebizonyitotta,
~ :

3 i o . 3 x
hogy minden x-re D(x)=2¥2 —2 és lim D, =22 —2. Az a,(mod n,)

X=roo

szamtani sorok pedig ily -alakdak: i(mod(x—p)), 1=i=p é&s
x(mod (p+1)), 1=i=x—p," ahol p:[(l—}%)x] vagy

= [(1 —g) _wc:| +1, Ha feltessziik, hogy a n;-k mind kiilénbozok,
akkor a kérdés nincsen elintézve. (Irasbeli kozlés alapjan.)

Ezzel kapesolatban a kovetkezd elemi kérdést vetettem fel: Tekint-
siik az .
(4 ' a,(mod n+i), 1=i=n
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kongruenciakat. Legfeljebb hany oly 2#-nél nem nagyobb szam lehet-
séges, mely e kongruencidk valamelyikét kielégiti. El6szor azt hittem,

hogy 32—?: , de SCHONHEIM ezt megcifolta. HaNANIval késébb bebizo-

nyitottuk, hogya(4) alatti kongruenciakat 2n-ig legfeljebb n +[2n ]|

szam elégitheti ki, s hogy e hatér el is érhetd. Ezen allitasok bizonyitasat
vazolni fogjuk.

El6szér kimutatjuk, hogy e hatir nem javithaté. Nyilvan a (4) alatti
kongruencidk mindegyike tgy valaszthatd, hogy legalabb egy oly 2n-nél
nem nagyobb szim létezzen, mely &t kielégiti, de egyetlen méas (4) alatti
kongruencidnak se tesz eleget, viszont legfeljebb két ily szim lehetséges,
s célunk, hogy a (4) alatti kongruenciikat ugy vilasszuk meg, hogy lehe-
t6leg sok olyan legyen koziililk, melynek két ily szam tesz eleget. Ez,
mint kénnyii belatni, azt jelenti, hogy k maximalis értékét kell meghata-
rozni, melyre vannak az (1, n) intervallumban oly ay, ..., a@; by, ..., by
szamok, melyekre az a;+b; szdmok mind kiilénbdzdek és a;+ b, =n
(ui. az a(mod (n+5;)) kongruencia ekkor olyan, hogy két oly 2n-nél
nem nagyobb szdm van, mely neki eleget tesz s egyetlen mas kongruen-
cidnak sem tesz eleget). Azonban feltételeink azt jelentik, hogy

l -
2lai+b)=n+n—1+ ...+n-k+1:;m_(k)’
i=1

2
Kk k
Z'a:%(k+l), zb,-é(kjr 1)_
= 2 i=1 2

k(k—1)
2

mAasrészt

Tehat
kn=k(k+ 1)+

amibdl egyszerli szamitassal adddik, hogy k*—:[zn—;lJ Konnyii
belatni viszont, hogy k= [2—?!—3_—11 lehetséges, legyen ui. mindig a;=i,

léiE[Z—HB:—IJ. Ha n=3m—1, akkor h;=2m—2i, ha 1=i=m—1

és by=2m—1—-2j ha i=m+j, 0=j=m—1, ha n=3m, akkor az a-k
és b-k definicidja ugyanaz. Ha végiil n=3m+1 akkor b,=2m—2i+1
ha 1=i=més b;=2m—2j+2 ha i=m+j, 1 =j=m. Konnyii ‘belatni,
hogy a;+b,=n és az a;+ b, 6sszegek mind kiilénbdz6k s ezzel tételiink
be van bizonyitva:
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4
N. G. pE BrunN. On the number of positive integers = x and free
of prime factors =y. Nederl. Acad. Wetensch. Proc. Ser. A. (Indiga-
tiones Math.) 54 (1951) 54—60.
21. Jeldlje h(n, k) azon szdmok maximélis szimat n-ig, melyek
kozil nem lehet kivalasztani k41 szimot gy, hogy ezek paronként
relativ primszamok legyenek. Konnyl belatni, hogy

5} | hin, 1)= [_;_]

Jelentse A(n, k) azon szamok szamét n-ig, melyek a 2,3,...0:
primszamok valamelylkének tobbszorosm Konny(i. belatni, hogy
h(n, k) = A(n, k) és sejtem, hogy

@ . h(n, k) = A(n, k)

de (2) csak k=2-re van bebizonyitva.

"El6ttem ismeretlen, val6szinfileg Newmant6l valé a kovetkezd
meglepd sejtés: Legyen a; <...<a,,;=2nn+1 szim, akkor mindig
van kozottik kettS, melyre

(3) ' (a;,a) =1, a;=n. v

-~

A nehézség az a;=n feltételben van. Tudtommal e sejtés még nincsen
elintézve. E kérdéssel kapcsolatos D, NEWMAN szép sejtése (melybdl (3)
kdvetkezn\e) Minden n-hez és m-hez van az 1, 2, ..., n szimoknak egy
oly i{™, ..., i permutici6ja, melyre

@ (rnm+i=1 1=r=n,

E sejtésb6l (3) azonnal kovetkezne, m=n esetre kellene alkalmazni.
. Ha e sejtés nem igaz, vagy ha bizonyitasa hosszabb ideig nem fog
sikeriilni, a kovetkez$8 kérdést lehetne vizsgalni: Legyen 1=a, =
..<a,=n, létezik-e oly n<b;=...<b,=2n melyekre (a;, b)=1,
1=i=r? E kérdés mar csak azért sem érdektelen, mert, mint konnyii

belatni, a (3) alatti sejtés mar, r:[%] esetén is kovetkezne, sGt, még

azt is fel lehetne tenni, hogy (a,,a):a-l lsisj=r.
#'(n, 1) jelentse azon a,<...<a=n szaimok maximalis szamat,
melyekre

(5) i (a;,a) =1, 1=i=sj=k de (ay,...q) =1
Sejtettem, hogy A'(n, 1) egyenl§ azon szimok szdmaval n-ig, melyek
a 6, 10, 15 szamok valamelyikének tébbszirisei.

WaTsoN azonban ezt megcafolta. Ellenpéldija a kévetkezS (iras-
beli kozlés): Legyen u,=3... p; az els6 k paratlan primszdm szorzata.
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" \Legyen tovabba
U=n<u,,,.

Watson sorozata @, <...<a, =n a kovetkez8 szimokbél all:

6) 2x ahol (x,u)=1,1=x= %
és r

- n
(?) Y, lélyé i‘_'

r

Konnyii belatni, hogy az a-k (5)-6t kielégitik (s6t van harom a,
melyeknek legnagyobb kézos oszidja 1) és hogy ha n=>ng(e), akkor

In:-%(l —&). Vézolni fogjuk az ennél élesebb (C az Euler-féle cons-
tanst jeldli)

e n
(8) =7 _‘ZIOgtugniﬁo(iUgIDE") {

bizonyitasat. A bizonyitishoz felhasznaljuk TcHEBICHEFF kévetkezd jol
ismert tételeit

) | n(x) =< c;x/log x |
(10) 5 =<1

—

és”Mertens tételét, mely szerint (C az EULER féle konstans)

1 e c
an _ H(l—-;—):(l+o(1)) s

pP<x

Jeldljiik a (6)-ot kielégité szdmok szimdt U-val. Eratosthenes szi-
tajabol nyerjiik, hogy (p; végigfut a p,-nél nem nagyobb paratlan prim-
szidmokon)

(12) U:[%] ([] 2[;;;;,] ,lég[zp:pl_l]—...-fr
(hl}'[ﬁ—ﬁ}):;— %§!1(1_i)+192r ] <1.

(lb)-b&l p,<c¢3 logn, tehdt (9)-bél r —o(log n). (11) és (12) miatt végil
nyerjik, hogy

n e Cn n
13 Uzi " 2loglogn +0(10g log n)
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(7)-nek legfeliebb p, , , szam tesz eleget, p, .4 -:Zp, miatt p, .y <cylogn
¢és ezzel (8) be van bizonyitva. |
Bebizonyitjuk marmost, hogy ha n=ny, akkor

(14) Kin, 1) =1,

azaz nagy n-re WATSON sorozata adja extrém feladatunk megoldasat.
A bizpnyitést részletezziik, mert nem latszik érdektelennek, hogy extrém
" feladatunk megoldisa explicit médon megadhatd.

Legyen tehat by <... <b,=n, s=H(n, 1) egy oly sorozat, mely (5)-6t
kielégiti, s melynek A’(n, 1) eleme van (azaz melynek maximélis szami
eleme van). \

Legyenek d; < e:d,l a b, sorozat paros elemei és e, <. <€, a

b, sorozat paratlan elemei. (5) Imatt s, =1 (mert kiillénben (b, , . ,) = 1)
Lemma 1, sy +Zsl§[nzl] . (5) miatt e, =1#d; és e;,,>¢;+2.

Ezért minden e;-nek megfeleltethetiink két paros szamot (e; + 1)-et és
(e;—1)-et, kiillonbdz8 e-khez kiillonbbz6k a megfelelé paros szamok.
Tovabbi e paros szdmok kiilonbidznek a d-kt8l és nem nagyobbak,

mint n+1 azaz sﬁzszé[”—;l] , ami Lemma 1. allitasa.
Lemma 1. és (8) miatt feltehetjitk, hogy
(15) $, = 10 nflog log n.

Ha ugyanis (15) nem volna igaz, akkor Lemma 1-bdl
n+1
§=5 +S}'1ET — lOnfloglogn-t:t',,

(8) miatt, ami lehetetlen, mmthogy a b, sorozat cxtrem tulajdonsaga
miatt s, +s5,=s5=/,.

Tegyiik fel eldszor hogy ¢;=o0(mod u,), 1 =r=s, (azaz sorozatunk
paratlan szimai mind tobbszorosei u .-nek), Ez esetben:nyilvin sy =U
(ui. (d;, u,)=>1, azaz a d-k kielégitik (6}-0t). Tehat nyilvan s, +s, =1,
és egyenlség csak akkor, ha a b, =... <b, a Watson-féle sorozat.

Feltehetjilk tehat, hogy van oly j, melyre

¢;#o(mod u,).

Nyilvan (d;, e;) =1, 1 =i=s,. Jel6lje marmost 4 (e;, n) azon paros szi-
mok szdmat n-ig, melyek nem relativ primek e;-hez. Nyilvan

(16) _ | sy =A(e;, n).



Lemma 2. Legyen cs =0 elegendd kis abszolit konstans. Fennéll

-

Ae;, n)< Ay, n)— g

(logn)* loglog n

Legyenek g, <... =gy e; primfaktorai. Nyilvdn k=r (ui. u,,, >n).
Eratosthenes szitajabol nyerjiik ugyanigy, mint (12)-ben, hogy

o[- <[22 g

= [291’.!.-111]):%_%.}% (1-— _-)+ bk =L,

(az Osszegezésekben 1 =i=k és i; #i, stb.). Tovabba minthogy u,fe;

.9:.(1—a)afz(l—;)(l—pi)=£(1 S

Prea
i E(I_E)Prﬂ"] ==1 ( ( (Iog n)z)

az utolsé egyenl6tlenség p,., <2p,<2c; logn kévetkezménye. (lﬁ') és
' (18) miatt

. n n r 1
(19) J(ej’n]{i—itg (1 p‘)(l+ﬂogn)z)

k=r=o(logn) miatt #2* (17)-ben elhanyagolhaté. Mertens tételébdl
(azaz (11)-b8l1) (12) és (19) miatt Lemma 2. kévetkezik,

Minthogy /,= U= A(u,, n), Lemma 2-bél kévetkezik, hogy ha téte-
liink nem Icnnc igaz, akkor legalibb '

s (A(u,, )="U).

-

1s) -

csh
(logn)?loglogn

*  pératlan szdmnak kell sorozatunkban el6fordulni.
Lemma 3. Azon szimok szdma n-ig, melyeknek legalabb 10 loglog n

kiilsnb6z6 primfaktoruk van 0(
" primfaktorainak szimat. Fennall

(20)

—(ﬁj-. v(n) jelentse n kiillonboz6

(0)  2nlogn> Sd(k)> 3 2% = E(s)210losiozn — E(n)(log 1),
k=1 k=1 '
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ahol E(n) jelenti azon m szimok szdmat n-ig, melyekre v (n1) = 10 loglog n.
(21)-b6l Lemmank azonnal k&vetkezik.

Lemma 3-bdl és (20)-bol kiovetkezik, hogy ha tételiink nem igaz,
akkor sorozatunkban van egy paratlan szdm e}, melyre v(e}) <
=10 loglog n. Nyilvan (ej, d) =1, minden 1 =j=s, -re, ezért (17) miatt
p végigfut ej primoszt6in -

s, = A(e}, n)é%—% l'l(l - l) +exp (loglog n).

Minthogy azonban v(e}) =10 loglog n, 'Mertens letelébﬂl ((11)-bs1)),
'nyeguk hogy

-

4 Cg
I (l - F) ~ logloglog n’

és ezért végiil

’ n n
@) : fesa e logloglogn’

(22) miatt, ha tételiink nem lenne igaz, akkor n:ano esetén fenn-
dllna, hogy

: an
23) 92 Jlogloglogn °
(23) azonban (15)mek ellentmond s ezzel tételiink igazolva van.
Konnyen belithatd, hogy bizonyitasunk azt is adja, hogy elegend§
nagy. n-re a WATsoX-féle sorozat az egyetlen extrém sorozat. ,
Kérdezhet6k még, hogy hany szdm adhaté meg n-ig gy, hogy
barmely hirom legnagyobb koézos osztéja =1, de van négy kéziilik,
melyeknek legnagyobb kozds osztéja 1. Konnyii belitni, hogy ezeknek

maximélis szama (1+o(1)) % , de e kérdéssel nem foglalkozunk,

23. Legyen 0=x, =...=x,=1, N(n; a, b) jelentse az (a, b) inter-
vallumba es x-ek szamat. Van der Corput az x, , ..., X, sorozat diszkre-
- pancidjit D(x,, ..., x,)-et kovetkezéképpen definidlja:

. A
D(xy, ..., x)= max |[(b—a)—N(n;a,b).

O=sa<b=1

-

VAN DER CorPUTtO] valé a kovetkezd szép sejtés

(8] lim .  min (xﬁlax(ﬂ(xl, vivg Xp)) = oo
=i=n

Ao O=xj<., <xp=1

17 Matematikai Lapok
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VAN AARDENNE—EHRENFEST (1)-et bebizonyitotta. RoTH ezt lényegesen
élesitette, Tétele szerint

¢, (log n): < min ( max (D(x,, ..., x)))<e, logn.

0=x<...<¥n=1 1=i=n

RorH valészinfinek tartja, hogy a fels6 korlat ¢, értékétSl eltekintve
pontos.

Taldn erdekes a kovetkez6 kérdés, melyet tudtommal még nem
vizsgaltak: Legyen zy,...,z, n pont az egységgdmbon. S legyen az
egységgomb egy tetsz&leges gombsiivege, F(S5) § felszine és N(n, S) a
gbmbsiivegre es§ z-k szimat jelenti. Legyen

Dz, s Z)= max |N(n, S)—HF(:)

Igaz-e, hogy van egy f(n), melyre lim f(#)=-2 és

L

D(zy, ..y 2) =f ()

Zy, ..., Z, minden valasztdsa mellett teljesiil?
VAN AARDENNE—EHRENFEST, On the impossibility of a just distri-
bution, Indag. Math. 11 (1949) 264—269.
- K. F. RotH, On 1rregular1t1es of distribution, Matematika 1 (1954)
73—79.
24. Szekeressel vizsgaltuk a kovetkezS kérdést: Legyen 1 =a; =...
L=a, tetszé'leges szamsorozat.

.

Miay, ....a)= ?Jla.x
Bebizonyitottuk, hogy f(n)'/" -1 és hogy minden n-re f(n) =) 2n. Nem-
rég ATKINSON kimutatta, hogy f(n) <exp(cn'2logn). f(n) =) 2n valészin(i-
leg nagyon messze van f(n) valdodi- értékétsl, de talin ATKINSON felsd
becslése mar kézel. van a pontos hatarhoz.

a i
P. ErpOs and G. SzEKEREs, On the product [f (1—z%), Acad.
= k=1

Serbe des Sci. 13 (1959) 29—34.

.F. V. ATKINSON, On a problem of Erd6s and Szekeres, Canadian
Journ. Math. Bull. 4 (1961} 7—13.

25, Legyen n, <n, <...<m=x és p(n;) <e@,) <...<pm), ahol
@(n) az Euler-féle ¢ ﬂiggvényt jelenti, Mekkora k& maximilis értéke?
Valészinlinek Iatszik, hogy e maximalis érték n(x), de ennek bebizonyi-
tésa igen nehéz lesz, mert kdnny( belatnj, hogy ez ekvivalens a kovetkez6

f(m)= Min M(ay, ..., a,)-

Ayeaern

==,

i=1
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“igen mély sejtéssel: Mmden p primszamra a (p® —p, p?) intervallumban

van primszam.

- Hasonlé kérdés vethetS fel mas szamelméleti fiiggvényekre is, igy
példaul d(n)-re és a(n)-re (d(n) » osztdinak szidméit, o(n) n osztdinak
Osszegét jelenti). d(n) esetén nincsen plauzibilis sejtésem, o(n) esetén x
nagy értékeire, mint azt-konnyli beldtni, k maximélis értéke m(x)-nél
nagyobb, de igen valdsziniinek latszik, hogy e maximum nem lehet
sokkal nagyobb, mint 7(x), de e kerdest nem tisztiztam,

Most még néhany additiv sz&m&lméfcp kérdést akarok dlszkutﬁlm.
26. Legfeljebb hany aly 4y <...=<a,=x adhaté meg, hogy az

Zﬂia:, &=0 vagy 1
Osszegek mmd kiilénbdzék legyenck. Jelolje F(x) k maximélis értékét,
2 hatvanyai mutatjik, hogy F(x)=1+ [1{0:,; .
bebizonyitottuk, hogy minden &=0-ra ha x = x(e)
Iogx

Masrészt L. Moserrel

Iog log x
log a2

Talin F(x)— + O{l), de e kérdés eldéntése nem lesz kénnyil.

Ha x=2' kérdeztem, lehet-e F(2")=I!+2. Ezt nemrég Guy és
Conway egymastél fiiggetleniil igeniGen megvalaszoltak. Nem ismeretes
azonban, hogy lehet-e F(2")y=/+3.

P. ErpGs, Problems and results in additive number theory, Colloque
sur la théorie des nombres, Bruxelles (1955), 136—137.

Guy ¢és ConwAy példai még nincsenek publikalva.

27. Legfeljebb hany oly a; <... <a,=x adhat6 meg; hogy az a; + a;
osszegek mind kiilénbdz6k Ieg}fcnek E probléma Sipontdl valé. Jeloljiik
k maximalis értékét f,(x)-el. TurRANDal bebizonyitottuk, hogy

() So(0)<x¥e+x%,

Singer kimutatta, hogy végtelen sok x-re f,(x)=x" é hogy minden
e=0-ra, ha x=x4(e) fo(x)=(l—g)x". Lehetséges, hogy fi(x)=
=x"40(1), de ez nehéznek latszik. '

Jelolje altaliban f].(x) azon szdmok maximalis szdmAt x-ig, hogy a
belSliik alkotott r tagl Osszegek mind-kiilonbozdk legyenek. f,(x) vizs-
galatanak kérdése is Sidontdl vald. Bose nem:ég kérdezte, hogy igaz-e
az (l)—nek megfeleld

Fx)=1

5 Hl e 5T
log x

L) <(1+o(1))x'r
egyenlﬁtlenseg, de e kérdést mir r=3-ra se tudjuk eldﬁntem

17*
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ErDGS—TURAN, On the problem of SmoN in additive number
theory and on some related problems. Journal London Math. Soc.
16 (1941) 212—-215.

J. SINGER, A theorem in finite projective geometry and some app-
lications to number theory, Trans. Amer. Math. Soc. 43 (1938) 377—
385.

E probléma jellege teljesen megvaltozik, ha végtelen sorozatokat
megengediink. Tovibbi érdekes kérdéseket targyal. A. StOHR Ussze-
foglalé cikke: Gelsste und ungeldste Fragen iiber Basen der natiirlichen
Zahlenreihe 1. és II. Journal fiir die reine und angewandte Math. 194
(1955) 40—65 és 111—140.

28. Legyen ry, ..., r;, oly maradékrendszer mod », hogy az

[

k
28;?’,-, 8;:0 vagy 1
i=1 :

Osszegek csak akkor tobbszorisei n-nek, ha minden g,=0. Jeldlje i(n)
k maximalis értékét. Val6szinfileg igaz, hogy h(n) <en', de csak a h(n) =
=c,n'~° egyenlGtlenséget tudom bebizonyitani, s ennck részletezésével
itt nem foglalkozom. ,

29, Legyen 1=g,<...<a,=2n n szam ¢s legyenek b, <...<b, a
tobbi 2n-nél nem nagyobb szamok. M, jeldlje az a;=b; — k megoldésai-
nak szamat i

M®=min max M,
=2nz=k=2n

ahol a minimumot az &sszes 1=a; <... =a,=2n sorozatra kell venni.

o ; ; o n o
Nagyon egyszeriien bebizonyitottam, hogy M }_E_E SCHERK ezt

46" n-re, Végill L.

1—-}—}:) n-re élesitette és SWIERCZKOWSKI
MOSERZ nagyon szellemes és egyszerli modon bebizonyitotta, hogy
M™ }V%(n\— 1) és hosszabb szamitasokkal ezt még (4—15")% (n—1)-
re élesitette.

Sejtettem, hogy M = %, de ezt valodsziniiségszamitasi modsze-

rekkel megcafoltam, ugyanakkor SELFRIDGE, MOTZKIN és ROLSTON
elektronikus szimologép segitségével kimutattak, hogy M'1% =6 amib6l
kénnyen adédik, hogy végtelen sok n-re M'™ =0,4 n. MOSER ezen egyen- =
16tlenséget még kissé élesitette, de M pontos értéke, vagy akér
lim M"{n nem ismeretes.

A= o -
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L. Moser, On the minimal overlap problem of Erp(s, Acta Arith-
metica 5 (1959) 117—119.

P. ErpGs, Uber einige Probleme der additiven Zahlentheorie,
Journal fiir die reine und angew. Math. 206 (1961) 61—66.

30. Czipszer eltolasi probléméija. Legyen 1=a, <...<a,. Jelolje
N, az a;+k = a; megoldasainak szamat, és legyen

N®™=max min N,

—n=k=n

ahol a maximumot az &sszes 1=a, <...<a, sorozatra kell venni.
Czipszer bebizonyitotta, hogy

I n | n—1
— = Lll)-:—_

A fels§ hatir azonnal addodik a

Z Ny=n(n—-1)

i:-;:)"
egyenlﬁsegbﬁl Az alsd hatart a kovetkezd példa adja: a;=i ha i= 2_: i
a;=2n—i, ha %ﬁxgn. A felsd hatar (1 —¢) E-re javithaté, ha meg-

jegyezziik, hogy k értékeire melyek n-hez és —n-hez kozel vannak. N,
kicsiny (ti. nem nagyobb, mint »— k). Lehetséges, hogy az alsé hatar
pontos.

31. Legyen 1=a;=...=a.=n oly sorozat, hogy 1 nem allithaté
eld, mint csupa kul&nbbzo a reciprok értékemek dssze:ge Mekkora &

maximalis értéke? Lehet-e k=n—o(n)? Mekkora Z'I[a maximalis

k
értéke? Mint a primszimok példdja mutatja, 3 E loglog n nagysag-

i=1 &y
rendii lehet, de kiénnyen lehetséges, hogyr

k1
> —=o(logn).
i=1 af
33. Tobb érdekes additiv szdmelméleti extrém probléméat vizsgal
RoOHRBACH, itt most csak egyet emlitek. Jelentse i1(n) k legkisebb értékét,
melyre van oly 0=a, =... =a, sorozat, hogy minden #-nél nem nagyohb
szam a; -+ a; alakban eldallithato. Konnyti belitni, hogy h(n) =2nr": +0(1)
és ROHRBACH sejti, hogy h(n)=2n" +0(1). Trividlis, hogy h(n) >(2n)"
s ezt ROHRBACH /(1) = (1 + ¢)(2n)"-re javitotta. A legélesebb eredmény
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jelenleg Mosertdl vald. Hasonl6 kérdés vethet fel a, — a; elGallitasara is.

H. RoHrBacH, Ein Beitrag zur. additiven Zahlentheorie, Math.
Zeitschrift, 92 (1936) 1—30. .

L. Moser, On the representation of 1,2,...,n by sums, Acta
Arithmetica 6 (1960) 11—13, : .

34. Mekkora k minimélis értéke, melyre van oly a,<...<a,=n
sorozat, hogy minden 2 <=m=n szim p +q; alakba. irhatd, ahol p prim-
szAm?

Lorenz bebizonyitotta, hogy k<c, (logn)* sezt én k -:cz(log n)?-re
élesitettem. A primszimtételbGl kovetkezik, hogy %k nem lehet
(1+0(1)) log n-nél kisebb, s ennél jobb alsé becslés nem ismeretes._
Konnyen lehet, 'hogy k-:cs log n.

A pmblém:it a primszamok helyett természetesen més sorozatokra
is fel Iehet vetni, példiul koénnyili bebizonyitani, hogy van oly
a;<..=<a=n sorozat, melyre k<c,n': és minden 2=m=n szim
a;+r* alakba irhaté. L. Moser egy publikilatlan eredménye szerint
viszont k= 1,03 n':, 3

P. ErDOs, Some results on additive number theory, Proc. Amer.
Math. Soc. 5 (1954), 847—853, lasd még P. Erpds, Problems and
results in additive humber theory, CoLIOque sur 1a théorie des nombres, -
Bruxelles (1955) 127—137.

"3AMEYAHHA 110 TEOPHH UKMCEJL 1V.
. Spnéw
ABTOop paccMaTpHBaeT Pa3HLIE SKCNEPHMCHTANbHBIE 3aaUd B TEOPHH YICET.
B 210t 0030pHOH craThE OH JaeT HECKONLKO NPHMEPOB BTHX 3alad, HEKOTOpbIE

H3 HUX JOBOJLHO TPOCTHE, Apyrue Gonee TPYAHLEI H €INE He PELIEHEL.
MaxcumanbHoe YHCAD LENBIX YMCen O'ﬂﬂ,_{az{ -:‘..ak"_in TAKHX YTO

HH OfHO M3 HHX He SIBASIETCA [EHTENEM OCTAJbHBIX, em, H_“[_] 310 po-
Ka3aThk MPOCTO, OJHAKO ABTOP He CYMEET ONPE/IE/HTh MAKCHMANBLHOE 3HAYEHHE
BeJTHMHHE iﬁ' %{. Ipyras 0YeHb TPYAHast 3ajayad — 9T0 ONPeesHTh (HITH
. OIIEHMTE) M;KCHM&J‘[BHDE YUCHO FMe(n) uenbx umncesn 1=a;<=...=ax=n COBO-

KY4IHOCTb KOTOPHIX HE COMEPIKHT apuderHuecKyro rporpeccHio oT k DeMeHTOB.
Kawkum siBnsieTc  MaxcHMalbHOE 3HAYCHHE OT k B MOCIEI0BATENLHOCTH
: : [3

1=gi<ai<..<a=n, I'ie BCE NPOU3BEJIEHHSA th a' (6:=0, nin 1) pasaui?

nt
BepositHo, ut0 k=n(n)+0 [E], OfHAKO aBTOPY YAanoCh TOMLKO MOKA3ATH,
n
uro k<m(n)+enls, . - :
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Tlycts o6o3nauaer Aw(n) MAKCHMANEBHOE YHCJIO LEJBIX YHCEJT HE ITPEBOC-
XONAIMX 7 TAKHX YTO CPelM HHUX He CYINECTBYET YHCEJ HMEICHHX MONapHo
TOT JKe cambill HaliGonbwnil oGl fesyrens, Tpebyerca onpeaesuTe (OLEHHTL)
Ax(n). Haunyvise peaysbtarthi: .

n
exp Jlog myt—2

I'unoresa Wrehina: Iyers m=a; (mod ay); m<m<...<m, 1=i=k, npuuem
HET TaKOro 4Hejia, KOTOpOe YAOBNETBOPSAI0 6K ABYM M3 3THX CpaBHeHuH. Torma
cymecTsyer Ienoe uucno m, O<=m=2* pana xoroporoc mZa, (modn) ans
Beex i (1=i=k). Aprop Cymeer f0KasaTh 9T0 AiA YCAoBHA m=k2*, Moxer
DTk, yTo runote3a lllTefina ocTaeTcA B CHNE €CNM MBI TONBKO TPEATONOracM

—u70 CYMECBYeT Iejoe uMucio N, Takoe, uto N=a, (modny), 1=i=k. :

Ax {!’l) -

REMARKS ON NUMBER THEORY, IV.
P. Erpds

The author investigates several extremal problems in number theory. In this
summary I just give a few examples of the problems considered, some are quite
simple, others are difficult and unsolved problems.

The maximal number of integers a; <...<ax=n s0 that no one divides the

n 5 i
other is n — [E] This is quite simple, but I can not determine the maximal value

1
of 2,’ —.
=14
Another very difficult problem is to determine (or estimate) the maximal value
re(n) of integers 1=a,~<...<a=n which do not contain an arithmetical prog-
ression of k& terms.
What is the maximal value of k in a sequence 1=a, <... <@ =n where all

k
products’ H af, & =0 or 1 are different. It is probable that k = =(n) +0 [ 1:;& ) .
i=1 n

but I can prove only k-=nm(n)- cntla. -
Denote by A(#) the maximum number of integers not exceeding » so that there

are no k of them which have pairwise the same greatest common factor. The best

known results are

n

exp [(log m)"2~¢]

Conjecture of STemN: Let a; (mod n)) n, =n,<...<m, 1=i=k be such that
no number satisfies two of the above congruences. Then theré is a number m=2"
for wich m a;(mod n;) for all 1=i=k. I can prove this for m=4k2", Perhaps

= STEINS conjecture remains true if we only assume that there exists an integer N for
which NZ a;(mod ), 1=i=k.

exp (¢ log nfloglog ) < A, (n) <
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