Néhany elemi geometriai problémadrol

1. E kis cikkben egy elemi geometriai kérdéssel kapcsolatos megoldott és
megoldatlan problémakrol lesz sz6. Remélem, sikeriilni fog az olvasét meggy6z-
nom, hogy még az elemi geometria évezredek dta vizsgalt teriiletén is sok az j
és egyszerli segédeszkozokkel bizonyithaté eredmény.

1933-ban olvastam Hilbert—Cohn-Vossen® ,,Anschauliche Geometrie” (szem-
léletes geometria) cim{i szép konyvét. E konyv geometriai konfiguréacidékrél szolé
fejezetének olvasdsa kézben a kovetkezd probléma jutott eszembe: Legyen adva
a sikban n pont, melyek nincsenek mind egy egyenesen, akkor van oly egyenes,
mely ezen n pont koziil pontosan kettén megy at. Ugy gondoltam, ez magatol
értet6do lesz, de nem tudtam bebizonyitani. Elmondtam e sejiést Gallai Tibor-
nak, aki hamarosan szép bizonyitast taldlt e tételre. 1936-ban az osléi nemzetkozi
matematikai kongresszuson Karamata® kérdezett e tételr6l, mondotta, hogy egy
régi mechanika konyvben olvasta s ¢ sem tudta bebizonyitani. Elmondtam neki
Gallai bizonyitéasat.

1943-ban Kkittliztem a problémat az American Mathematical Monthly c.
folyoirat probléma-rovataban. Tobb érdekes megoldas érkezett, a legszebb Kellyé,
mely még Gallaiénal is szellemesebb, s melyet most kozlok.

2. Legyenek az adott pontok Py, P,, ..., P,. Kossilk Gssze barmely két
P;-t. [gy nyerjiik az ey, ..., ¢, egyeneseket. Minthogy a pontok nincsenek mind
egy egyenesen, m > 1. Tekintsilkk mindegyik P; tavolsagat
mindegyik e;-16], mely nem megy 4t P;-n. Legyen ezen tévol-
sagok legkisebbike példaul P, tavolsaga e,-t6l (a pontok s
egyenesek szamozésa természetesen tetszdleges). Azt allitom,
hogy az e, egyenesen pontosan két P; van. Jelentse P a
P;-bél e,-re bocsatott merdleges talppontjat (1. dbra). Ha
e-en harom P; lenne, akkor P valamelyik oldaldn legaldbb
két ily pont lenne, e pontok legyenek P, és P, tigy, hogy P,
Pés P, kozott van (esetleg P, P-vel egybeesik). Ekkor azon-
ban vilagos, hogy P, tavolsédga a P, P, egyenestol kisebb mint
P,P, a P, pont tavolsidga az e, egyenestdl (tudniillik P, tavol-
séga kisebb vagy egyenld, mint a P, PP, derékszog(i hAromszog-
nek az atfogéra bocsatott magassaga, és PP nagyobb ennél), 1. dbra
s ezzel Gallai tételét be is bizonyitottuk.

1 David Hilber! (1862—1943) a jelenkor egyik legkivalébb matematikusa, féleg Goittinga-
ban miikddott. S. Cohn-Vossen német geométer, a hitlerizmus miatt emigralt s Leningrddban lett
professzor, hol még a harmincas években elhunyt.

2 J. Karamata jugoszlav matematikus, jelenleg a genfi egyetemen professzor. Fileg vég-
telen sorokra vonatkoz6 vizsgdlatai tették ismertté.

3 L. M. Kelly a Missouri-i egyetemen mikodott, jelenleg East Lansingban, Michigan allam
egyetemén professzor.

¢ J. J. Sylvester (1814—1897) kival6 angol matematikus, féleg szdmelmélettel s geometria-
val foglalkozott, az angliai oxfordi egyetemen, majd a john’s Hopkins University-n (Baltimore,
USA) mfikédott. O alapitotta az els§ amerikai matematikai folyéiratot, a most is megjelen6
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3. Kelly a probléma eredetét is megtaldlta. 1893-ban Sylvester® kozilte e
problémat az Educational Times c., az6ta megsziint folydiratban.> Megoldas e
feladatra akkor nem érkezett,s nincs adat arra, vajon Sylvesternek volt-e meg-
oldasa problémaéjara, s igy a tételt Gallai tételének nevezik. Kelly bizonyitasat
Coxeter® kozolte.”

1949-ben megismerkedtem Mofzkinnal.® Elmondta, hogy 1933-ban (Sylves-
terrél s rélunk nem tudva) 6 is felvetette e kérdést, s 1939-ben A. Robinson® bebizo-
nyitotta a tételt.

4. Gallai tételével kapcsolatban szamos tovabbi probléma meriil fel. Hogy
roviden tudjuk kifejezni magunkat, nevezziink — ha adva van a sikban n pont,
melyek nincsenek mind egy egyenesen —, kozOnséges egyenesnek egy olyan
egyenest, mely e pontok koziil pontosan kettén megy at. Gallai tétele szerint
mindig legalabb egy kozinséges egyenes van. Ha a pontok altalanos helyzetben

vannak (nincs semelyik 3 egy egyenesen), a kozonséges egyenesek szama'® [g - Ha

n — 1 pont van egy egyenesen, és az n-edik az egyenesen kiviil, akkor a kdzon-
séges egyenesek szama n — 1. Jelentse marmost f(n) a kozonséges egyenesek
minimalis szdmét. De Bruijnnelll sejtettiik, hogy f(n) n-nel egyiitt minden hata-
ron til né, vagyis akarhogy is adunk meg egy A egész szamot, létezik egy csak
A-tol fiiggd n, = ny(A) szam ugy, hogy barhogyan is adunk meg a sikban ry-nal
tébb pontot, amelyek nincsenek mind egy egyenesen, ezek legalabb A kozin-
séges egyenest hatdroznak meg.

G. Dirac*® bebizonyitotta, hogy f(n) = 3. E becslés n = 3-ra, 4-re, 6-ra és
7-re pontos, amint azt a 2. dbra példai mutatjak. Moizkin bebizonyitotta,”® hogy

J(n) > Vn, és ezzel sejtésiinket igazolta. Legjabb id6ben Kelly és Moser'* bebizo-
nyitottak,’s hogy f(n) 2%:1; ez megint pontosn = 7-re, nincs azonban kizérva,

hogy n nagy értékeire a tétel még javithatd, példdul igaz lehetne a kdvetkezd

5 11851. kérdés, 59. kitet 90. old.

8 H. 8. M. Coxefer kivalo kamadai geométer, a forontéi egyetem professzora.

7 American Mathematical Monthly 55 (1948) 26—Z28. oldal.

8 T. S. Motzkin az USA-ban €16 izraeli matematikus. Jelenleg Los Angelesben a cali-
forniai egyetemen professzor.

® A. Robinson jelenleg a jeruzsdlemi héber egyetemen professzor.

10 [;)-vel (olv. n a 2 fol6tt) jel6lik az n(n — 1)/2 szdmot. Ennyi par alkothaté n elembdl;

ugyanis mindegyik elem a tobbi n — I-gyel allithaté parba, de az igy megszdmldlt n(n — 1) par

kozt mindegyiket kéiszer vettitk szamitasba (mindegﬁk eleménél). A késdbbiekben szitkségiink

lesz az n elemb6l kivéalaszthaté hdrmasok szamara is. Minden elem a téle kiilonbdzd n — 1 eleril-
n ——

b6l alkothato (n ; 1] parral Gsszekapesolva alkothat egy-egy harmast. Ilyen mddon n( 9

harmast szdmoltunk meg, de minden harmast 3-szor vettiink tekintetbe, tehdt a kivélaszthato
hérmasok széma - (“ —N_m@=DR—2) gyt fgy szokds jeldlni: (’:;) (olv. n a 3 folbtt).
1 N, G. de Bruijn holland matematikus, munkatdrsam, kivel t6bb kézds cikkem van.

13 Th, Motzkin, The lines and planes connecting the points of a finite set. Transactions

of the American Mathematical Society 70 (1951) 451—464. Mofzkin Gallai tételének érdekes
tobbdimenziés altaldnositdsait is targyalja.

12 §. Dirac magyar szarmazdsi angol matematikus, a vilaghird angol fizikus, P. Dirac
fogadott fia.
; 1 W, 0. J. Moser kanadai matematikus, a manitobai egyetemen, Winnipegben pro-
esszor.

11, M. Kelly and W. 0. J. Moser, On the number of ordinary lines determined by n
points, Canadian Journal of Mathematics, 10 (1958) 210—219,
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sejtés: Létezik egy olyan n, egész szdm, hogy ha n > n, és Py, ..., P, tetszéleges
n pont a sikban, melyek nincsenek mind egy egyenesen, akkor ezek legaldbb n — 1
kozonséges egyenest hatdroznak meg. Ez azt jelentené: hogyha n > n,, akkor
f(n) = n — 1 (ti. mar emlitettiik, hogy ha n — 1 pont egy egyenesen van, akkor
n — 1 kozonséges egyenest nyeriink, s ezért minden n-re f(n) << n — 1). G. Dirac

sejtette, hogy n > 7 esetén f(n) 2%.

5. Még 1933-ban észrevettem, hogy Gallai tételébdl kovetkezik, hogy ha a
sikban 1 pont van adva, melyek nincsenek mind egy egyenesen, akkor ezek leg-
alabb n egyenest hataroznak meg, azaz azon egyenesek szdma, melyek e pontok
koziil legalabb kettén atmennek, nem lehet n-nél kisebb. A bizonyitas Gallai
tételének segitségével konnyd (lasd az 1183. feladatot).

Nyilvanvalg, hogy e tétel pontos, ha ugyanis n — 1 pont van egy egyenesen,
s az n-edik pont nincs ezen az egyenesen, akkor e pontok nyilvan n egyenest hata-
roznak meg. Sejtettem, hogy ha az n pont olyan, hogy nincs koziiliik n — 1 sem
egy egyenesen, és n elég nagy szam, akkor ezek legalabb 2n — 4 egyenest hata-
roznak meg. Ez Kis n-ekre, pl. n = 6, 7, 8-ra nem igaz. A 2. ¢), d) abrén és a 3.
abrdn n =6, 7, 8 pont esetén rendre 7, 9, ill. 11 egyenest ldtunk, 2n — 4 pedig
ezekre az n-ekre 8, 10, ill. 12. Kelly és Moser a mar idézett cikkiikbens a kivet-
kezé altalanos tételt bizonyitjak be:

Tegyiik fel, hogy az n pont olyan, hogy legfeljebb n — k van koziilik egy
egyenesen, tegyiik fel tovabba, hogy

o) nZ%[B(Sk-J)”—]»Sk—l],
akkor az n pont legaldbb
2) kn—%(3k+2)(k— 1)

egyenest hataroz meg. Nem feltétleniil hatdroznak meg a pontok (2)-nél tébb
egyenest, mint ezt a szerz0k kovetkezo példaja mutatja: Py, ..., P, legyen k pont
a sikban ugy, hogy nincs koziilik hdrom egy egyenesen, e a sik egy tetszéleges
egyenese, mely a P, 1< z‘g!}c{ pontok egyikén sem megy at. A (P, P))

I <1, j =< kegyenesek — szdmuk ( 5 ) — azeegyenesta Py, ..., PH@ pontokban
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metszik. A tobbi n — k — [2] pontot az e egyenesen tetszdlegesen vessziik fel.

Konnytii belatni, hogy ez az n pont
1+ kn — k) — [glzkn——%(%—f-a(k— 1)

egyenest hatdroz meg.

Legyen marmost k = 2. — (1) és (2) igazolja sejtésemet, ha n > 27. Kelly
és Moser kimutattak, hogy sejtésem n = 10-re is igaz (azaz 10 pont, melyek koziil
nincs 9 egy egyenesen, legalabb 16 egyenest hatdroz meg), s sejtik, hogya 11 < n <<
< 26 értékekre is igaz. Bebizonyitottak to-
vabbéa, hogy ha n =717, 8, 9, akkor legaldbb
2n — 5 egyenest nyeriink, s lattuk (2. ¢), d)
ﬁbra és 3. dbra), hogy 2n — 5 nem is javit-

ato.

6. Kelly és Moser eredményei azonban
még nem intézik el teljesen az itt felmeriils
problémakat. Nyilvanvalé pl., hogy létezik
egy oly ¢, szam, hogy ha adva van n pont,
melyek koziil legfeljebb n — k van egy egye-
7 % nesen, akkor e pontok legalabb ¢,kn egyenest

hatdroznak meg, példaul vehetjik ¢, -t

2 bt 1/k-nak. (2)-bdl ¢,-ra ennél lényegesen jobb

) becslést kaphatunk, de kiilonboz6 k-ra kiilon-

boz6 ¢, értékeket. A kérdés azonban az, hogy van-e oly ¢ szdm, mely minden k-ra j6.

Azaz valdszintileg igaz a kovetkez6 sejtés: Létezik oly ¢ allandé, (mely nem fiigg

sem k-t6l, sem n-t6l), hogy ha az n pont koziil legfeljebb n — k van egy egyenesen,

akkor a f‘{e%é)pﬁ egyenesek szama nagyobb, mint ckn (feltehetd, hogy a sejtés igaz,
ha ¢ = 1/10).

Emlitsiik meg még Dirac kovetkez6 sejtését: Legyen P, ..., P, n pont a
sikban, melyek nincsenek mind egy egyenesen, akkor mindig van egy pont P;

ligy, hogya (P;, Py), 1 < j < n, i+ jegyenesek koziil legalabb [—g—] kiilonbézé van.

Megemlitjiik még, hogy Sylvester a kivetkez§ kérdést vizsgéalta: Legyen adva
n pont, Py, P,, ..., P, a sikban. Maximdlisan hdny olyan egyenes lehetséges,
mely e pontok koziil pontosan harmon megy at? Kimutatta, hogy n = 9-re e
maximum 10. Konny{ belatni, hogy altaldban n-re e maximum nem nagyobb,

mint—:])'— [;) (ennyi volna, ha minden P,P; egyenesen 3 pont volna) és Gallai tétele

; . ; ; 1T e ;
miatt e maximum semmilyen n-re nem érheti el az -4 értéket. Paros n-re e

maximum legfeljebb —;— ;

—_ % . (Ez abbdl lathaté be, hogy minden ponton kell

olyan egyenesnek dtmennie ez esetben, amin péros szdmt P; pont van.) E tételek
részletes bizonyitdsat az olvaséra bizom. Nagyon meglepé azonban, hogy Syivester

kimutatta, hogy e maximum nagyobb, mint% rzz — ¢, ahol ¢ alkalmas, n-t6l

nem fiiggé allandé. Kérdezhetjitk még azt is, hogy mekkora azon egyenesek maxi-
malis szama, amelyek az n pont koziil pontosan négyen mennek at. Ezt csak n
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specidlis értékeire vizsgaltak, és én azt hiszem, hogy nagy n-re e maximum sokkal
kisebb nagysagrendii lesz, mint n2, taldn kisebb, mint cn, egy alkalmas ¢ allandéval.

7. Most ratérek e kérdések kombinatorikus altalanositésaira. Legyenek g,
..., @, elemek, A,, ..., A, az elemekbdl alkotott, legaldbb kételemii csoportok
(szokasos szakkifejezéssel halmazok). Feltessziik, hogy minden (a; a;} par egy
és csakis egy A;-ben fordul els. Ha az a-k pontok, és az Ak azon egyenesek,
melyek e pontok koziil legalabb kettén dtmennek, akkor nyilvan e feltételt kielé-
gitd rendszert kapunk. Azonban konny(i belatni, hogy lehet olyan a;, 1 < i< n,
A;, 1 < j< m rendszert csindlni, mely nem valosithaté meg, mint a sik pontjai
és egyenesei. Legyen ugyanis n =m =17, és az Ak : (a5, @y, 03), (a1, Q5 ), (%,
g, @), (dgy @4y Ag)s (02,05, A7), (G5, Ay, A35), (45,6, Q7). E rendszer nyilvan nem valosit-
hato meg a sikban, ti. e rendszernek nincsen kozonséges egyenese, azaz nincs oly
A;, mely pontosan két a,-t tartalmaz.

Ennek ellenére fennall a kovetkezé tétel: Ha m > 1, akkor m = n — azaz
ha az A-k szama nagyobb, mint egy, akkor legaldbb n A van. Ez lényeges altala-
nositasa annak a tételnek, hogy n pont a sikban, ha nincs mind egy egyenesen,
legalabb n egyenest hatéroz meg.

E tételt Hanani'® bizonyitotta be eldszor 1938-ban. En Hanani eredményé-
r6l nem tudva, 1941-ben tjra felfedeztem e tételt, melyet Szekeres'? is bebizonyi-
tott. A legegyszeriibb bizonyitds de Bruijn-t6l vald, melyet most kozIok.

8. Két elem a,, és a,, nyilvan egyértelmilen meghataroz egy A halmazt,
éspedig azt, amely az (a;, a;,) part tartalmazza. Feltevésiink szerint egy és csakis
egy ily A van. Hogy réviden tudjam magam kifejezni, az a; elemeket pontoknak
fogom nevezni s az A; halmazokat utaknak.

Jeloljitk az a; ponton atmend utak szamat k-vel, az A; tton levé pontok
szamat s;-vel. Nyilvan 1 < k; <n és 1 <s; < n, minthogy a pontok nincsenek
mind egy tit mentén, és minden dton legalabb két pont van.

A k-k és sk kozt konnyen taldlhatunk egy Osszefiiggést pl. a kovetkezd
szemléletes meggondolassal: képzeljilk az utakat villamosvonalaknak, amelyek-
nek minden pontban (keresztez6désnél) megalléjuk van.® Egy alkalommal min-
den vonalon végighaladt egy villamos, és mindegyikre minden megallonal egy utas
szallt fel. Ekkor az a; keresztez6désnél k; felszallé volt, az A; vonalon s; utas uta-
zott, tehat az Osszes utasokat egyrészt atvonalak, masrészt allomasok szerint
osszeszamolva a kovetkezd azonossagot kapjuk:

®) Si+8+ ot Sm=kht+thkt+ ...+

Feltehetjiik, hogy a pontok a rajtuk adtmené utak csékkend szdma szerint vannak
rendezve, tehat

(4) bk, B i=1,2 wal

tovabba, hogy az a,-en az Ay, 4, ..., A, utak mennek at. Jeloljiik &,-et, miutan
sok sz6 lesz még rola, rovidebben »-vel.

Keressiink osszefiiggéseket a k-k és s-ek kozt. Ha az A; at nem megy at
az a; ponton, akkor a;-t A; minden egyes pontjaval mas-mas ut koti Ossze, mert

18 H, Hanani izraeli matematikus, kollégim a haifai mfegyetemen.

17 Szekeres Gydrgy Ausztrdlidban miikédé magyar matematikus.

8 Az gk és Ak mindig szemléltethetfk ilyen (dltalaban nem egyenes) villamosvona-
lakkal. Ezeknek esetleg a kijelolt pontokon kivill is lesz keresztezfdésiik, de mi csak a kijelSl-
tekkel foglalkozunk,




kiilonben volna két olyan tt, amelyek két Kkiilonbdzé pontban taldlkoznak, pedig
feltettiik, hogy ilyen nincs. fgy, ha A; nem megy at a,-n, akkor

(5) kf = Sj.
Ezt alkalmazhatjuk k, €s S,11, S,40,++s Sp-TE:
kn=s; G=rv+Lv+2 ..,m.

Ezeket Gsszeadva
(6) (m—vk, =81+ Spqa+ ---+ S

Az sy, s, ..., st is tudjuk becsiilni k-kkal (5) alapjan, ugyanis A, dtmegy
egy a,-t6l kiillonbozé ponton — feltehetjiik, hogy ezt jeloltiik a-gyel —, mert
minden ut legaldbb két ponton halad at. Ekkor A,, ..., A, nem mehet at q,-en,
mert két 1it legfeljebb egy pontban taldlkozik, igy (5) szerint fennall pl.

ky = s,

De A, is atmegy egy a,-t61 (és a,-t6l) kiilonbozé ponton, mondjuk @,-n. Ezen
As, ..., A, nem megy at, tehat pl

ke = Ss.

Hasonléan haladva tovabb, végiil az A, ;-en talalunk egy a,-t6l kiilonbozé a,_,
pontot, amelyen A, nem megy at, A,-n pedig egy a, pontot, amin az el6zé Ak,
pl. A, nem megy at. {gy (5) alapjan a kovetkezd egyenlétienségeket kapjuk:

JI{1 2 Sa» kz 2 Say e Iri‘{v—l 2 S k,, 2 S1-
Ezeket osszeadva és hozzédjuk adva (6)-ot, azt kapjuk, hogy
k4 ootk +(m—k, =85 +5+ ...+ Sy

frjuk itt be a jobb oldal helyébe (3) jobb oldalat, majd alkalmazzuk k,.,, k,,4
v, kyre (4)-et, kapjuk, hogy

by by etk (= W)y > Ry Kyt e k>
Skt kgt oen Ky (1 — W)
(m — )k, = (II — v)k,,

Innen

és mivel k, > 1,
m>=n.
Ezzel bebizonyitottuk Hanani tételét.

9. Az egyenesekre tdrgyalt problémdhoz hasonléak korokkel kapcsolatban
is felmeriilnek. Ervényes Gallai tételének kiovetkezd altaldnositdsa: Legyenek adva
a sikban a P, P,,..., P, pontok (n > 3), amelyek nincsenek mind egy korén,
akkor van olyan kor, amelyik pontosan hdrom P;-n megy at. A tétel (mely emlitve
van a 13 labjegyzetben idézett cikkben), Gallai tételébdl konnyen kovetkezik az
inverzié, mas néven korre vonatkozo tilkrozés nevi transzformacio segitségével.1?
Tegyiik fel ugyanis, hogy a tétel nem volna igaz. Ekkor volna egy olyan pont-

1 Ez a sik egy olyan 4talakitdsa, amelynél egy adott kor pontjai helyben maradnak,
a kor kﬁzéppéontjénak nincs megfelel§je, és ‘minden ezen a kozépponton adtmend kor egy egye-
nesbe megy at.
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rendszer, amelynek barmely hérom pontjan dtmené kor egy negyedik Prn is
atmenne, Igy tobbek kiozt minden (P,, P;, P;) ponthdrmason atmend kér dtmenne
egy negyedik P, ponton is. Alkalmazzunk ekkor inverziot egy P, kizéppontu
korre, a P; pont képét jeldljiik Q~vel (i = 2, 3, ..., n). Ebben a pontrendszerben
a QQ; egyenes a Py, P, P, pontokon atmeng kor képe, s igy feltétel szerint atmegy
legalabb még egy Q, ponton. Ez azonban Gailai tétele szerint csak 1igy lehet, ha
Qs, Qa, - .., @, mind egy egyenesen van, de ez az egyenes akkor egy P;-en is atmend
kor képe volna, holott feltétel szerint nincs az dsszes P; egy koron. Lehetetlenségre
jutottunk, kell tehat, hogy a korékre vonatkozo tétel is igaz legyen.

Nem latszik azonban konnyiinek a kévetkezd kérdés, melyet évekkel ezelgtt
felvetettem: Legyen adva n pont a sikban, melyek nincsenek mind egy kérén.
Tekintsiik az Osszes koroket, melyek a pontok koziil hdrmon atmennek. Igaz-e,

hogy igy legalabb 1 4- [n ; l} kort kapunk? Ha n — 1 pont egy kiron van, akkor

n—1y, .
pontosan 1 - 9 kort kapunk.

A megfeleld kombinatorikus altalanositas igy hangzik: Legyen ay, a,, ..., a,
n elem, Ay, ..., A,,m>1 az a-kbél alkotott legaldbb hdrom elemii halmazok
ugy, hogy mindegyik az a;-kbol 4ll6 harmas egy és csakis egy A-ban fordul eld.
Mekkora m minimalis értéke? — A parck esetén a geometriai és a kombinatorikus
probléma megoldéasa, amint lattuk, ugyanaz volt, minimalis értéke mindkét eset-
ben n. Valoszint azonban, hogy ternok (harom elemii halmazok) esetén m mini-
muma a kombinatorikus esetben kisebb, mint a geometriai problémanal. Hanani
bebizonyitotta a kovetkezot: Adjunk meg tetszélegesen egy kis e pozitiv szamot;
ehhez mindig talalhaté egy n, uigy, hogy ha n > n,, és adva van n elem, a,, a,,
.vo @, akkor m értéke a Kombinatorikus problémanal kielégiti a kovetkezo
egyenlétlenséget:

I

) m>(l,— &) .
/8

Hanani bizonyitésa, mely eddig még nem jelent meg nyomtatasban, a kévet-
kezg: Legyen az A, halmaz elemeinek a szdma s;. Feltehetjiik, hogy a halmazo-
kat pl. a benniik lev6 elemek szama szerint csokkené sorrendbe rendeztiik, tehat

BB e Bl
Az bsszes harmasok szama, amiket az 7 elembdl képezhetiink,

[n]: n(n-l)(u—Z)_

3 6

Ezek mindegyike eléfordul egy halmazban és csak egyben, viszont az i-edik hal-
mazban

[s;,] _ S5 — lg (s; — 2)

hérmas fordul eld, igy

-+ 5+-+hefy
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Arra az esetre, ha s; ennél nagyobb érték, gondoljuk meg mindenek eldtt,
hogy A, elemei koziil egyrészt a tobbi A; mindegyike legfeljebb 2-t tartalmazhat,
mert minden harmas csak egy A;-ben fordul el§, masrészt minden A.-ben szerepld
elempdr legalabb még egy A;-ben eléfordul, mert kiilonben a kérdéses elempérbdl
és egy A;-ben nem szereplé elembdl allo harmasok egy halmazban sem szerepel-

esetben, ha

nének. Mivel A, elemeibél (821} par képezhetd, igy A,-en kiviil legalabb még ennyi

halmazunk van:

Sl Su(si—1) 8t 1
R L S SO 1 LA ()
mzl+ 2]> 2 2[ 5

4
Ez abban az esetben adja (7)-et, ha s, elég nagy, és n elég nagy; pl. ha s, > }/2n3,
akkor

2 /2 -

3
s igy teljesiil (7), ha n elég nagy (pl. ha ,l < &, tehat n > l/ 21—4
y2ns "

s V2 (2 — 1) =@(1_L];

Ha végiil

4 4
® V2n2 < s, < J2n3,

akkor vizsgaljuk meg azt is, hany halmazban kell egy A;-beli elemparnak elg-
fordulnia ahhoz, hogy minden hdrmas szerepelhessen, amely ebbdl a parbol és
még egy, A;-ben nem szereplé elembdl all.

Egy-egy A,-beli parbél n — s, szdmu ilyen harmas alkothaté, mert ennyi
elem nem szerepel A,-ben. Mésrészt egy A;-nek, amely két A,-beli elemet tar-
talmaz, emellett legfeljebb s, — 2 tovabbi eleme lehet, mert nem lehet s,-nél t6bb
eleme. fgy ahhoz, hogy egy A,-beli part tartalmazé Gsszes harmas elGfordulhas-

=% palmazban kell el6for-

son, ennek a parnak A;-en kiviil még legaldbb

1

dulnia. Mivel A, elemeibdl [‘;1 par alkothatd, igy
s;\n—s 8(s; — 1)(n—sy) si(n— sy)
m>1 1 1 1481 =
= +[2)s —2> 2(s; —2) e 2
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A (8) feltételnek eleget tevo s, értékek kisebbek n/2-nél, ha n = 32, az ilyen n-ekre
tehat csokkentjiik a nyert kifejezés értékét, ha s,-et nala kisebb szammal helyet-
tesitjiik. Eszerint a (8) alatti s; értékekre (a nyert Korlat jobban kezelhetd utolso
el6tti alakjat hasznalva)

‘2n3(n—i/ﬁ) _J= _i:l@_(l _E)
2 s 12 gl I

Ezek szerint a (8) feltételnek eleget tevé s; értékekre is teljesiil (7), amint n elé
g g

m>

nagy |egyrészt n = 32, mésrészt% < g azazn > g] . Az n-re adodott korlatok

koziil a legnagyobbat valasztva n,-nak, barmekkora is s, mindig teljesiil (7),
amint > n,. Ezzel Hanani tételét bebizonyitotiuk.

«nani azt is bebizonyitotta, hogy ha n = w2 + I, ahol u primszamhatvany,
akkor

9) m < u(u® + 1) [= nln —1].

Hanani sejti, hogy itt m = u(u® + 1). (7) és (9)-bdl az analitikus szdmelmélet
eszkozeivel konnyen belathato, hogy a kombinatorikus probléméanél m minimuma-
nak nagysagrendje n3/2, pontosabban minden pozitiv s-hoz van oly n,, hogy ha
n > n,, akkor

(10) (1 —&)2731n32 < m < (1 4+ e)nde.

(10) bal oldalat mar bebizonyitottuk, a jobb oldallal itt nem foglalkozhatunk.
E problémakat harmasokrol l-esekre is dltaldnosithatjuk minden{ > 3 esetén, de
ezzel most nem foglalkozunk.

Erdds Pal




