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Beantwortung einer Frage von E. TEuFFEL

Es seien py, p,, ..., P, die ersten » Primzahlen und M (%) die grosste natiirliche Zahl
mit der Eigenschaft, dass sich jede zu p, p, ... f, teilerfremde Zahl # = M(n) in der
"

Form m = a = b darstellen lasst, wo a b = JJ $}%. Herr TEUFFEL!) hat die Frage gestellt,

1

ob M(#n) unendlich sein kann, das heisst ob die angegebene Darstellung fiir alle natiir-
lichen m méglich ist (Herr TEUFFEL setzt dabei %, = 0 (i = 1, 2, ... n) voraus). Ich will
zeigen, dass M(n) fiir jedes » endlich ist, sogar wenn nicht jedes p; in a b aufgeht.

4 #
Es seial” < al” < .- die Folge aller Zahlen von der Form JJ PH (2, = 0).
i=1

7 Fiir iedes Tt w g n) in] L —e
Lemma 1. Fiir jedes & > 0 gilt, wenn ¢ > iy(e), &) — a" > (a) ™.

Das Lemma ist ein spezieller FFall eines Satzes von MAHLER?): Es sei # = 0algebraisch,
Py Pyo.. . P, O, Qs ..., 0Q; seien endlich viele Primzahlen, ferner sei 0 =« £ 1,
0=p =19 >a+f, ¢ = 0. Zwel ganze Zahlen seien definiert durch

5 i

p—pr [[B5, g=y [k, oapr=ips. pagpr=cd.

1=1 t=1
Dann existiert eine Konstante C, die nur von #, «, #, ¥, ¢ und den P; und Q, abhingt, so
dass
1-@—£|>£__ fiir alle P += 1,
g v q

Unser Lemma folgt sofort, wennman # = 1, p* = ¢* = 1, a = f§ = 0, ¢ = 1, y = ¢/2 setzt.
Der schwichere Satz lim (a, — a‘;-”:') = co stammt von PALva?),

n
Lemma 2. Die Anzahl D(x) der Zahlen der Form J7 pf% = », also die Anzahl der
al™ < x ist o(3°) fiir jedes e > 0. =t
Lemma 2 ist natiirlich lingst bekannt. Offenbar ist 0 = «; = log xflog 2 und daher
log »

log 2

D = (14

)":o(xe).

Aus Lemma 1 und 2 folgt sofort, dass fur geniigend grosses x nicht jede Zahl m < x1/2
(m, by, pa ... Py) = 1 von der Form a* L af,-"}' sein kann. Fiir ¥ > x, folgt aus a}” > »
die Ungleichung

[n {n] 4 & Y
a —a > 2 (i >j).
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108 Kleine Mitteilungen
Fiir aff") = #%% jst ndmlich

a:-"’ . “E_n] < H201-e)s

> #17  (Lemma 1)
und fiir af.'” = 42 hat man
a&ﬂ] o a;-") = x — 228 gl

Betrachten wir also die Zahlen
m = a™ & o < a2,

so muss ") < x gelten, also auch &) < x. Die Anzahlder m’ ist hochstens D3(x). Wegen

Lemma 2 ist aber D?(x) < 2*¢ fiir ¥ > x,. Die Anzahl der Zahlenm < 212, (m, p; ps ... £y)
= 1, ist aber fiir ¥ > #, nach dem Sieb des ERATOSTHENES mindestens

o [T L) >

1 i

173
¥ — 2n = xiE

Also gibt es unterhalb ' mehr Zahlen m als Zahlen m’ und damit Zah en s, die nicht
von der Form a* + a;"' sind. P. Erpis



