Megjegyzések a Matematikai Lapok
két problémaijihoz
Ernds PiL

Turdn Paltél valé a kovetkezé feladat (Mat. Lapok (1954),
V. 48 old. 71. feladat): Minden c-hez létezik oly n, melyre (d(rn)
n osztbinak szdmat jelenti)

(1) din+1)—d(n)>¢c, d(n—1)—d(n)>c.

Tolem valé a kovetkezd feladat (Mat. Lapok (1955), V. 351.
old.): Minden k-hoz van olyan n, melyre

) d(ny > ]_}]1 d(n+iyd(n—i).

E kis cikkben ezen feladatok élesitésével s dltalanositasaval
fogunk foglalkozni. Meg fogjuk vizsgdlni, hogy (2)-ben k mily
nagyra valaszthatd, mint n fiiggvénye, s meg fogjuk wvizsgalni,
hogy hany egymésutdn kovetkez6é szamra irhaték el d(n) nove-
kedési viszonyai.

I. TETEL. Minden elegendé nagy n-hez létezik oly m<n,
melyre

=i e logw/degloga)?

d(m) > iF d(m -+ i)yd(m—i),

ahol ¢, alkalmasan valasztott abszolit konstans.
Legyen (p primszam)

3) T Il p<a™ ™ 2V

o logs




Legyen 1=|i| < ¢ log n/(log log n)®. Nyilvan (i’ = [] p)
pii

T
!v

@) 3 aiti=dn) 3 d(Torr)<
<2d(f)z:a'(%k+1],

ahol d’(n) n-nek [/n-nét nem nagyobb osztdinak szamat jelenti.
Tovibba azonban nyilvanvald, hogy ((3) miatt)

Typ~1 T Th-1 T
5) d'( I.:‘k-|-1]<2( i“+1]<2mogn< T.logn

=0 =
(4) és (5) miatt azonban
Tp-1

6) X d(Tk+i)y<d(@)T.logn<iT,logn<T,(logn).

k=0
(6)-bdl kovetkezik, hogy azon 0=k < 7, szdmok szdma, melyekre
(7) d(T.k+1i) > (log n)®

kisebb, mint 7,/log n. Ebbdl tovabba kovetkezik, hogy azon 0=k < T,
szamok szama, melyekhez van egy i, 1=|i| < c: log n/(log log n)?,
melyre (7) fenndll, kisebb, mint

7‘". T)l
(8) iog @ 2¢ log n/log log n < -

ha n elegendd nagy. Ezért (8) miatt van oly 1=k < 7., hogy
minden 1=|i| < ¢ log n/(log log n)* esetén

©) d(ko T+ i) < (log n)*.

Ezzel szemben azonban (ﬂ'(x) > Cg—x—‘— miattJ
log x

(10) d(keT.)=d(T.) > exp (cs log nflog log n), (expz=¢’),

(9) és (10)-b6l tételiink egyszerii szdmoldssal azonnal kovetkezik.
Teteliink eléggé pontos, ezt mutatja a

Il. TETEL. Ha ¢; alkalmas, abszolut konstans és elegendd
nagy, akkor

dny< Hd(n+1i), 1=i<cslogn/logsnlogsn
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(logx n a k-szor iteralt logaritmust jelenti). Nyilvan
k

k ;k =
(ll) ﬂd(ﬂ -f—i)gzp““ >2k10g log k%
i=1

ugyanis p-nek legaldbb [—E] tobbszordse van az n+1,n24-2,...
..., 14k szamok koziil (11)-b6l és a jol ismert

d(n) < exp ((1 -+¢)-log n log 2/log log n)
miatt nyerjiik, hogy

k
d(n) < exp (1 &) log n log 2/log log n < [ [ d(n+1i),
i=l1
k=cy log n/logs nlog: n,
ahol ¢; > 1, ezzel tételiink be van bizonyitva.
Valosziniinek latszik, hogy az els6 tétel kozelebb van a valo-
saghoz, mint a masodik, de ennek bebizonyitdsa nehéznek latszik.

A kovetkezé kérdést se tudjuk eldonteni:
lgaz-e, hogy

max d(n+i) > (log n)*

1=i<logn/loglogn

fix ¢>0 mellett. A nehézség az, hogy az n-t-i, 1 =i<logn/loglogn
sorozat log n/log log n-nél nagyobb primfaktorainak szamat igen
nehéz j61 megbecsiilni.

IIl. TETEL. Legyen k=c; (log n)?/loglogn, i1, i, ..., az
1,2,...,k szamok egy tetszésszerinti permuticiéja. Létezik oly
m < n, melyre

dim-+ti) <d(m+iz) <. <d(m-i)
sot 1=r<kra
(12) d(m +i.)fd(m 4 i,) — o

egyenletesen r-ben.
E tétel Turan feladatanak messzemend élesitését adja.
Legyen P.,— I] p (k=cs (log n)'*/log log n), V(s) je-
k{p-::-:—lugn
lentse s killonb6zd primfaktorainak szamat. Legyen

Pnzsl; Sa, Sk,




ahol
V(s,)==[10rloglogn] ha 1=r<k

és V(sx)=[10kloglogn] V(Py.)>cslogn/loglogn

miatt ¢; alkalmas valasztds mellett ez lehetséges.
Legyen marmost 0 =x < P, az az egyértelmiien meghatarozott
szam, melyre
x+i,=0(mods,), 1=r=k

Minthogy az s-ek primfaktorai mind /k-ndl nagyobbak és 0<i, =k,
fzért nyilvan (x-+i,, P,)=s,. Ezért ugyanugy, mint (4), (5) és
6)-ban

Py-1 P
(13) X d@x+i+IP)=d(E)22 (% . 1] < 3d(s) P, log P,

(13) miatt azon 0=1< P, szdmok szama, melyekre

(14) d(x+ i+ 1P,) < d(s.) (log Pr)?

kisebb, mint ngﬁ? Tovabba r legfeljebb k értéket vehet fel
s ezért azon 0=I< P, szamok szdma, melyekhez vanoly r(1=r=k),
melyekre (14) fenndll, kisebb, mint%%<—g‘i,
szamtételbdl (vagy elemibb tételekbdl is) azonnal kovetkezik, hogy

mert a prim-

L logn

Pn>2°
Ezért van oly 0 << P,, tigy, hogy minden r-re (1I=r=k)
(ui. x4+ 1P,=0(mod s,))

(15) d(s,) =d(x+i-41P,)=d(s,) (log P.)>.

Minthegy azonban definicié szerint d(s.1) = %2“’1"3‘05“ d(s,) és
210loglogn > (log P,)?, nyilvan nyerjiik, hogy
(16) d(x+ irpr HIP)/d(x + i, +1P,) — oo

Legyen marmost

m=x+i+IP,<Pi<n (ui. P.< JI p<4" ™" <|n)
p< 4 logn

ezzel (16) miatt (12) be van bizonyitva.




Felvethetd marmost tételiink élesitésének kérdése. d(n) esetén
a kérdés igen nehéznek litszik, pl. nagyon nehéz lesz j6 becslést
taldlni, hogy milyen nagy f(n)-re mar biztos nem lehetséges

d(n)<d(n+1)<---<d(n+f(n)).

Valamivel kedvezdbb a helyzet V(n) esetén, minthogy V(n) <
<(14o0(1)) log n/log log n (ez mint ismeretes, kovetkezik a prim-
szamtételbol), nyilvan V(n) esetén f(n) <(1+o0(1)) log n/log log n.
Biztosra veszem, hogy f(n) valddi értéke o(log n/log log n), de csak
a kovetkezd, sokkal gyengébb tételt tudom bebizonyitani.

IV. TETEL. Legyen

V(i) <V(n+1) < <V(n+f(n))
Akkor

— log log n 1
T ) =g = 7

log n
loglog n
& logn
2 loglogn

Ha ugyanis végtelen sok n-re f(n) > (% +s] lehetne,

akkor nyilvan n -+ f(n) < 2n alatt lenne legalabb egy-

masutan kovetkezd szdm, melyek mindegyikének legaiébb-(% 4+ _;_] .

log n
log log n
logn
‘loglogn

kiilonboz6 primfaktora wvan (ti. ha k=l(%+%]»

1 ¢ logn
]—l— 1, Vin+k) > (_2_+?)W)' Legyenek ezek a

¢ logn : ;
?l?_gl@], m-i < 2n. Mint-
log n )

log log n

szdmok m,m-+-1,...,m--i, i=

logn
log log n

hogy a -nél kisebb primszdmok szdma o[

. g . " . (1 &) logn
m+j, 0=j<i szdmok mindegyikének tobb, mint (5-!--3) R

log n . ; log n
log log 7 n—nel nagyobbak. i < iog log 7
miatt ezek mindegyike legfeljebb egy (m-j)-ben 0= < i foglal-

i-1 ¢

e (1 £
. -~ 4 = \l=+—=I
tatik. Ezért az M= I (m-+)) szimnak legaldbb [z ' 4)

oly primfaktora van, melyek
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0T S ' i
'(l og log n] kiilonboz6 primfaktora van. Ezért tehat egyrészt (2'< n)

(17 M < (2n) <exp ( ; Iggi:z{)n+log n)

y &1 &) logn ) ST T
masrészt, ha s= —2—[-2~—|— 3 ) (Iog log n) , a primszamtételbdl nyer

jik, hogy
M= ]s]pg. >(14+0(1))'s! (log s)" > exp (1 +o0(1))s log s =

(18) - 1 ¢\ (log n)?
=axp (1 -+ell))e (_Z“E“Z) loglog n*

Elegendd nagy n-re azonban (17) (18)-nak ellentmond s ezzel té-
teliink be van bizonyitva.

Felvethetd a kovetkez6 kérdés: melyik az a legnagyobb
k==f(n), melyhez van m;<n, mz<n, melyre

V(ml -~ 11) < V(m1 - 1.2) LR - V(m1 -+ LT‘:),
Vima-+it) < V(ms+i) < -+ < V(mg i),

ahol iy, ia, i az 1,2, ..., k szamok egy permutaciéja. Ugyan e kér -
dés felvethetd mds szamelméleti fiiggvényekre is.

3AMEYAHMSA K ABYM ITPOBJEMAM
I1. Eppém

ABTOD [10Ka3bIBAET, 9TO K KAKAOMY 11 MOHO mopobpath Takoe m < n,
MTO

d(m) > 1/ d(m + i) d(m—1i),
1=1i<C ¢;1og n/{log log n)®

FE €y HEKOTOPAs MOJOMNKHTENbHAS MOCTOAHHAA,
Manee, ectn n > ny B €; ROCTaTOMHO GOMbLIAA NOCTOSIHHAS, TO
d{n) < Z 1 dn+1), 1=i< c,logn/log,nlog;n.

log, n o603nauaeT Kk pas HTEPUPOBAHHBIH JOTapupM.
B crathe paccmaTpmBAETCH elle PAJ aHANOIMYHBIX BOMPOCOB.
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REMARKS ON TWO PROBLEMS
P. Ernis

The author proves that for every sufficiently large n there exists an
m < n so that
d(m) > Il d(m + iyd(m—i)
1=1i<c;logni(loglogn)?

where ¢, is a suitable positive constant.
Hle further shows that for n > n, and ¢, sufficiently large

d(n) < Od(n+1i), 1=i< c,logn/log,nlog,n

where log; n is the k-fold iterated logarithm,
Several similar problems are discussed.




