
tfber einige Probleme der additiven Zahlentheorie *) 

Von P. ERD&, Birmingham-Haifa 

In diesem kleinen Vortrage werde ich iiber einige Probleme der additiven 
Zahlentheorie berichten, die mich in den letzten 25 Jahren vie1 beschaftigt 
haben. Im allgemeinen kann man diese Fragen mit kombinatorischen und 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Mcthoden angreifen - von den endgiiltigen 
LBsungen sind wir aber noch in allen Fallen weit entfernt. Vor kurzem hielt ich 
iiber dieses Gebiet einen ausfiihrlicheren Vortragl), der such ein ausfiihrlicheres 
Literaturverzeichnis enthllt. 

1. EsseiO<a,<a,<,.. eine unendliche Folge ganzer Zahlen, f (n) sei die 
Ldsungszahl von n = ai + aj. Vor etwa 25 Jahren fragte mich S. SIDON, ob 
eine Folge 0 < a, < a2 < . . . existiere, fur welche f(n) > 0 fur alle n 2 0 
und f(n)/%& -+ 0 fiir alle E > 0 gelte. Vor einigen Jahren gelang es mir, das 
Problem von SIDON bejahend zu 16sen2); ich bewies nlimlich, da,S eine Folge ai 
mit 

c,logn<f(n)<c,logn 

existiert. Den etwas schilrferen Satz, ob es eine Folge mit 

oder 
f (n)llog n -+ c, c > 0, 

f(n) > 0 und f (Wag n -+ 0 

gibt, kann ich bis jetzt nicht entscheiden, und meine Methoden, die in l) und 2) 
angewendet werden, scheinen dazu nicht geeignet zu sein 

Vor etwa 25 Jahren vermuteten TURAN und icha), daI3, wenn fiir eine Folge ai 
f(n) > 0 fiir alle n > n, erfiillt ist, 

lim sup f (n) = co 

gilt. Unsere Vermutung scheint recht tief zu liegen. Eine weitere Vermutung, 
die sie enthalten wiirde, ist die folgende : Es sei ak < clca, 1 5 k < oo ; dann gilt 
lim sup f(n) = co. Hier kann ich nur lim sup f (n) 2 2 bewersen4). 

Fin allgemeineres Problem, das ich mit TURAN betrachtet habe, ist das fol- 
gende : Wir setzen irgend etwas iiber die Folge f (n) voraus und wollen beweisen, 

*) V&rag, gehalten auf der Vormittagssitzung am 23. 3. 1957. 
1) Tagung iiber Zahlentheorie, Druxelles, Dez. 1955. 
P) Acta Szeged, 16, 255-259 (1954), siehe such l). 
s, Journal London Math. Sot., 16, 212-215 (1941). 
4) Siehe ST~HR, Journal f. d. reine u. angew. Math., 194, 40-65, 111-140 (1955). 
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da13 keine Folge a~ existiert, die die obige Folge. f (n) realisiert, Ein hierher ge- 
hdriger Satz van FUCHS und mirs) besagt, da2 es keine Folge ai gibt, fi.ir 
welche ein c > 0 existiert, so da2 

;,ilu (k) - 42 --f 0 

gilt, Offenbar kann man hier sehr viele weitere Probleme stellens). 

2. MOSER und ich stellten uns folgendes Problem: Gibt es n + 2 game 
Zahlen 15 a, < a2 < . . . < a,+2 < 2”, so daB alle 2*+2 Summen 

A 

zekak9 &R =o oder 1, 
k=l 

verschieden sind 1 Trotz der scheinbaren Einfachheit scheint dieses Problem 
recht schwierig zu sein. [Einige hierher gehiirige Resultate siehe in I).] 

3. STRAUS und ich vermuteten im Jahre 1953, da13 man zu jeder unendlichen 
Folge ganzer Zahlen a, < a2 < . . . eine Folge b, < b, < . . . der Dichte 0 
finden kann, so da13 sich jede geniigend grol3e Zahl in der Porm ad + bj dar- 
stellen l&l%. LORENTZ~) bewies dies, indem er zeigte, da13 man die Folge bj 
so wghlen kann, da13 

n log A (k) 
Bw < $5 A(k) (1) 

ausfallt, wo A(k) respektive B(k) die Anzahl der a respektive der b 2 k be. 
deutet. Wegen A(k) --f. co folgt aus (1) offenbar, da3 B(x)/s -+ 0. 

Wenn die a die Primzahlen sind, so ergibt (1), da13 eine Folge bi mit B(z) < 
c (log x)3 existiert, so daB n = p + bi fiir alle geniigend grol3en n l&bar ist. Herr 
LORENTZ fragte mich, ob sich dieses Resultat noch verschkrfen lasse. Ich konnte 
zeigen*), da3 es eine solche Folge mit B(x) ( c (log x)~ gibt. Ich kann nicht 
entscheiden, ob sich dicses Rcsultat noch verscharfen Gil%. Insbesondere 
konnte eine aolche Folge mit B(z) < c log z existieren. Aus dem Primzahlsatz 
folgt, da13 

lim inf B (z)/log x > 1 

sein mu13, ich kann aber nicht einmal 

(2) 

beweisen. 
lim sup B (%)/log 5 > 1 

Als ich im April i956 iiber diese Fragen in Jerusalem einen Vortrag hielt, 
fragte mich Herr HANANI, ob folgender allgemeinere Satz gelte (aus dem 
Iim sup B (z)/log 2” > 1 sofort folgen wiirde) : Es seien 0 5 a, < a2 < . . ., 

s, Journal London Math. Sot,, 31, 67-73 (1956). 
B, 6) enthir;lt noch andere hierher gehiirige Result&e. 
‘) Proc. Amer. Math. Sot., 6, 838-841 (1954). 
8) Ibid, 847--853. 
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b, < * . . zwei unendliche Folgen ganzer Zahlen, so da2 sich jede 
groqe Zahl in der Form ai + bi darstellen Mt. Dann gilt 

118 

O<b,< 
geZigend 

lim sup A (2) B (x)/z > 1. (3) 

Leider aber konnten wir (3) weder beweisen noch widerlegen. 

Ich mijchte jetzt noch einige triviale Bemerkungen zu (3) machen. Offenbar 
gilt in (3) 2 statt > (da die Anzahl der Lijsungen von ai + bi < x mindestens 
LX + O(1) ist). (3) ist offenbar falsch, wenn nicht beide Folgen unendlich sind 
(z. B. die a seien die geraden Zahlen und die b 0 und 1). 

Etwas weniger trivial ist, da13 in (3) lim inf A(z) B(z)/z = 1 sein kann, selbst 
wenn beide Folgen unendlich sind. Urn dies zu sehen, sei nl, 1 nk+r, n~+r/nk+co, 
eine sonst beliebige Folge ganzer Zahlen. Die Folge ai bestehe aus den Zahlen 

nk 2 b < 2nk, l<k<m, 

und die Folge bi aus den Zahlen 

nk 2 tk 2 2nk+lr tk s 0 mod np, l<k<ao. 

Offenbar ist jedes 2nk 5 n 5 2nk+l von der Form & + tk, also jede Zahl 
2 2% von der Form ai + bi. Und offenbar folgt aus der Tatsache, da13 

A(nk) = (1 + o(l)) nk-1, B(nk) = (1 $ o(l)) nk/nk-1. 
Also 

ii B(nk)/nk+ 1 q.e.d. 

0 tieHoTopbrx smalarax ~J.I~NTNBHO~~ Teopuu wicen 

II. BPAfjID, BmpMmnraM - XaiQa 

PesmMe 

1) OTBe'IasI Ha OAIlH BOIIpOC CtJJOHa, R CTpOHJI IIOCJIe~OBaTeJIbHOCTb qeJIMX 
mcex, 0 d a, < a, < . . . TaKyD, ¶TO AJIH BCCX n BbIIIOJIHJIeTCB EepaBeHCTBO 

c,logn <f(n) < c,logn, 

rAe sepesf(n) o603Haneao wxo pemeHmi ypaBEeHHa n = aj+ ai. MP c TY- 
PAHoM B~IABHHJJIH rnnoTe3y, ~TO lim sup f (n) = co, IGO% c~opo f(n) > 0 WM 
n > no. A-+rn 
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2) MIJ c MO~EPOM IIOCTBBHJIH CJIe;qyIO~yIO 3aAany: CyIlJeCTByIOT JIH TLKHe 
n + 2 awea 1 < aI < a2 < . . . < an+2 < 2n, wok me 2n+2 cymm saga 

2 &kak, 
k=l 

E(k) = 0 mmi 1, 

~JJJIH pasnmnH.a? STOT ~onpoc IdaJfeeTca oqeHb TP~AHHM. 

3) CnenyIorqtlt BOII~OC 65~1 nocTarmeH XAHAHH (Ranani). IIycTb a, < a,<. . . 
H b, < b, <. . . - ABe 6ecKoHenHare IIOCJIe~OBaTeJIbHOCTH IJeJIbIX ¶HCeJI. DyCTb 
A(X) eCTb 'IHCJIO U< 5 2 II B(Z)- WCJIO bi 2 x. IlpegnonaraeTca, ¶TO nIo6oe 
n> '$, IIpeACTaBHMO B BHAe ai+ b,. BepHo JIH TOl?fia, PTO 

limsupA(z)B(x)/x > 12 
cz’ca 

A0 cxxnop a~e CMOF pemmb ~T~TBOII~OC. 


