Megjegyzések egy versenyfeladathoz

Erpos PiL és SurAnvi Jinos

3 1. Ismeretes, hogy az 1, 2, ..., k szdmok szorzatdval barmely
- egymasutdni k£ szdm szorzata oszthat6. GALLAI Tibortol' szdrmazik
. az a kérdés, hogy ha tetszésszerint adunk meg kiilonboz6 egésze-
ket és annyi egymdsutdni egész szdmot, mint az adott szdmok
" legnagyobbika, akkor hany szdmot kell ezek koziil kivalasztani,
- hogy a kivalasztott szdmok szorzata mar minden esetben oszthatd
- legyen az adott szamok szorzatdval. Specidlisan 2 és 3 szamra a
- kovetkezé kérdés adodik — és ez versenyfeladatként, szerepelt® —

Dontsiik el a kovetkezo dllitdsok helyességét :

- a) Ha a>b pozitiv egész szdmok, akkor bdrmely b szdmiu
 egymdsutdn kovetkezd egész szdm kizott van ket olyan, amelyek
- Szorzata oszthatd ab-vel.

E b) Ha a<b<c pozitiv egész szdmok, akkor bdrmely ¢ szdmii
- egymdsutdn kovetkezd egész szdm kozott van hdrom olyan, amelyek
- szorzata oszthatd abc-vel.

A valasz® az a) kérdésre igenld, a b) kérdésre viszont pl.
711, b=1T-13, c=11:13 és a

(6:7-11:13—71 =) 5935 = x =6077 —=(6-7-11- 13+71)

~ szamkoz ellenpéldat szolgdltat. Ennek kapcsdn tovdbbi kérdések
- meriilnek fel: lehet-e &ttekintést nyerni az Osszes ellenpélddkon ?
Hany szam kivdlasztasat kell megengedni ahhoz, hogy szorzatuk oszt-
haté legyen abc-vel? Vagy a 3 szadm kivalasztidsanal maradva meg
milyen (1-nél nagyobb) e-ra lesz igaz, hogy barmely ec hosszii-
sagl szamkoz egészeib6l kivalaszthatd 3 egész szam tgy, hogy

1 Szobeli kozlés 1948-bol.

. « 2[1] Lasd a 6. feladatot a 329. oldalon. A []-be tett szamok a dolgo-
zat végén felsorolt cikkekre utalnak.

I & [1] 338. old.
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szorzatuk oszthato legyen abc-vel? Az elsé kérdésre nyerhetd va-
lasz meg fogja adni a kulcsot a tovdbbiak megvdlaszolasdhoz is,
ezért ezzel fogunk részletesebben foglalkozni. Végiil megemlitiink
néhany eredményt a’ felvetett 4ltalainos problémara vonatkozoan is.

2. Legyen adva harom kiilonboz6 szdm* a, b, ¢ és annyi
egymdasutdni szam, mint a hdrom szdm legnagyobbika. A kovet-
kez6 meggondolasok mind azon az egyszerii tényen alapulnak, hogy
ha a harom szdm valamelyike egy r egész szdm s-szeresénél nem
kisebb, akkor az egymasutani szdmok kozt r-nek legaldbb s tobbszo-
rose szerepel — hiszen legaldbb rs egymdsutdni egész szamunk van.

Minden esetre van az egymdsutdni szamok kozt a-nak, b-nek
és c-nek egy-egy tobbszorose. Ha ezek a tobbszorosok kiilonbozd
szamok, akkor szorzatuk oszthatd abc-vel. Ha ugyanaz a k szam
oszthato mondjuk a-val és b-vel és van egy ett6l kiilonb6z6 [ szam,
amelyik c-vel is oszthato, akkor k oszthatdo a és b legkisebb kozos
tobbszorosével, [a, b]-vel. Ha mondjuk a<b, akkor az (a, b) leg-
nagyobb kozos oszté valdodi osztdja b-nek, s igy nem nagyobb
annak a felénél. Van tehat az egymasutdni szdmok kozt k-n Kkiviil
is egy (a, b)-vel oszthatd szdm. Ha ez egy [-t6l is kiilonb6z6 m szam,
akkor klm oszthato az [a, b]c(a, b)=abc szammal.

Ha (a, b)-vel oszthatd szamként [-et talaljuk, akkor ez oszt-
hat6 [(a, b), c]-vel, viszont van k-n és l-en Kkiviil legaldbb még egy
szam, amelyik oszthaté ((a, b), ¢)=(a, b, ¢)-vel, a harom szam leg-
nagyobb koz0s osztojaval, mert ennek a hérom szam legnagyobbika.
legaldbb haromszorosa. Az igy kivélasztott hdrom szdm szorzata
tehat oszthaté az

la, 0] [(a, b), ] ((a, b),bc) =|a, b] (a, b)c =abc
szammal..

3. Az eddigiek szerint ellenpélda csak olyan esetben allhat
el6, ha az egymdsutdni szamok kozt van olyan k& szadm, amelyik
a-val is, b-vel is, c-vel is oszthatd, és a hadrom szdm egyikének sincs
az egymdsutani szdmok kozt ettdl kiilonboz6 tobbszorose. Ez csak
akkor kovetkezhet be, ha a hdrom szdm legnagyobbika is kisebb
a legkisebb kétszeresénél.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy ez fennall. Legyen (a,0,c)=d
a=a,d, b= b,d,c=cid. Ekkor (a;, b;,c:)=1, és igy az (a, b)=
=u,(a,c)=", (b,c)=w szamok paronkint relativ primek. Tovabba
vannak olyan a’, ¥, ¢’ egészek, amelyekkel fenndll a =a’'uvd, b=
=buwd,c=cvwd és a, b, ¢ szintén paronkint relativ primek.

4 Nagysagi megkotést szimmetria kedvéért nem tettiink a harom szamra
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Megmutatjuk, hogy ellenpélda létezéséhez az is sziikséges,
hogy @' =0"=c'=1, legyen, tovabba u, v, w kiilonboz6 primek
legyenek, amelyek legnagyobbika is kisebb a legkisebb kétszere-
- sénél, k£ pedig ne legyen oszthatd egyikiik négyzetével sem.

3 Ha pl. a’>1, akkor van k-n kiviil még egy uvd-vel oszthatéd
* [ szam; tovabbd b és c koziil valamelyik wd-nek legalabb kétsze-
rese €s igy van egy wd-vel oszthat6 szam is k-n kiviil. Ha ez [-t6l
is kiilonboz6, akkor szorzata k-val és [-lel oszthatd abc-vel; ha
| oszthatdo wd-vel is, akkor oszthaté uvwd-vel is és van d-nek a
kivalasztott két szdmon kiviil is legaldbb egy tobbszorose az egy-
masutan szamok kozt, a harom kivalasztott szim szorzata ez eset-
ben is oszthatd abc-vel.

Legyen most u = u,u, Osszetett szdm. Ha a két 1-nél nagyobb
tényez6 valamelyike legalabb 3, akkor biztosan talalhatd két egy-

mastol és k-tol kiilonboz6 szam, amelyek egyike u,vd (: %)-vel,
2

a masika u,wd |= ui)-gyel oszthato és ezeknek és k—nakva szorzata

1
oszthatd abc-vel. Ha viszont u, —=u, =2 és ugyanaz a k-tol kiilon-
boz6 [ szam oszthaté w,vd-vel és u,wd-vel, akkor ez a szam
2vwd-vel is oszthatd. Mivel pedig a=4vd és b=—4wd koziil
‘az egyik nem kisebb mint 8d, igy el6fordul egy harmadik szam
az egymasutdni szdmok kozt, amelyik 2d-vel oszthatd. Ezzel ismét
talaltunk 3 szdmot, amelyek szorzata oszthatdé abc-vel.

Tegyiik most fel, hogy k oszthaté pl. u’-tel. Mivel a és k
koziil valamelyik legaldbb kétszerese vd-nek, b és c¢ koziil pedig
valamelyik legalabb kétszerese wd-nek, igy az elébbiekhez hason-
l6an ismét talalhaté hdrom szdm, amelyek szorzata oszthaté abc-vel.

4. Legyen mostmdr @' =b"=c' =1 és u,v,w prim, tovabba
a,b és c egyikének se forduljon el§ tobbszorose az egymasutani
szamok kozt k-n kiviil. Ekkor nem vélaszthaté ki k-hoz még két
szam ugy, hogy szorzatuk oszthatd legyen abc-vel. El6fordulhat
azonban, hogy u*d-nek, »*d-nek és w’d-nek taldlunk egy-egy tobb-
sz0rosét €s ezek szorzata ismét oszthatd abc-vel. Az emlitett harom
szam koziil kett6hoz taldlhatd nagyobb a,b,c kozott, s igy ezek-
nek mindig szerepel tobbszorose az egymadsutdni szdmok kozt, a
legnagyobbnak azonban — legyen ez pl. w’d — nem biztos, hogy
lép fel tobbszorose, st belathatd, hogy van uvwd-nek olyan tobb-
szorose, amely w’d-nek az Ot kozrefogé mindkét tobbszorosétol
messzebb van, mint q, b, ¢ legkisebbike. Az ilyen tulajdonsagu
tobbszorosok kozt taldlhatd olyan & szam is, amelyik u, v, w egyi-
kének sem oszthat6 a négyzetével. Ekoriil pedig kijelolhetd egy
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olyan szamkoz, amelyiknek hossza a, b, ¢ legnagyobbikéval egyenld,
és amelyik — k-t leszdmitva — nem tartalmazza abc és w’d
egyikének sem tobbszorosét.

5. Nem tériink ki d elemzésére, bar arra is nyerhet6k vol-
nanak bizonyos megszoritdsok. Az (a,b,c)=1 esetben az ellen-
példak kovetkezd teljes attekintését nyertiik :

I. TETEL. Ha az’ a<b<c egész szdmok relativ primek, akkor
abban és csak abban az esetben van c¢ egymdsuldni egész szdm,
amelyek koziil nem vdlaszthato ki 3 igy, hogy szorzatuk oszthato
legyen abc-vel, ha a=uv, b=uw, c=vw alaku, u,v,w primek
s u<v<w<2u.

Az egymdsutdni szdmok kozt kell lennie egynek, amelyiknek
legnagyobb kizos osztdja abc-vel uvw, de sem a-nak mds fobb-
Szordse, sem w’-nek tobbszordse nem fordulhat eld a szdmok kozott.

Ebb6l az eredménybdl kovetkezik, hogy a cikk elején emlitett
ellenpélda a lehetd legkisebb a,b,c értékeket adja meg, mert 7
a legkisebb primszam, amely utdn van két, a kétszeresénél kisebb -
primszam. Viszont a 143(=11-13), 187(—11-17), 221 (=13-17)
szamokhoz az emlitett ellenpéldaéndl kisebb szamokbol &llo

(11-13-17—18=) 2313 = x = 2533 (—11-13-17 4 102)

szamsorozat is ellenpéldat szolgaltat, mert 17° = 289-nek, a 11-13-17
= 2431-et kozrefogo tobbszorosei: 2312(=8-283) és 2601(=9-289)
nem esnek ebbe a szamkozbe.

6. Ejtsiik most el ismét el az (@, b, c)=1 feltevést. A 4. pont
elején tett feltételek mellett ekkor is van ud, vd és wd-nek egy-egy
k-tol kiilonbozd tobbszorose az egymasutani szamok kozt (és ezek
biztosan kiilonboznek egymadstol). Igy

II. TETEL. Ha a<b<c egész szdmok és ftetszés szerint adunk
meg ¢ szdmi egymdsuldni egész szdmot, ezek kozt mindig van
legfeljebb 4 olyan, amelyik szorzata oszthato abc-vel.

7. Keressiink végiil olyan e pozitiv szdmot, amelyre igaz az, .
hogy (a<b<c-t ismét feltéve) barmely «c hosszisagl szamkoz
egészei kozt van harom, amelyek szorzata oszthaté abc-vel. Nyil-
van csak azokat az eseteket kell vizsgdlni, amelyekben a ¢ hosszi-
sagli szamkozre ez még nem teljesiil. Tegyiik fel tehat ismét a
4. pont elején szerepld kovetelményeket, és azt is, hogy (a, b, ¢) =1.

5 Mivel a b, ¢ szerepe szimmetrikus, nyilvén nem jelenti az altalanos-
sdg megszoritasat, hogy itt ismét eldirtuk nagysagi sorrendjiiket.
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Ebben az esetben «c-nek legaldbb akkordnak kell lennie,
mint 2a=2uv és w* koziil a kisebb, tehdt e«-ra kell, hogy

2
) R ( 2uy ,l) = (2_ K)
; G- C w

v

teljestiljon. Igy @ nagyobb a két szam mértani kozepénél (tekintve,
hogy a két szdm nem lehet egyenld):

2uv u

Mivel u/v<1, de 1-hez tetszés szerinti kozeli értékeket fel-
vehet, tovabbd, ha u és v kozel egyenldk, w pedig }/2u-hoz kozeli
érték, akkor 2u/w és w/v egyidejiileg tetszés szerint kozel lehet
V2-hoz, — ezek a feltételek pedig kielégithetdk, mert a szom-
szédos primek hdnyadosa 1-hez tart, — igy a tekintett esetben «
minimélis értéke |/2. Ez az érték abban az esetben is megfelel, ha
(a, b,c)=d>1, (de a 4. pont tobbi kikotései teljesiilnek) mert ekkor

ac> min (cgwg, c%): min (2uvd, wd),

€s ebben az esetben valéban kivalaszthatd egy ec hosszlisagu szam-
koz egészeibdl 3 1igy, hogy szorzatuk oszthatd legyen abc-vel.

L TETEL. Ha a<b<c. akkor bdrmely 2c¢ hosszisdgi szdm-

koz egészeibdl kivdlaszthato 3, amelyek szorzata oszthato abc-vel.

Ha i<)/2, akkor megadhaté olyan a<b<c szdmhdrmas és
olyan Ac hosszusdgu szdmkoz, amelyiknek az egészeire az dllitds
mdr nem teljesiil.

8. A nyert ellenpélddk segitségével konnyen beldthat6é az is,
hogy

IV. TETEL. Ha k legaldbb 3, akkor mindig megadhaté k
kiilonbozd egész szdm és annyi egymdsutdni egész, mint az adott
szdmok legnagyobbika, hogy az egymdsutdni egészek koziil seme-
lyik k szorzata ne legyen oszthato az adott egészek szorzatdval.

Az 1. pont ellenpélddja pl. konnyen mddosithaté tigy, hogy
minden 3=k=12-re ellenpéldat szolgédltasson. Vegyiink ki a

0 13,2:13,...,11-13 szamok koziil k— 1-et, de tigy, hogy 7-13 és

11-13 koztiik legyen és a 7-11 szdmot. Ezek szorzata oszthato
7°-11%-13* '-nel.

——



Az 1. pontban adott szdmkozben nincs  13-nak 1-nél maga-
sabb hatvanyaval oszthato szdm, igy k—1 szamot kell kivalasztani,
hogy szorzatuk oszthato legyen 13" !-nel. Ezek kozt szerepelhet a
7-11-gyel oszthato 6006, de sem T-nek, sem 11-nek mas tobb-
szorose nem szerepelhet. Mivel 7-11-nek sem szerepel més tobb-
szorose az adott szamkozben, mint 6006, igy még legalabb 2 sza-
mot kell kivalasztani, hogy a szorzat T>-nel is, 11*-nel is oszthatd
legyen.

Hasonloan lathaté be a tétel 12-nél nagyobb k-ra is, ha elég
nagy u,v,w primszamokat vesziink, amelyekre u<v<w<2u ¢€s
egy olyan szamkozt, mely eleget tesz az l. tételbeli feltételnek.

9. Az igy nyert ellenpélddkban & szam megadasa esetén k1
szam kivalasztisa mindig elegend®, altaldban azonban ennél sok-
kal rosszabb is lehet a helyzet. Vegyiink / primszamot: p; <p,<---<px
gy, hogy 2p: nagyobb legyen, mint pi. FEz tetszésszerinti I-re
lehetséges, mivel a szomszédos primek hanyadosa 1-hez tart.
- Képezziik az osszes pip; (i, j=1,...,1) szdmokat. Ezek szama

L)
==,

Talalhatunk olyan p; egymasutani szamot, amelyek kozott el6for-
dul p,p,...p. egy tobbszorose, amely ezen primek egyikének a
négyzetével sem oszthatd, ezen kiviil nem fordul el6 a pip;
(,j=1,...1; i5=j) tobbszorose. Végil pi,ps, ..., pi-nek csak
egy-egy toobbszorose fordul eld, de ezek sem oszthatok a meg-
felel6 p,-nek 2-nél magasabb kitevds hatvanydval. Ilyen szdmkoz

a 2p;>p; feltétel kovetkeztében alkalmas kongruencidk megolda-
saval megadhato. -

Az adott szdmok szorzata

+1 _14+1 1+1

P pPo i siPiis

Kivalasztva a tobb, p-vel, vagy valamelyik p;-nek magasabb hat-
vanyaval oszthatd szdmokat, ezek szdma [4-1 és szorzatuk az adott
primek mindegyikének a kobével oszthatd. Minden tovabbi prim-
tényezbhoz tehat mar egy-egy kiilon szam kivalasztisa sziikséges,
osszesen [([—2)-¢, az eldbbi [+ 1 szdmmal egyiitt [({—1) + 1 szamot
kell tehat a kérdéses szamkozbdl kivédlasztani, hogy szorzatuk oszt-
hato legyen az adott /({4 1)/2 szdm szorzataval. Itt tehat a kiva-
lasztand6 szamok szama kozel kétszerese az adottakénak. Azt nem
tudjuk, hogy lehet-e ez az ardny lényegesen kedvezétlenebb is.
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10. Egy tovabbi rokon probléma a kovetkezd: f(n) jelentse
azt a legkisebb szdmot, amely mellett igaz, hogy barhogy adunk
is meg n kiillonbozd természetes szamot

3) A< A< <y,

tetszésszerinti f(n)a, egymdasutani egész szam koziil kivdlaszthato
n szam agy, hogy koztiikk minden a;-nek szerepeljen tobbszorose
és kiilonbozé a;-khez kivalasztott tobbszorosok kiilonbozék legye-
nek. Meghatarozand6 f(n). Az eldz6 bekezdés eredményébdl kovet-
kezik, hogy f(n)=2 masrészt vilagos. hogy f(n)=n, azonban
ennél jobb becslések is nyerhetdk.

Ismeretes, [2], hogy ha n egy adott természetes szdm, akkor
azoknak a szdmoknak a szdma egy elég nagy x korldt alatt, ame-
lyeknek nincs n és 2n kozé esd osztdja, kisebb, mint

@ '

X

(log n)*
ahol ¢ allandé. Ebbél kovetkezik, hogy f(n) minden hatiron tul
né, ha n nd. Vélasszuk ugyanis a;-k gyanant az n és 2n kozti
szamokat, mdsrészt az (1, x) szdmkozt osszuk f(n)2n hosszisagi

b

szakaszokra. Ezek szdma [ﬁ(n)] és mindegyikben van n szam,
amelyek kozill mindegyik egy-egy (egymastdl kiilonboz8) n-+i
alaku szdm tobbszordse. Igy x-ig az n €s 2n kozti szdmoknak
legaldabb

i "

2nf(n) .

szdml tobbszorése van és ez nem lehet nagyobb (4)-nél. Ebbdl
adddik, hogy alkalmas ¢ dllandéval

f(n)=c (log n)=.

11. Lényegesen javithato a fels6 becslés is. Legyenek a (3)
alatti szdmok tetszés szerint adva. Barmely 2a, hossziisagu inter-
vallumban van mindegyik a;-nek tobbszorose. Ha valamilyen
k<n-re legfeljebb % kiilonbozé szam valaszthatd ki ezzel a tulaj-
donsaggal és k' a legkisebb egész, amelyik nem kisebb, mint &/n,
akkor a kivalasztott szdmok kozt van legaldbb egy, — jeldljiik
m-mel — amelyik legaldbb &" kiilonbozé a;-vel, mondjuk a;-gyel,
a;,~vel, s it ay,-vel oszthatd. Ekkor vagy m+-ai, m-4-a,...,
m+-a;,, vagy pedig m—a;, m—a, ..., m—a;, mind az adott
2a, hosszlisdgli szdmkozbe esnek és rendre oszthatok az egymas-



46

tol kiilonb6z6 a;, a,, .. ., a; ~vel. Az adott szamnak tehat kivalaszt-

haté egy-egy tobbszordse ugy is, hogy azok kozt legalabb ¥
kiilonboz6 legyen s igy k és k' valasztdsa szerint

n
k 2

Az igy kivélasztott legaldbb [/n tobbszoroshoz vélasszunk ki
egy-egy a;-t.

Ugyanigy lathato, hogy a marad6 ny=n—k= n—J/n darab
a;-hez a csatlakozd 2a, hossziisdgu szamkozbdl ismét kivalasztha-
tunk legaldbb |/n, szdmot dgy, hogy a marad6 a;-k mindegyiké-
nek legyen koztiik tobbszorose. Mindegyik kivélasztott szamhoz
hozzarendeliink egy osztéjat az a:-k koziil és ezt addig folytatjuk,
mig minden a;-re sor keriil. Ha ez [ 1épés utan kovetkezik be, akkor

fn)y=2L
12. Becsiilniink kell tehat /-et n segitségével. Tudjuk, hogy az

k=k =

k=n.

no=~n, My = n—\n., (=0,1,...,1—1)

sorozatra
= ]/ —_—
2 V.nh é n;
A=0

mert a bal oldal nem kisebb mint az egyes Iépésekben kivalasz-
tott a;-k szamanak az Osszege.
Legyen x=}n és jeloljiik l-szel azoknak a A-knak a szdmat,

' amelyekre
2

X < Vm=x azaz X <m=x%.
2 o 4 s
Egy ilyen m-t minden lépésben |/m-val, tehat legalabb x/2-
vel csokkentiink és ezt az x*/4 és x* kozé esd legnagyobbdl kiin-
dalva [,—1-szer ismételve ebben az intervallumban maradunk,
tehat
X -3 3

—_— it 2 —_—
Flm 1)_2<4x, lx<2x+1.
Legyen § az a természetes szdm, amelyre
2s<' V’h‘éz&)—l.

Ekkor [-et azon 4-k szdmdanak Osszegeként hatdrozva meg, melyek-
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ez tartozd m-k négyzetgyoke sorra a (l/ﬁ’ VTE)’ (V?”, 1_/4’1),

Vn V_’T), (V" 1) intervallumba esnek,

S-1 2 28 28

- _ 3fn 1—1/28n
= ZIVW<Z(2 ot )— Yt warh o SR

log n
2 log

“<3fn+8S<3)n+ <C]/n

ahol C egy alkalmas, 3-ndl nagyobb allando.
Ezzel egyszersmind f(n)-re azt nyertiik, hogy egy alkalmas

C’ allanddval .
' f(my=C’)n.

; Megjegyezziik, hogy mind a két korlat még nagyon durva-

1ak latszik. Az also6 korlat megallapitdsdnal minden a@,-nek minden
bszOrosét szamba vettlik a tekintetbe vett intervallumokban és
em mindegyiknek csak egy-egy tobbszorosét. A felsé becslésnél
iiszont az egy-egy 2a, hosszusagu intervallumba esd kiilonbozé
0bbszorosok szdmdnak becslése latszik durvanak.
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3AMEYAHUS K OIHOW MPOBJIEME
P. ErpOs n ]J. SurAnyI

[ycts 0 < gy < - -+ < a, faHHBle LeIble 4ncaa. ABTOPHI H3YYaloT Clefy-
~ tomyio mpoGuemy : CKONIbKO YMCEN HY)KHO BbIGPAaTh W3 IOCIEKOBATEIbHBIX

| Le/BIX YHcen, lmcno KOTOPBIX @, 9YTOObI NpPOM3BEAEHHE BHIGPAHHBIX UACEN
. JenuaoCh Ha ay - - [eTaIbHO paccMaTpUBaeTCs Cy4dait n==3. (JTOT Ciy4ai
~ ObLI l'IpeILJ'IO}KEH Ha MaTemaanecnon KoHKypce umenn Schweizer-a 1954-oro
- ropa.) JloxaswiBaeTcs TaxKe, 4to, ecim £ >0 u n AOCTATOYHO BEJIMKO, TO MOKET
- 10TpeGOBATHCS Gosblie uem (2—e)n 4nces, HO OCTAa&TCsl OTKPBITHIM BOIPOC :
. 9T0 M CaMblil HEGJAarONpPHSATHBIA Clay4dai.
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Ilycte panee f(n) o6osHauaer HauMEHblUEE YMCIO, ANl KOTOPOrO MMEET
MecTO crepyiouiee : u3 f (1) a, NoCnef0BaTENbHBIX LEIBIX YHCET MOYKHO BBIGPATH
N0 KPaTHOMY 4ucen dy, ..., d, TaK, 4TOOBl K PA3NMYHBIM @; OTHOCHIUCH pas-

JINYHBIE KPATHBIE, ﬂOK&SbIBaeTCH YTO C HEKOTOPBLIMH NOCTOSIHHBIMUM C, C o
' “eclogn)® < f(m)<cVn

ITosupumomy, o6e oueHxkn MmoryT ObiTh yny4meHnHbl. C ompepenesuem
BEpXHE#l rpaHu CBSI3aH CIEAYIOLuil BONPOC: K CKOJBKMM @, MOXKHO BHIOpAaTh

NONapHO PasnuyHble KPaTHble U3 DPOMEKYTKA JIMHBI 2a,. JIerko BuAeTh, 4TO

TAKUX a, HE MEHbIe Vll, HO M 3Ta OLEHKA, NOBUAUMOMY, MOXKET OBbITh yay4q-
1IeHHA.

BEMERKUNGEN ZU EINER AUFGABE EINES MATHEMATISCHEN
WETTBEWERBS

von P, Erp6s und ]. SurAnvi

Es seien 0< a;<Z - - - << a,; gegebene ganze Zahlen. Aus beliebig gegebenen
a, aufeinander folgenden ganzen Zahlen sollen gewisse so ausgewahlt werden,
dass ihr Produkt durch ay-...-a, teilbar sei. Der Fall n = 3 (Gegenstand der
Aufgabe 6 des M. Schweitzer mathematischen Wettbewerbes, 1954) wird ndher
behandelt, es wird ferner gezeigt, dass fiir grosse Werte von n, bei beliebigen
>0 die Auswahl von mehr als (2—e)n Elementen notig sein kann. Die Frage
bleibt offen, ob nicht noch ungiinstigere Félle vorkommen konnen.

Es sei ferner f(n) die kleinste Zahl, fiir die bei beliebig gegebenen
a;-Zahlen aus beliebigen f(n)a, aufeinainder folgenden ganzen Zahlen zu jedem
a; so ein Vielfaches zugeordnet werden kann, dass zu verschiedenen a; ver-
schiedene Vielfache gehoren. Es wird mit passenden Konstanten ¢, &

c(log n)*< f(n)<c'Vn gezeigt, keiner der Schranken scheint aber genau zu sein.
In Zusammenhang mit der oberen Schranke wird gezeigt, dass aus

2a, aufeinander folgenden ganzen Zahlen wenigstens }n verschiedene Viel-

fachen von verschiedenen a; ausgewihlt werden konnen, Jn scheint aber
wieder nicht die genaue untere Grenze zu sein.
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