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Konvex, zirt sikgorbék megkézelitésérsl

Ernts PAL és Vineze IstvAn

Bevezetés

Az alabbiakban a konvex gorbék elméletének egyszerii fogalmai
koré csoportosuld néhdny — részben ismert — eredményt fogla-
lunk 0ssze. Ezek a fogalmak és eredmények a gorbét lefedo, s azt
kiilonboz6 értelemben legjobban kozelité korrel, korgyiiriivel, ellip-
szissel, illetve tobb fokuszu ellipszisekkel kapcsolatosak.* Az ismert
eredményekre nézve irodalmi hivatkozdst adunk; igen egyszerf
bizonyitas adodik a minimal-korgylirli unicitasara, amely Lebesgue
egy megjegyzesére tamaszkodik. Ennek a bizonyitdsnak gondolat-
menetét atvisszitk a gorbét lefedd, s attol minimalis tavolsagra es6
ellipszis unicitidsanak bizonyitdsdra. VAzsoNyl ENDRE vetette fel azt
a kérdést, hogy valamely konvex, zart sikgbrbe tetszblegesen
approximdlhat6-e tobbfékuszu ellipszisekkel, ha a fokuszok szdma
elég nagy. E kérdést meglepd modon tagado értelemben valaszol-
juk meg, amennyiben bebizonyitjuk, hogy egy egyenldoldali harom-
sz0g nem kozelithetd meg tetszélegesen tobbfokoszi ellipszisekkel.
Példat adunk viszont olyan zart sikgorbére, amely tartalmaz egy
egyenesszakaszt, és amely tetszélegesen kozelitheté pl. 3 fokusza
ellipszisekkel. Nyitott kérdés azonban, hogy létezik-e korldtos, zdrt
konvex gorbe, amely két egyenesszakaszt tartalmaz, és amely tetsz6-
legesen megkozelithetd tobbtokuszi ellipszisekkel.

Az ismertetett eredményekkel kapcsolatban néhany mas nyitott
problémara is felhiviuk a figyelmet.

Végiil koszonettel emlitjilk meg, hogy a minimal-korgyiirfi és
fed0-ellipszisek kérdéskorére FEJER LIPOT professzor tir hivta fel a
figyelmet.

* n-fékuszu ellipszis alatt a sik ama pontjait értjiik, amelyeknek adott
n szamu ponttdl vett tavolsagaik Osszege allando.
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1. A legkisebb sugaru feddkor

Jeloljiink G-vel valamely konvex, zart sikgorbét és T-vel az
altala hatarolt zart tartomdnyt. G konvexitdsan szokdsos modon azt
€értjiik, hogy a T ponthalmaz barmely két pontjaval egyiitt e két
pont Osszekotd szakaszdnak minden pontjat tartalmazza. A T tarto-
many két valtozé pontjanak maximdlis tdvolsdga a gorbe atmérbje,
amelyet a tovabbiakban D-vel jeloliink. Ismeretes, hogy valamely
konvex gorbe barmely pontjahoz hiuizhaté legalabb egy tamasz-
egyenes, vagyis olyan egyenes, amelynek a gorbe teljesen egyik
oldalara esik; egy haromszog csticsdhoz pl. tobb tdmaszegyenes
is tartozik. Valamely adott irdnyra merblegesen pontosan két
tamaszegyenes hiizhato, amelyek a gorbét kozrefogjdk, A par-
huzamos tdmaszegyenesek maximalis tavolsiga éppen D; minimalis
tavolsaguk, amelyet d-vel jeloliink, a gorbe szélessége.

Beszéliink egy tetszOleges korldtos ponthalmaz atmér6jérdl is,
amely e ponthalmaz két vaitozo pontja tavolsdganak fels6 hatara.
Ez az 4tmér6 megegyezik az illetd ponthalmaz konvex burkanak
atmér6jével. Valamely ponthalmaz konvex burka az a legkisebb
konvex tartomdny, amely e halmaz minden pontjat tartalmazza.
A konvex burok megegyezik mindama félsik kozos részével, amely
félsikok a gorbét tartalmazzak.

Tekintsiik most a sik mindazon koreit, amelyek G-t lefedik:
tehat G pontjait belsejiikben vagy keriiletiikon tartalmazzdk. H. Jung
nevét viseli az az egyszerii €s szép tétel, mely szerint a G-t lefedd
korok koziil csak egy bir minimdlis sugdrral. A tételt JUNG véges
pontsokasidgra mondotta ki, mig ebben az &ltaldnossiagban eldszor
SzOKEFALVI-NAGY GyuLA [8] bizonyitotta be.

Ilyen kor létezése egyszertien adodik abbodl, hogy e sugarak
hossza zért, alulrdl korlatos szamhalmazt alkot (egyikiik sem lehet
kisebb D/2-nél). — Ha viszont feltenn6k, hogy két minimalis
sugari fed6kor volna, akkor az ezek altal alkotott korkétszog is
teljesen lefedné G-t; marpedig e korkétszog nyilvan lefedhetd a
két minimalis kornél kisebb korrel, ami lehetetlen.

E minimdlis fed6kor kozéppontja a keriiletre is eshet, amint
azt egy tompaszogii haromszog vagy félkor példai mutatjak.
A minimdlis fedokor a kovetkezd moédon jellemezhett : az egyetlen
olyan, a (G-t tartalmazd kor, amelyeknek a G gorbével vagy két
diametrdlisan szembenfekvd kozos pontja van, vagy pedig harom
olyan kozos pontja, amelyek nem fekszenek a kor egy félkornél
kisebb ivén sem.

Adott atméroji gorbe legkisebb feddkorének sugara minden-
esetre nem kisebb a D atmér6 felénél, azonban ehhez képest nem
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lehet akarmilyen nagy, ugyanis a kovetkezd pontos egyenldtlenség
all fenn: ,

lpep="n
2 V3

ahol R.-val a legkisebb fed6kor sugarat jeloltik. Ez a tétel is
H. JUNG és SzOKEFALVI-NAGY GYULAtOl szarmazik [8]. v

Végiil megjegyezziik, hogy a minimalis fed6korrdl itt mon-
dottak érvényesek a sik akdrmely korlatos zart halmazara, tehat
specidlisan nem konvex zdrt gorbére is.

2. A legnagyobb sugaru beirhaté kor

A gorbe belsejébe altalaban tobb kor irhato legnagyobb
sugarral. Ezt mutatja valamely téglalap esete is. Mindenesetre igaz
az, hogy ha valamely konvex zért gorbéhez tobb maximalis sugarti
beirhaté kor létezik, akkor ezek sugarai egy zart egyenesszakaszt
alkotnak.

A legnagyobb beirhatd kor a kovetkezOképpen jellemezheto :
a G konvex zart gorbébe irhatd olyan kor, amelynek a G gorbé-
vel vagy két diametrdlisan szembenfekvé kozos pontja van, vagy
pedig hdrom olyan kozos pontja, amelyek nem fekszenek a kor
egyetlen félkornél kisebb ivén sem.

A legnagyobb beirhato kor sugara mindenesetre nem nagyobb
mint a gorbe d szélességének fele, azonban ettdl fiiggben nem
lehet akarmilyen kicsi, a kovetkezd egyenl6tlenség szerint:

1 1

§d =n = 5
ahol r-vel a legnagyobb beirhaté kor sugarat jeloltik (lasd pl.
5. 46. old).

d

3. A gorbét tartalmazé legkeskenvebb kérgyfirii
(Minimal-korgyiirii) '

Tekintstik a T tartomany valamely P pontjat és rajzoljuk meg
a P koré irhato legkisebb sugart, a G gorbét tartalmazé kort,
valamint a legnagyobb sugari, G-be irhato kort. llymdédon a P
pont koré irhaté legkeskenyebb (koncentrikus) korgyiiriit nyerjiik,
amely G-t tartalmazza. BONNESEN [3] és KRITIKOS [6] bebizonyi-
tottak, hogy a T fartomdny P pontjai koziil egy és csakis egy
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létezik, amelyre mint kozéppontra nézve az ilymddon képezhetd leg-
keskenyebb kiorgylirii szélessége a leheto legkisebb. Nevezziik ezt a
G-hez tartozé minimél-korgyiiriinek. E tételnek tobb bizonyitdsa
ismeretes ; - LEBESGUE egy megjegyzése alapjan (1. LEBESGUE [7])
e tétel bizonyitdsit a minimalis fed6korre venatkoz6 — el6bb
ismertetett — JUNG-féle bizonyitds gondolatmenetére sikeril egy-
szeriisiteni (1.5. §).

A minimal-korgyiirii geometriai jellemzésére BONNESEN a
kovetkezd tételt adta:

A G gorbét tartalmazo korgyiritk koziil egy és csakis egy
léfezik olyan tulajdonsdggal, hogy G-nek legaldbb négy olyan
pontja van, amelyek koziil ketté a kiilsd, keltd a belsé korre esik,
és e két-két pont a G-n egymdst elvdlasztja.

A minimal-korgy(lrii kiilsé korének R sugara -nyilvin nem
lehet kisebb a minimdlis fed6kor R, sugaranédl, de fels6 hatart
szab ra a kovetkezd egyenl6tlenség, amelyben mindkét hatar el-
érhet6 (1.9):

R1¢<R<_Ru 1 154 Ru-
l/~ :

A minimal-korgyfirii belsé korének r sugarara a kovetkezd
pontos egyenldtlenség all, ahol az alsé hatdr el nem érhetd, de
tetszolegesen megkozelithetd (1.9):

8
2

E két egyenlotlenség 0Osszefoglaldsa a minimal-korgyiirii

szélességére a kovetkezd hatdrokat adja:

L <t =G

Ru_ri é R_r< E-—Ru_Lri-
/3 2
Az alsé hatar itt elérhetdé mindazon esetben, amikor a mini-
malis fedokor kozéppontja Osszeesik valamelyik legnagyobb be-
irhaté kor kozéppontjaval. A fels6 hatir azonban nem pontos,

mert R a iI?,,, legnagyobb értékét mds gorbénél veszi fel, mint

/3
aminél r az -;—r,» legkisebb értékét megkozeliti. Nyitott kérdés,
hogy hogyan adhaté meg a minimdl-korgyfirii szélességére elér-
het6 vagy tetsz6legesen megkozelithetd felsd hatar, ha az R, és
ri-n kiviil még mas jellemz6 mennyiségeket (pl. a legnagyobb be-
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irt kor és legkisebb fedokor kozéppontjainak tdvolsdgat) is figye-
lembe vesziink.

Végiil megjegyezziik, hogy a minimdal-korgyiirii itt hasznalt
€rtelmezésénél lényeges szerepet jatszik az, hogy ennek kdzéppontja
a gorbe belsejébe esik. Ennek az unicitds miatt van jelentOsége.
Tekintsiink ugyanis egy ellipszist, amelynek fél nagytengelye 5,
fél kistengelye 1. A mondott értelemben ennek minimal-korgyfiriije
4 szélességii. Ha azonban a kistengely meghosszabbitdsdn eléggé
messze haladunk, akkor taldlunk olyan pontot (s minden tavolabbi
pont is ilyen), amely koré irhatunk 2 szélességli — az ellipszist
tartalmazo. — korgyfirtit. Ilymédon mind a minimaltulajdonsag,
mind az unicitds a 7 tartomany pontjaira vonatkoztatva érvényes.

A minimél-korgyfir{i unicitdsanak bizonyitdsahoz néhany igen
egyszerﬂ fogalmat ismertetiink, amelyeket a gorbék elméletében
igen gyakran és eredményesen szoktak felhasznalni.

4. Két gorbe tavolsaga, paralelgérbe

Egy P pontnak valamely G zart gorbétél vald tavolsdgan a
P pontnak a gorbe pontjaitél vett minimdlis E(P, G) tavolsagat
értjiik. Vagyis
E(P, G)= mm PQ.
Qe

Tekintsiik most a G és G’ zért gorbeket és vegyuk a G gorbe
pontjainak G’-t61 vett tdvolsdgai koziil a legnagyobbat; legyen ez

0, vagyis
J6=max E(P, ).
Pea

Legyen hasonloképpen 0" a G’ pontjainak G-t6l vett tdvolsdgainak
legnagyobbika
: 0'=max E(FP’, G).
Pce

Ekkor a G és G' gorbék E(G, G)= E(G', G) tavolsagan
értjiik a 0 és J” tdvolsagok koziil a nagyobbikat.

Legyen most a G zart gorbe konvex és P a sik valamely
pontja. Ha Q a G-nek olyan pontja, amelyre

E(P, G)=PQ,

akkor a PQ szakasz merbleges G-re abban az értelemben, hogy
a PQ-ra a Q-ban huzott ,e“ merdleges tdmaszegyenese a gorbének.

Ennek bizonyitdsdra vegyiik elészor azt az esetet, amikor P
a G gorbe kiilsejébe esik. Ha e G-t atmetszené, akkor vegyiik G-
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nek egy olyan Q' pontjat, amely e-nek P-t tartalmazo félsikjaba
esik. Q" egyrészt nem eshet a P koriil PQ sugarral irt korbe. Ha
viszont -e koron kiviil esnék, akkor a QQ’ szakasz atmetszené -e
kort, s mivel e szakasz G konvexitdsa miatt G-hez tartozik, vagy
belsejébe esik, ennélfogva volna G-nek olyan pontja, amely PQ-
nal kisebb tdvolsagra esik P-hez. :

Abban az esetben, amikor P a G belsejében fekszik és e at-
metszené G-t, akkor legyen Q' olyan pontja G-nek, amely e-nek
P-t nem tartalmazo félsikjaba esik. Ekkor a Q' pontnak és a P
koriil PQ sugarral rajzolt kornek legkisebb konvex burka is G
belsejébe (ill. keriiletére) esnék. Ennek azonban Q bels6 pontja és
igy nem fekhetne rajta a G gorbén.

Bebizonyitjuk, hogy ha a G és G’ konvex zdrt gorbék koziil
G tarfalmazza G'-t, akkor 6 =¢'. Ebben az esetbén tehdt
E(G,G)=o0.

Ez az allitds egyszerlien abbdl kovetkezik, hogy ha P’ a
G’ gorbe tetszbleges pontja, akkor ehhez mindig taldlhato G-nek
olyan P pontja, melyre -

E(P,G)= E(P, G).

(Megforditva azonban nem &ll, amint azt két egyenléoldalti harom-
sz0g cstcspontjainak példajan lathatjuk, amely haromszogek oldalai
parhuzamosak €s sulypontjuk Osszeesik.) Hiizzunk ugyanis G’-hoz
annak P’ pontjdban timaszegyenest, és legyen P a G gorbe azon
pontja, amelyben e timaszegyenesre merbleges egyenes G-t metszi.
Ekkor nyilvin PP’ = E(P, G') = E(P’, G), amely egyenlGtlenség
annak kovetkezménye, hogy P nem feltétleniil P’-hoz legkdzelebb
esd pontja G-nek.

A fentiekb6l kovetkezik, hogy a PP’ szakasz, amelyre
PP = 0= E(Q, @), merdleges G'-re. Kimutatjuk, hogy merdleges
G-re is. .
Ha ugyanis P-ben a PP’-re hiizott m merGleges metszené a
G gorbét, akkor volna G-nek P, pontja az m 4ltal alkotott abban
a féisikban, amely P’-t nem tartalmazza. G-nek erre a P, pontjira
feltevésiinkkel ellentétben E(P,, G) > PP’ = E(G, G’) allna.

Parallelgirbe. Valamely G konvex, zart gorbéhez tartozd
kiils6 o-paralelgorbén a G-n kiviil fekvé azon Q pontok Osszes-
ségét értjiik, melyekre E(Q, G)=0. Konnyii belatni, hogy az igy
kapott Gs ponthalmaz egy konvex, zart gérbe, amelyre E(G, Gs)=0
all. Valamely G-t tartalmazé G’ gorbére, amely teljesen G; belse-

-jébe esik, E(G, G') < E(G, Gs) =0 érvényes.
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5. A minimal-kérgyiirii unicitasanak egy bizonyitasa

Eredeti probléméankhoz visszatérve vizsgaljuk meg, mit jelent
a G konvex zart gorbe valamely K fed6korének tdvolsiga G-tol.

Jelentse P és Q_ a K fedékijmek, ﬂ a G gorbének azon
pontjait, melyekre PQ=E(K, G). A PQ tavolsig merdleges a
korre é€s igy keresztiil megy annak O kozéppontjan. Ha tehat P-vel
K valtozo6 pontjat jeloljik, Q-val az OP sugar és G metszés-
pontjat, akkor

E(K, G)= max (OP—0Q)= OP—min 0Q.
P Q

Tehat a kornek a gorbétdl vald tdvolsaiga megegyezik annak
a korgylirinek a szélességével, amelynek kiilsd kore K, belsd kore
az O koré a gorbe belsejébe maximdlis sugdrral rajzolhatd kor.

Ha K helyett az O koré rajzolhatd, G-t tartalmazé legkisebb
shgara K’ kort tekintjiik, akkor K"-nek G-t6l vald tavolsaga meg-
egyezik annak a legkeskenyebb korgyiiriinek szélességével, amely
O koré rajzolhatd és G-t tartalmazza.

Vagyis arra az eredményre jutottunk, hogy keresni a G-t
tartalmazo legkeskenyebb korgyiiriiket, azonos feladat azon fedd-
korok meghatdrozasaval, melyeknek G-t6l vett tdvolsaga a leg-
kisebb. Ez lényegében LEBESGUE megjegyzése. .

A minimdl-korgyiirii unicitisat tehat bebizonyitottuk, ha ki-
mutatjuk, hogy G-hez egy és csakis egy fed6kor van, amely tole
minimalis tavolsagra esik.

Tegyiik fel, hogy két ilyen kor volna, K és K’, O, ill. O’
kozéppontokkal. A gorbétél vald kozos tavolsaguk legyen 0. A Gs
parallelgorbe ekkor nyilvan tartalmazza K-t és K’-t, valamint azok
legkisebb konvex burkat. Az a kor, amelynek kozéppontja az OO’
szakaszra esik és dtmegy a két kor metszéspontjain, tartalmazza
K és K’ kozos részét és igy G-t is. E kor tovabba teljesen benne
fekszik K és K’ konvex burkaban és ennélfogva Gs-ban. Ez
tehat G-nek olyan fed6kore, melynek téle valo o, tdvolsdgara fel-
tevésiinkkel ellentétben d, < o dllana.

6. A gorbétdl legkisebb tavolsagra esd feddellipszis

Tekintsilk most mindazokat az ellipsziseket, amelyek a G
gorbét teljesen lefedik. A gorbét fedo ellipszisek kiziil egy és
csakis egy olyan van, amelynek a girbétol vett tdvolsiga a lehetd
legkisebb. =




26

E tétel a minimal-korgyiirii unicitdsdnak bizonyitdsara fentebb
alkalmazott gondolatmenettel bizonyithatd, azonban két ellipszis
kolcsonds helyzetének sokfélesége miatt a teljes bizonyitashoz némi
tovabbi diszkusszié sziikséges.

Tegyiik fel, hogy a gorbét lefedd ellipszisek koziil volna két
kiilonboz0, amelyek a mondott minimaltulajdonsédggal birnak. Ha
o-val jeloljiik ezeknek a G-t6l valo kozos tavolsagat, akkor a Gs
paralelgorbe mindkét ellipszist — és igy azok legkisebb konvex
burkét is — tartalmazza. E konvex buroknak G-t6l val6 tavolsaga
ennélfogva maga is 0.

a) Vegyiikk most azt az esetet, amikor a két ellipszis négy
kiilonbozd pontban metszi egymast. A gorbe ekkor teljesen ezek
kozos részében helyezkedik el, €s mindkét ellipszisnek még két-
két része van, amelyekben a gorbének nincs pontja. Htizzunk a
két ellipszis valamelyik metszéspontjdban tdmaszegyenest a két
ellipszis kozos részéhez, amely egyik ellipszist sem érinti. Tekint-
siik most azt a tovabbi ellipszist, amely keresztiil megy a két
ellipszis négy metszéspontjdn és e tdmaszegyenest érinti. Az igy
egyértelmiien meghatérozott ellipszis csakis a két ellipszis altal
lefedett részen halad, de nem metsz bele azok kozos részébe. Nem
lehet ugyanis még egy kozos pontja egyik ellipszissel sem, hiszen
akkor azzal osszeesnék. Ennélfogva olyan ellipszist szerkesztettiink,
amely G teljesen lefedi €és a Gs-nak hatarozottan belsejébe esik.
Ekkor azonban e harmadik feddellipszis — feltevésiinkkel ellen-
tétben — J-ndl hatdrozottan kisebb tavolsdgra esnék G-t6l, ami-
vel ellentmondashoz, és igy A&llitdsunk bizonyitdsdhoz jutottunk.

b) Vizsgéljuk azt az esetet, amikor a két ellipszis egy pont-
ban érintkezik és két tovabbi pontban metszi egymést. Ha az
érintési pont G-t6l J-ndl kisebb tdvolsagra esik, akkor az el6zd
eljaras eredményre vezet: az az ellipszis, amely érintbvel bir a
két ellipszis érintési pontjaban, keresztiilmegy a két tovabbi met-
szésponton, s ezek egyikében az a)-ban koriilirt tdmaszegyenest
érinti, szintén fedi G-t és attél d-nal kisebb tdvolsdgra esnék.

Ha a kéf eilipszis érintési pontja o tavolsdgra. esik G-t6l,
akkor a kovetkez6 modon konstrudlhatunk ellipszist, amely fel-
tevésiinkkel ellentétben 0-nél kisebb tavolsagra esik G-t6l:

‘ Az A pontban érintkezd két minimalis feddellipszis koziil az
A-ban kiviilrél haladot jeloljiik E;-el, a méasikat Ey-vel. Masik két
metszéspontjuk legyen B és C. Az el6z6 pont lemmdja szerint az
ellipszisek A. ponthoz tartoz6 e érintdjére merdleges egyenes olyan
A’ pontban metszi G-t, amely A-t6l 0 tavolsagra esik és G e pont-
jahoz htizhatd e-vel parhuzamosan tdmaszegyenes. Messe e tamasz-

g
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egyenes Ex-t, B’ és C’ pontban. (B és C pontok az E, ellipszis
B’ C’ azon ivére essenek, amely A-t nem tartalmazza; ha ez nem
kovetkeznék be, akkor az AA’ szakasz olyan merdlegesét vessziik,
amelynek E,-vel vett B” és C” metszéspontjai ezt a feltételt ki-
elégitik, s most ezeket jeloljiik B, ill. C’-vel.) Ekkor a G gorbét
tartalmazza az a B'C’CB idom, melynek hatdradt a B'C’ egyenes-
szakasz, ez E, ellipszis BB, ill. CC’ ive, tovdbba az E, ellipszis
BC ive hataroljak. Tekintsiik most az AA" szakasznak egy A-hoz
kozeli A” pontjat és képezziik azt az ellipszist, amely atmegy
A", B és C pontokon és B-ben eloirt — a két ellipszis kozos
részét at nem metsz6 — érintével rendelkezik. Ennek az ellipszis-
nek nem lehet E;-gyel B és C pontokon kiviil kozos pontja, mert
akkor két ilyen pontja volna s o6t eleme megegyeznék vele, tehat
osszeesnének. Teljesen belsejében halad a két ellipszis legkisebb
konvex burkdnak azonban nem feltétleniil tartalmazza azt a
B'C'CB elébb emlitett idomot, melynek G belsejébe esik. Azon-
ban A”-nak A-hoz valo elég kozeli megvélasztasaval, tovabba a
B-beli érintdbnek az E, ellipszi§ ugyanezen ponthoz tartoz6 érintd-
j¢hez valo kelld kozelségével ez a kovetelmény nyilvan kielégitheto.
Ezzel bizonyitdsunkat ez esetre is befejeztiik.

¢) Azok az esetek, amikor a két ellipszis egy érintési ponttal,
tovdbba amikor két érintési ponttal rendelkezik, az a) és b) pon-
tokban alkalmazott gondolatmenettel intézhettk el. ‘

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a G konvex zért sikgorbéhez egy
és csakis egy feddellipszis talalhatd, amelynek G-t6l valo tavol-
sdga a legkisebb. El nem intézett kérdés, hogy vajon ezt az
ellipszist milyen geometriai tulajdonsdg jellemzi, hasonléan pl. a
minimdl-korgyiirli Bonnesen-féle tulajdonsdgahoz. Kérdés tovabba,
hogy az ellipszis adatai (nagytengely, kistengely) milyen relacio-
ban vannak a gorbe megfeleld adataival (4tmérd, szélesség).

7. Egy tétel a gorbe n-fokusziu ellipszisekkel valé
approximalhatésaganak lehetetlenségérdcl

Ismeretes, hogy egy korlatos, zéart sikgorbe tetsz6legesen
megkozelithetd lemniszkatakkal ; n-edrendil lemniszkata az a gorbe,
amelynek minden pontja azzal a tulajdonsaggal bir, hogy n szamt
megadott ponttdl vett tavolsdgainak szorzata &llando. E tétel
WEIERSTRASS approximécios tételének komplex sikra vonatkozo
megfeleléje és HILBERTtSl szdrmazik. — Az n-fokusza ellipszisek
konvex gorbék és igy legfeljebb az volna véarhato, hogy ezekkel
egy tetszOleges.konvex, zart sikgorbe kozelitheté ‘meg, ha a foku-
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szok szamat noveljiik. Ezt a kérdést azonban tagadd értelemben
valaszoljuk meg, amennyiben bebizonyitjuk a kovetkezd tételt :

Egyenldoldali hdromszog nem kozelitheté meg fetszdlegesen
n-fokuszu ellipszisekkel. — A bizonyitidsban egyszeriiség kedvéért
egységnyi oldalhosszii haromszogre szoritkozunk.

Miel6tt a bizonyitdsra ratérnénk, az n-fokusza ellipszisek
néhany egyszerii tulajdonsagat emlitjiik. Nevezziik ezeket a gorbé-
ket W, gorbéknek, melyek az adott Fi, F,, ... F, fokuszokhoz
tartoznak. A gorbét azon P pontok alkotjdk, amelyekre

F{Py— 2 PF—c (6, = ¢ = 00).
i=1

Itt ¢, az az érték, amelyre az F(P) fiiggvény az egész sikban
minimalis.

A W, gorbék egyszerii, konvex, zdrt gorbék, egyrétiien Ki-
toltik az egész sikot, s ha az F;(i=1, 2, ... n) pontok nem esnek
egy egyenesre, akkor egyetlen pontta zsugorodnak Ossze, ti. arra
az O pontra, amelyre F(0)=c,. Ha a fékuszok egy egyenes-
szakaszra esnek, akkor e zart egyenesszakasz minden Q pontjara
F(Q)=c¢,. Ha ¢’ >¢, akkor a ¢’-hoz tartoz6 W, gorbe tartalmazza
a c-hez tartozd gorbét. ‘

A konvexitds és a tovabbi emlitett tulajdonsagok egyszerti
kovetkezményei annak, hogy ha az F(P) fiiggvény a sik P, és P,
pontjdban azonos értéket vesz fel, akkor a P, P, szakasz P, felez§-
pontjdban felvett értéke legfeljebb ugyanakkora. Ugyanis i minden
értékére all a kovetkezd elemi egyenlétlenség :

FPAFP _ pp,
s az egyenldség csak akkor éretik el, ha F; a PP, egyenesre esik.
Ebbdl osszegezéssel adodik allitasunk.

Tehat, ha az Fi pontok nem mindegyike esik egy egyenesre,
akkor az F(P) fiiggvény a sik egyetlen pontjaban veszi fel mini-
mumat. Az igy definidlt O pontra nézve fenndll, hogy e pontbol
az F; fokuszok felé mutaté egységvektorok vektoridlis Osszegének
abszolut értéke vagy O, vagy legfeljebb [ pozitiv egész szam, s ez
utobbi eset akkor kovetkezik be, ha a O pont maga /-szeres fokusz-
pontja a gorbének. (E tétel bizonyitdsat ldsd WEISZFELD [10].)
Vagyis mindenesetre all a kovetkez0 relaciok valamelyike :

“ OF. ®, OF;
l.a c=0, 1.b — =1
(, ) i=1 OF; ( ) =1 OF;
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Ez utébbi eset arra vonatkozik, amikor az O pont Osszeesik az
Fx ponttal, amely [-szeres fokusz s a 2’ jel azt jelenti, hogy az
O pontra nem kell 0sszegezni.

Tekintsiink most egy egyenléoldaltt haromszoget €és egy ezt
tartalmazé W, gorbét. Ha W, nem megy keresztiil egy csticson
sem, akkor ugyanezen fokuszhoz nyilvan tartozik olyan W, gorbe,
amely atmegy legaldbb egy csticson és jobban kozeliti a harom-
szoget. Ha most W, a haromszognek csak egy vagy két csticsan
menne keresztiil, akkor konstrudlhatunk olyan legfeljebb 62 fokuszi
ellipszist, amely W;-nél jobban kozeliti a gorbét és mindhdrom
csticson keresztiilmegy. Tiikrozziik ugyanis pontrendszeriinket sor-
ban a hiromszog magassadgaira nézve — minden ujabb tiikrozést
az osszes eredeti pontokra €s a kapott tiikorképekre hajtva végre.
Az ilymédon nyert 6n pont* haromszogszimmetriat mutat, s igy
nyilvan tartozik ehhez olyan Wi, gorbe, amely keresztiilmegy az
egyenl6oldali haromsz6g minden csticsan. Ha az eredeti gorbe ¢
allandéhoz tartozott, akkor a gorbének tiikrozései altal ugyancsak
legfeljebB 6 gorbét kapunk, amelynek mindegyike n fékuszhoz
tartoz6 ellipszis s ugyanazon c allandohoz tartoznak. E hat gorbe
kozos kiilsé burkoloja nyilvan nem esik nagyobb tévolsdgra a
haromszogtol, mint az eredeti, viszont e kiils6 burok belsejébe esik
az a W, gOrbe, amely a legfeljebb 6n ponthoz 6¢ allandoval tar-
tozik, tovdbba ez tartaimazza a haromszoget is. Ugyanis az emli-
tett kiilsé burkon kiviil esé pontoktél a fokuszok tavolsagdsszege
nagyobb, mint 6¢, viszont a haromszogon beliili pontokban (s6t,
még a csiucsokban is) kevesebb 6c¢-nél.

Térjiink ezutan tételiink bizonyitdsara. Legyenek a haromszog

csticsai A, B és C(AB—BC—=CA=1) legyenek tovibba az
oldalak felezd pontjai rendre C,, A,, B;.

Tegyiik fel most, hogy a hdromszog tetszélegesen kozelithetd
volna tobbfokuszua ellipszisekkel, vagyis az elére megadott s-hoz
talalhatunk olyan W, gorbét, amelynek a hdromszogtol vett tavol-
sdga ezen &-nal kisebb. Ebbd&l ellentmondésra fogunk jutni. Fel-
tehetjiik az el6bb mondottaknal fogva, hogy W, keresztiil megy
az A, B és C pontokon, haromszogszimmetriat mutat, és igy O
kozéppontja osszeesik a hdromszog kozéppontjaval. Messe az A A,
oldalfelez6 a W, gorbét az L pontban. Feltevéseink értelmében
A/L <&, ugyanis W, konvexitdsa és szimmetridja miatt A,L éppen
a gorbe és haromszog tavolsiga.

Most néhany segédtételt bizonyitunk be, amelyekben szerepl6
k., k,, ... mennyiségek pozin, abszolit allanddkat jelentenek.

* Esetleges multiplicitasok figyelembe vételével szimuk pontosan 6n-nek
vehetd.
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1. SEGEDTETEL. Ha F a sik fetszdleges pontja, akkor az
FB+FC—2FA, FA+FB—2FC, FC+FA— 2FB1 nemnegativ

, ahol O a

mennyiségek legaldbb egyike nagyobb, mint. :

+ O F
hdromszdg kiozéppontja (magassdgpontja).

A szimmetria miatt elég szoritkozni a B;OA,< altal alkotott
szogtérre. Egy ebben felvett /7 pontra megmutatjuk, hogy a felirt
harom mennyiség koziil az elsére all fenn az allitds. Tekintsiik e
szogtérnek azt a véges részét, amelyet egy O koriil rajzolt R(>2)
sugari kor és a két szdr hatarolnak. E véges tartomanyban az
els6 kifejezés hatdrozottan pozitiv és felveszi &/ minimumat. Erre
felirhatjuk tehdt, hogy

ol

1+0F

Tekintsiik most a szogtér kiils6 pontjait és jeloljik az FA,C<I-et
d-val, FA,-et f-fel. Ekkor

FB+FC—2FA, =K =

vagyis 0= cos’d = E] tovabba . f<1+ OF.

T
Féd 47

lIA

DIk

6 )
A koszinusz tételbdl kifejezve BF és CF-et, majd sorfejtést alkal-
mazva nyerjiik :

BF+ ﬁ—zﬁzl/ﬁ—f cos d+%+Vf2—}—f cos 6+%—2f=

i 2 '
_ 1—cos’d i—]—a(i).

4 f f
Itt
_1_:_(3_(_)_S_2i>l és _}_>__1_
4 — 16 f T 1+FO’
amibdl elég nagy R-re a
BF4+CF—2AF> —F _
1+0F

- reldciét és k, = min (k’; K') allandéval elsd segédtételiink bizonyi-
tasat nyerjiik.

Minthogy a W, minimalgorbe fokuszainak legalabb harmad-
része jut egy szogtérbe, tehat F— F; helyettesitéssel és ossze-
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adassal a
n L=t n o n k ”n 1
2 F;:B F,C—2 A

- egyenlotlenséget nyerjiik. :
Ahhoz, hogy (2) baloldalan all6 6sszeget most feliilrél becsiil-
jiik, bebizonyitjuk a kovetkez6

2. SEGEDTETELt. Legyen az A,LF hdromszogben A,L <1,
Jjeloljiik tovdbbd az A, csucsndl levé szoget d-val, akkor

— k.
3 <A F—A, Lcosd +A,L Sty
3) 1 + A4, 1L AF

5

LF=dAF=d AL=h,d—hcosd=d"
jelolésekkel a -

, k,
d<d— hcosd+h1+d,
egyenldtlenséget kell igazolni, ha h < 1.

Harom esetet kiilonboztetiink meg az F csticsnal fekvl £ szog
nagysaganak megfeleléen.

a) 8=0°. Ekkor vagy 0 = és
d=d +h=d—hcosa<d —hcosw+h—-——r

—d+h1+d,

) ]"I‘d, J
vagy pedig 0=0 és

d=d —h<d —hcosO0+h ——— 1+d"

b) 0<pg= % . Minthogy d” a d-nek d’-re esé vetiilete, ekkor
d+d”">d>0 s a PYTHAGORAS-tételbol

_ , _ Rsin*0
d—d"'=d—d —‘-hCOSd—W.
Ez akkor kisebb 7 ——— i + d' -nél, ha
hsin?0 hd’ sin’0
ks <

d+d”+ d—Ld"

Minthogy hsin 0 < d-+d”, azért .az els6 tag kisebb egynél.
A masodik tagra nézve hd’ sin 0= hd sin ¢ miatt, ahol ¢ az L
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csticsnal 1évo szoget jelenti,
hd'sin*d  hdsin @ sin 0
d+d1/ = d__l_dl/
s igy k.=2-vel a b) esetben is igazoltuk lemmankat.

< hsinesind < 1,

¢) % < 8= . Ekkor ' —h cos 0 =d” < 0, tovibba d'< h <1
és
’” ’ (44 4
d—d’" <d+d —d <2h<h1+d,.
llymédon 4, =4 allandoval 2. segédtételiink igazolast nyert.

/3

Minthogy A,O0=-"+ <1, ennélfogva a sik minden F pont-

6
jara a
4) bk
; 1+AF 14+0OF
egyenldtlenség all fenn. Legyen ugyanis R elég nagy és OF <R,

akkor
ks 1+R ks
= < ks =l < 2ah o
1+AF " T14+R14+0F"

Ha viszont R = OF < A,F+1, akkor ugyancsak R-t6l fiiggd &,

allandoval az

fiiggvény viselkedése miatt
1

1 1 k:;

— > — > .,
1+0F 24AF 1+4AF
A (4) relacié miatt a (3) egyenlotlenséget a

ks
1+OF
alakban irhatjuk. Helyettesitve F helyébe a W, gdrbe fokuszait,

ahol is 0 helyébe 0;= LA, F;<L irando, és dsszegezve i-re, a kovet-
kez6t nyerjiik :

1
1+x

(3) LF<AF—ALcosd+AL

;L—Fi < ;AlFL-——AlL 2, cos 0i+ALk,

’)'L_‘ 1
>

= 14+ 0F,

k3
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Minthogy L a W, gbrbe pontja €pptgy, mint a B és C
<sticsok, tovabba A,L < & miatt egyenl6tienségiinket még a kovet-
kez6 alakban is irhatjuk

ZBF+ZCF ZZAF =28

Ha most még megmutatjuk, hogy

©®)

akkor a

Z 1

= 14+0F

Zcos 0;

1
BF; CFi—2 > AF;<¢k
g +Z Z g T OF
egyenlbtlenséget nyerjiik, amely elég kis s-ra ellentmond a (2)
egyenl6tlenségnek. Ebbol tehat azt nyerjiikk, hogy a W, gorbe L
pontja nem johet tetszéleges kozel a haromszog A, pontjahoz, ami
kimondott tételiink bizonyitasat adja. A szerepl0 £; dllandok ugyanis
fiiggetlenek mind n-t6l, mind &-tol.
5) egyenlétlenségﬁnk igazoldsara — az

v PF;
fP= & -

jelolés bevezetésével — az

5 n 1
L < k5 ——————

FOI<kZ5F
relaciot igazoljuk. Ugyanis a ’Z; cos 0; ' az ]_;(L) vektor OL egye-
nesre esd vetiiletének abszolit értéke. Megmutatjuk, hogy

1 : 1

6 L)| < |f(O)|+ K < k =i,
©®  1fWI<|fO)l+ SZHOF b 5m

Az egyenlbtlenség masodik része az (1a) ill. (1b) relaciok kovet-
kezménye. Ha ugyanis O nem esik 0ssze valamely fokusszal, akkor

f(O)= O és k; = k;. Ha viszont az O-pont /-szeres fokusz, akkor

& 1
a -ben [ szami 1-es szerepel, és i O))=l<
p - p gy /(0|

< 2, —————, amivel k;= k;+ 1-vel igaz allitdisunk. (6) egyen-
§1+0Fi e i . ©) gy

3 Matematikai Lapok
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l6tlenségtink igazoldsdra jeloljik az A,OF; szoget y;-vel. Ekkor,
ha F;0 < R, akkor

1~I—Rv<2(1+R): ks
I+R “1+0F. 1+0F
Valasszuk most az R tavolsigot olyan nagyra, hogy e sugart

koron kiviil az OA, tavolsdg mar «; < e, szog alatt lassék, amely
ara sine, <@, €és 1—cosea,<e, alljon. Ekkor mivel ;=
=y—0; <, (ha y; > 0)

| cos y;—cos 0;| = | cos (J; + @;)—cos J;| =

|cos y;—cos 0;] <'2=2

= cos 0; (cos @;—1)—sin 0J; sin &;| < | cos ;—1|+|sin ;| < 2a,.

K

Masrészt azonban e; ~ éi — 3_ < k6_, ha R>1.
OF 2-OF; 140F;

Hasonlé moédon nyerhetiink az f(L) vektor mas komponensére

becslést, s az Zi és Z): (i=1,2,... n) vektorokra vonatkozo

g(;‘ ga Z(ZZ-—E\) ga —}—Z:Z”EZ_ZL]

=1
egyszerli relacié alkalmazdsaval a (6) egyenl6tlenség bizonyitasat
nyerjiik. Ezzel azonban jelen pont elején kimondott tételiinket telje-
sen bebizonyitottuk.
Tekintsiik most az (x,y) sikban azt a 3 fokuszu ellipszist,
amelynek fokuszai F;(0, 1), Fx(0,—1) és Fy(r, 0), ahol r >0, és
amely keresztiilmegy az F, és F, fokuszon. Ennek egyenlete

VT A+ +V e+ A=+ G—y + 7 =2+PF1.

Ha most r— oo, akkor e 3 fokuszu gorbék — folytonosan
valtozva — ahhoz a korlatos, zart konvex gorbéhez tartoznak,
amelynek egyenlete

Ve++yy+1e+0—yf=2—x

Ezt az egyenletet kielégiti az x—0, —1 =y =1 egyenesszakasz,
amivel példat adtunk arra, hogy 3 fokuszii gorbék tetszblegesen
megkozelithetnek olyan gorbét, amely egy egyenesszakaszt tartal-
maz. Felvetodik a kérdés, hogy létezik-e konvex, zart sikgorbe,
amely pontosan két egyenesszakaszt tartalmaz és amely megkoze-
lithet6 tobbfokuszii ellipszisekkel.

=

+

=
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O NMPUBJIMKEHUA BBINYKIbIX 3AMKHYThIX MJOCKOCTHBIX
KPUBBIX

Nan Bppow m Umrean Bunne

(Pezwome)

PaGoTa npuBOAnT HECKONBKO MBBECTHBIX TEOPEM CBSIBAHHBIX C HAMMEHb-
el OnuCaHHOW M HauGONbIIEH BIMCAHHON OKPY)KHOCTBK, OTHOCSLIMXCH K
HEKOTOPOii BBINYKJION BaMKHYTOH KPUBOH, & TAKOKE C MUHHMAJBHBIM KPYrOBBIM
KOJBIOM, ¥ CTAaBUT HECKOJbKO JlaJ'leeML[IPIX npo(‘meM 3arem JAOKa3bIBAETCS
crepyiomas TEOpemMa: Cpefu 3JUIMNCOB, COAEPIKALIMX HEKOTOPYIO BBINYKAYIG:
BaMKHYTYIO IUIOCKOCTHYIO KPUBYIO, JHMIUb OAMH OOJ3afaeT TeM CBOWCTBOM, 4TO
€ro PacCTOsHHe OT KPHBOH MUHUMANBHO.

3. BaykoHu mopHsaa CIeAYIOIMY BONPOC: MOTYT JH BHINYKJbIE 3aMKHYTHIE
LJIOCKOCTHYE KPHBBIE KaK YrOZHO annpOKCHMUPOBATHECS 3JIMICAMH C GOJBIIMM
unciaoM (hoxycor (xpusbiMn “Inprxayca). Cnepyromasl Teopema paaer OTpuLa-
TeJbHBI OTBET HA 3TOT BONPOC: PaBHOCTOPOHHMI TPEYIONBHEK HE MOKET
OBITh KaK YTO[HO anNpOKCUMMPOBAH damucamu ¢ GOMBIIMM 4YHCIOM thoxycos.
PaGota comepskuT NpuUMEp KPUBOW, COAEp)Kallell OAUMH OTPE30OK NpsIMOH,
KOTOpasi MOKeT ObITh KAK YIOJHO NPuOIMmKEeHHA SJUIHICAMH C Tpems Qoxycamu.
CnpammBaeTcsi, CyIeCcTBYeT 1M TaKasl BRINykaasl 3aMKHYTash KpuBas, KOTOPast
COAEP)KUT fBAa OTpPEe3Ka NPSMBIX U MOXKET OBITb KaK YrogHO HpHOIHIKEHHA
aInuIcamMp ¢ GONBLIMM YHCIOM (BOKYCOB.

%
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UBER DIE ANNAHERUNG GESCHLOSSENER, KONVEXER KURVEN

P. Erpds und I. Vincze

In den Paragraphen 1—5 sind einige bekannte Sitze iiber den Um-
kreis, den Inkreis und den Minimalkreisring geschildert, weiterhin einige
mit diesen zusammenhidngende Probleme gestellt. In Paragraph 6. ist der
folgende Satz bewiesen: Unter den Ellipsen, die eine gegebene ikonvexe
Kurve enthalten, gibt es genau einme, die von dieser einen minimalen Ab-
siand besitzt.

E. Vazsonyi stellte die Frage, ob eine geschlossene, konvexe Kurve
sich durch ,Ellipsen” mit mehreren Brennpunkten (durch sogerannien
Tschirnhaus-Kurven) beliebig approximieren ldsst, wenn die Anzahl der
Brenrpunkte geniigend gross ist. Diese Frage wird in § 7. im negativen
Sirne mit dem folgenden Salz beantwortet: Ein gleichseitigen Dreieck izsst
sich nicht durch Ellipsen mit mehreren Brenmpurkie approximieren. Es ist
einy Beispiel einer geschlossenen konvexen Kurve dngegeben, die ecinen
geradlinigen Abschnitt enthdlt und die durch Ellipsen, mit drei Brennpunkte
approximiert werden kann. Es ist. aber eine offene Frage, ob es eine
geschlossene konvexe Kurve mit zwei geradlinigen Abschnitten gibt, die
durch Ellipsen mit mehreren Brennpunkte beliebig approximierbar = ist.
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