UBER RINE ART VON LAKUNARITAT
VON
' ERD s (BUDAPLEST)

{Aus ecinem Brief an S, Hartman)

... Teh will folgenden Satz beweisen:

Ks sei 1 << a; << ay, << ... eine PFolge ganzer Zahlen. A(ay, ay,...) se€i
die Folge derjenigen ganzen Zahlen, die durch kein einziges a teilbar sind.
A(ay, a,,...) ist dann und nur dann lakundir?), wenn eine unendliche Teil-
folge @y, ayy, ... mit (ay,, @) = 1 existiert.

Falls dies bewiesen ist, so folgt z. B. dafl die quadratfreien Zahlen
lakunir sind (@ = p;), und damit sind auch die Primzahlen lakunir?).
Die quadratfreien Zahlen haben eine positive Dichte — und so ist dies
ein cinfaches Beispiel fiir eine lakunére Folge mit positiver Dichte?).

Nun zum Beweis! Es sei b, < b, < ... eine Teilfolge der a mit (b;, b;)
= 1. Offenbar geniigt es zn zeigen, dall A(b,, b,,...) lakuniir ist (da
A(ay, ay,...) C A(by, by, ...) ist).

Es sei | =mn; < n, < ... die Folge A (b, b,,...). Um die Lakunari-
tist von n, << #y << ... zu beweisen, geniligt es zu zeigen, daf zu- jedem &
ein m, existiert, derart dal} fiir jedes I = 0 zwischen 7 und [ --m; entweder
kein n; oder wenigstens ein n; mit »; ,—un; > k bzw. #;—n;_; > &k enthal-
ten ist. Wir zeigen, dall my — b b,...D, gewihlt werden kann. Aus einfa-
chen Sitzen iiber Kongruenzen folgt nimlich, dafl im Intervall (I, I4m;)
ein # existiert mit x+i—1 = 0(modbd;), 1 < i < k (da doch (b;, b;) =1

und
J‘.
” by = my,

fe=1

N Lakundr wird hier eine wachsende Folge oy, genannt, wenn ex keine Zahl &
giht derart, daf fir jedes » ein » mit aypjoq—ap. <k (i =1,....,r) zu finden
wiire; vgl. 8, Hartman, Swr wnw type de lacunarvité, Le Matematiche 10 (1955),
8. 57-61 (Anmerkung der Schriftleitung).

2) Dasg hat W. Sierpinski in seiner Avbeit NSur la lacunarité au sens de S. Harl-
man de la suite de tows les nombres premiers. Le Matematiche 10 (1955), 8. 67-70, he-
wiesen (Anm. d. 8.).

%) Bin anderes Beispiel einer derartigen Folge wurde von 2. Hartman in der
unter ') zitierten Arbeit angegeben (Anm. d. S.).



¢ OMMTUNTIOCATTIONS

|¢~q:

ist). Die grifite Zahl der Folge A (b,, b,, ...), die kleiner als @ ist, heifle «;.
Man hat also n;., > «-+k—1, daher w, ,—n; > k. Somit izt die erste
Hilfte des Satzes bewiesen.

Es gei nun a, < a, < ... eine unendliche Folge, die keine unendliche
Teilfolge mit (b;, b;) = 1 enthélt. Es sei b; < b, < ... <b, eine maxi-
male Teilfolge mit der Eigenschaft (&;, ;) = 1. Offenbar mufl es eine
solche Folge geben.

Es seien nun p,, p,, ..., alle Primfaktoren von by, b,, ..., b;.
Offenbar ist jedes @; durch ein p fteilbar. Also gilt

Alay, agy...) 3 A(Dyy Pay oy PO)-

Es seien nun 1 = N,, N,,... die Zahlen von A (p;, pPys-.., P1).
Offenbar gilt N, ., —N; < p,p, ... p;, da es unter p,p, ... p; konsekutiven
Zahlen immer mindestens zwei gibt, die zu p,p, ... p; relativ prim sind
{p(p1Ps--. p1) = 2). Damit ist alles bewiesen, da A (p,, Py, ..., p;) nicht
lakunér ist ...

ecu par la Rédoetion le 15. 10, 1956
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