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Néhdny geometriai problémarél
Erpos PiL

E cikkben néhdany geometriai problémat fogok diszkutalni,
melyekkel az utébbi években foglalkoztam. A problémak kombina-
torikai természetiiek. Hasonl6 kérdésekkel foglalkozik HADWIGER
nemrég megjelent érdekes cikke.'

1. Legyen adva n kiilonbdz6é pont a sikban x, Xs,....,X,.
Tekintsiik az x;, x; 1 =i < j = n tavolsagokat. Jelolje D(x,, x,, ..., X,)
ezen n pont kozotti kiilonbdz6 tavolsagok szamat és legyen

f(n)—“ mm D(xl,xg,...,xﬂ).

Bebizonyitottam,* ht)gy

. n
p—1y2—1<f(n)< e ==
(1) (a—1) f(n) ioa s
A négyzetes sikracs példaja mutatja, hogy
n —-
f(n) < e n
23
MoseR” az alsé hatart { - -—1}-&: javitotta. Biztosra vehetd, hogy
2/9
f(n) > n'* s6t, talan f(n)>c.],_n__.. Moser tulajdonképpen azt
log n

bizonyitja be, hogy van egy oly pont, melyt6l szamitott tavolsagok

213
kozott legalabb nf—! kiilonbozé van. Talan ez is ¢, = <
219 Jlog n

javithat. Altalaban jelentse d(x;) az x~tol vald kiilonboz0 tavol-

ol §

1 'Enseignement Math. (2). 1 (1955) 56—89.
2 Amer. Math. Monthly 53 (1946) 248—251.
3 Amer. Math. Monthly 59 (1852) 85—9l.
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sdgok szamat. Az elobbi sejtés m x d(x)) >c;| ]r— alakba irhato.
=i=n ogn

Tovabbi probléma volna 2d(x) megbecslese Valészininek lat-
szik, hogy

2 Dld(x) > n*

a=1

)

2 :
(talan R Vioga is 1gaz Azonban csak annyit tudok bizonyitani,
hogy

©) > d(x) >

=]
Ha az x, x,,..., x, pontok konve_x poligont alkotnak, akkor
valosziniinek latszik (2), hogy f(n)=[%] (egyenlGség a szabélyos
sokszog esetén).

Moser® bebizonyitotta, hogy ez esetben f(n) =

fid-21 .
[ 3 LAzis

valosziniinek latszik (2), hogy van olyan x;, melytdl nincs harom

mas x; egyenld tavolsagban |ebbdOl persze kovetkeznék, hogy

f(n)= [—]) A négyzetes sikrdcs péiddja mutatja, hogy megadhatd

n pont a sikban tgy, hogy mindegyikhez van n‘'oglog" tjle egyenld
tvolsagban levé pont. Lehetséges azonban, hogy e hatar pontos
— azaz, ha adva van x,, X,,..., X, n pont a sikban, mindig van
egy x;, melytdl nincs pwloglg” pont egyenld tavolsdgban. Bebizo-
nyitani csak azt tudom, hogy van oly pont, melytél nincs n*? -2
pont egyenld tavolsagban Fz a kovetkezOképpen lathatd be: Te-
gyiik fel, hogy x-t6l g(x;) pont van egyenld tavolsdgban (1 =i =n).
Azaz van oly x; kozépponti kor, amelyen g(x;) pont van. Minthogy
minden ponthdrmas csak egy ily koron fekhetik, nyilvan nyerjiik,

hogy
| >(55)=(3)
= 3 3

azaz, ha min g(x)=y, n (g] ;(5) tehat y <n**4+2 qu. e. d.

\

||J

1=i=n



Ha az x; pontok a k (k> 2) dimenzios térben vannak, akkor
a racspontok példdja mutatja, hogy fi.(n)<cn®* (fi(n) jelentése
ugyanaz, mint f(n)-¢, a k-dimenzios térben, ezek szerint f(n)=f.(n))
és nincs kizarva, hogy ez mér a helyes nagysagrend, tehat hogy
fe(n) >cin®®. k=1 esetén, tehat ha a pontok egy egyenesen van-
nak, akkor nyilvan f,(n)=—n—1.

A k dimenzids térben nyilvan fi(k-+1)=1, de fi(k+2)=2.
KEeLLY kérdezte, mily nagynak kell [-nek lennie, hogy fi(l)>2
legyen. Bebizonyitottam, hogy [ <k (c fix, de nem fiigg k-tol) /
valodi nagysagrendje talan ck.

Adva van a sikban n pont x,, x,, ..., x,, melyeknek dtmérije
1 (azaz max X;x;=1). Konnyii bebizonyitani, hogy legfeljebb n

I=si<j=mn

pontpar van, melynek tavolsiga 1.' VAzsonvi kb. 20 évvel ezelott
sejtette, hogy a haromdimenzios térben legfeljebb 2n—2 pontpar
van, melyeknek tavolsdga 1 (konnyii belatni, hogy 2n—2 elérhetd).
Néhany honappal ezelott Heppes (17), GRUNBAUM (izraeli mate-
matikus) és S. STrAszevicz (18) lengyel matematikus bebizonyi-
tottdk e sejtést. E kérdés Osszefiigg BORSUK kovetkezO sejtésével:
Minden k& dimenziés egységnyi atmérdjii halmaz feldarabolhat6
k1 1-nél kisebb atmérojii halmazra. k—=1-re ez trividlis, k= 2-re
konnyii, k= 3-ra néhany évvel ezeltt EGGLESTON" egy komplikdl-
tabb bizonyitast taldlt. Néhany hodnappal ezel6tt GRUNBAUM és
HEPPES egy sokkal egyszeriibb bizonyitast taldltak a k=3 esetre.
k>3 esetén a sejtés még nincs elddntve.

Legyen x,,X.,...,X, n pont a sikban. Tegyiik fel, hogy

min xx;=1.
1= j=n

Hany oly pontpér lehetséges, melyekre X;X; — 1? Konnyii belatni,
hogy legfeljebb 3n ily pontpdr van (2) és ugyancsak konnyii ezt
(3n—c;n'?)-re javitani (2). A haromszogracs példdja viszont mu-
tatja, hogy (3n—c;n'?) ily pontpdr ténylegesen lehetséges. Valo-
sziniinek latszik, hogy ha a pontok szdma 3n*--3n--1, a legkisebb
tavoisdg maximalis eléforduldasi szama 9n*-+3n, s ez esetben a
pontok egy n oldalhossziisdgti szabdlyos hatszoget kitoltd hérom-
szOgracsot alkotnak.

Altaldban az x;x; szamok koziil legfeljebb-[n*?] lehet egyenld
(2) — azaz ugyanaz a tavolsag legfeljebb [n*?]-szer fordulhat el6.
Ez valésziniileg n'**-ra javithatd, talan n'+'¢les-re, de minta négy-
zetes sikracs példaja mutatja, ennél tovabb mdr biztosan nem lesz
javithato.

4 Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung.
5 Journal London Math. Soc. 30 (1955) 11—24.
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Egy halmaz legyen T tulajdonsdgi, ha barmely két pontja
kozotti tavolsag kiilonbozd. Legyen adva n pont az egyenesen.
Konnyii beldtni, hogy mindig van egy [2'"] pontbol allo részhal-
maza, mely T tulajdonsagt. Ez talan (1--o0(1))n'?-re javithato, de
(1 +c)n**-re biztosan nem." E kérdések a sikra és k-dimenzios
térre is felvethetok, de csak annyit tudok bebizonyitani, hogy a k-
dimenzios térben mindig van egy n pontbol 4ll6 7 tulajdonsagt
részhalmaz, ¢, pontos értékét nem tudom meghatarozni.

Legyen adva a k-dimenzids térben egy m szamossagu (m
végtelen) S halmaz. Akkor mindig van egy 7 tulajdonsdga rész-
halmaza, mely szintén m szdmossdgi’ (a bizonyitas nem hasznalja
a Cantor-sejtést, mely szerint 2% —=§,). KAKUTANIval és OXTOBY-
val kimutattuk, hogy Hilbert-térre ez nem igaz.” KAKUTANIval azt
is kimutattuk,” hogy az egyenes felbomlik megszamldlhatéan sok
T tulajdonsdgti halmaz osszegére. Nem tudom, hogy ez a sikra
is igaz-e.

= Szamos mas, az elébbiekhez hasonld kérdés vethet6 még fel.
Legyen példaul adva n pont a A-dimenzids térben; mi az ezen
pontok altal meghatarozott egyenld oldalu (egyenld széri) hdrom-
szbgek maximalis szdma? k—2 és egyenld oldali hdromszogek
esetén a valasz nagysagrendje cn® lesz, de c¢ pontos értekét nem
ismerem.

Legyen adva n pont a k-dimenzids térben. Mekkora T tulaj-
donsdgu részhalmaza kell, hogy legyen? (Egy halmaz akkor T
tulajdonsagy, ha nem tartalmaz egyenldszdri haromszoget.) E kér-
dés erbszakoltnak tiinik fel, azonban a latszat csal, ugyanis ha
k=1 és a pontok ekvidisztansak, akkor problémank arra a jol
ismert kérdésre redukdlodik, hogy hany szam adhaté meg n-ig
tigy, hogy ne forduljon elé haromtagli szamtani sor.”

Bebizonyitottam, hogy ha a sikban adva van 7 pont, akkor
mindig van koziilik hdrom, mely nem alkot egyenl0szari harom-
szoget." A szabdlyos Otszog és kozéppontja mutatja, hogy 6-ra ez
nem igaz, Nem tudom, hogy a térben (vagy k>3 dimenzi6 ese-
tén) mi a megfeleld eredmény.

& Erdos—Turan, journal London Math. Soc. 16 (1941) 212—215. Kimu-
tatjuk, hogy az ekvidisztans esetben sem javithato, lasd még ibid. 19 (1944) 208.

7 Proc. Amer. Math. Soc. 1 (1950) 127—141.

8 Bull. Amer. Math. Soc. 49 (1943) 457—461.

9 Az elst cikk e kérdésrdl Erdés—Turdan, Journal London Math. Soc.
11 (1936) 261—264. Lasd Turan cikkét a Kozépiskolai Mat. Lapokban. A jelenleg
ismert legélesebb eredményeket Roth és Behrend érték el, Journal London
Math. Soc. 29 (1954) 20—26, és Proc. Nat. Acad. Sci. USA 32 (1946) 331—332.

10 Amer. Math. Monthly.




Igaz-e, hogy ha 2"--1 pont van adva a k dimenzids térben,
akkor mindig van koziiliik hdrom, mely tompaszogii haromszoget
alkot?" k= 2-re ez trividlis, k=3-ra ketten is bebizonyitottik a
sejtést (neviikre nem emlékszem). Megadhaté-e a térben 7 pont
ugy, hogy az osszes keletkezd haromszog hegyesszogii legyen?

2. GALLAI 1933-ban bebizonyitotta a kivetkezo tételt.” Legyen
adva a sikban n pont, melyek nincsenek mind egy egyenesen,
akkor mindig van oly egyenes, mely pontosan két ponton megy
at. A kérdést SYLVESTER" vetette fel 1891-ben, de a problémat
~akkor senki sem oldotta meg s a kérdés feledésbe meriilt. 1933-ban

SYLVESTER problémajit nem ismerve, a kérdést 1ijbol felvetettem s
GavLLal bebizonyitotta. Megjegyezhetjiik, hogy a tétel nem tisztan kom-
binat6rikus, hanem lényeges, hogy a pontok a sikban vannak, igy pl.
ha n=6k+1 vagy n =06k 3, megadhaté a ternéknak egy oly
rendszere, hogy minden ambo egy és csakis egy ternoban foglaltatik.™
E kérdéseket MoTzkIN' is felvetette, és 1939-ben (GALLAItOI fiig-
getleniil) A. ROBINSON is bebizonyitotta GALLAI tételét.

MoTzKINtOl ™ szarmazik tovabba a kovetkezd kérdés: Legyen
adva a k-dimenzios térben n pont, melyek nincsenek mind egy
(k—1)-dimenzi6s hipersikon. Akkor e pontok legalabb n (k—1)-
dimenzios hipersikot hataroznak meg. E sejtés kétféleképpen értelmez-
hetd. Elsd értelmezés geometriai, azaz az n pont egy k-dimenzios
euklideszi térben van, a masodik mélyebb kombinatérikus értelmezés:
hogy egy projektiv k-dimenziés térben vannak a pontok. HANANI
k— 2 esetben a kombinatérikus kérdést megoldotta. Néhdany évvel
késObb e kérdéseket, Motzkin problémajat nem ismerve, k = 2-re én
ujbol felvetettem. A geometriai probléma k==2-re azonnal kovet-
kezik GarLar tételebGl. A kombinatorikus problémat k — 2-re
DE BRUIN és én' és SzEKERES is megoldottdk. DE Bruinnel valé
modszeriinket felhasznalva MOTzKIN'® a k-dimenzids kombinatorikus
problémat megoldotta s igy e kérdés teljes elintézést nyert.

Azonban talin még a kovetkezd, idetartozd6 geometriai és
kombinatérikus kérdések felvethetok: Legyen adva z pont a sikban,
melyek nincsenek mind egy koron. Rajzoljuk meg az Osszes leg-
alabb harom ponton atmend kort. A kérdés marmost az, hogy mi
az igy meghatarozott kirok minimdlis szama. A kérdés kombinato-

" Wiskundige Opgaven; lasd még Amer. Math. Monthly 55 (1945) 431.

12 Amer. Math. Monthly 51 (1944) 170; lasd még Coxeter , The real pro-
jektive plane*®.

13 Educational Times 59 (1893) 98, 11851-ik probléma.

14 Netto, Kombinatorik. Lasd a Steinersche Dreier cimii fejezetet.

15 Trans. Amer. Math. Soc. 70 (1951) 451—464.
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rikus alakban is felvethetd: legyen ay, a,, ..., a, nelem, A, As,..., A
az a-kbol alkotott kombinaciok, minden (a:a;@) terno egy és
csakis egy A-ban foglaltatik, tegyiik fel tovabbd, hogy minden A
legaldbb hidrom elemet tartalmaz és hogy £>1. Mi t minimalis
értéke? (Ha ternok helyett ambokat tekintiink, akkor e kérdés a
HanaNI dltal elintézett projektiv geometriai kérdéssel megegyezik.)
E kérdésekkel HanANIval egyiitt sokat foglalkoztunk, de nem jutot-
tunk eredményre. Itt persze egyaltalan nem biztos (s6t nem is
valdszinii), hogy a geometriai és a kombinatérikus kérdés ugyan-

arra az eredményre vezet. E kérdés persze ternok helyett k-ad osz-
- tdlya kombindciokra is felvethetd.

MoTzkINtGI ™ valé még a kovetkezO sejtés, mely GALLAI téte-
lének altalanositisa: legyen adva n pont a k-dimenzids euklideszi
térben, melyek nincsenek mind egy (k— 1)-dimenzids hipersikban.
Akkor e pontok meghatiroznak legalabb egy oly (k— 1)-dimenzi6s
hipersikot, melyeknek pontjai egy kivételével egy (k—2)-dimenzids
hipersikban vannak (azaz, ha x;,..., x;, pontok), akkor ezek nin-
csenek mind egy (k—2)-dimenzi6s hipersikban, de x,..., x;, mar
egy (k—2)-dimenzios hipersikon vannak. k= 2-re ez GALLAI tétele,
MOTZKIN k== 3-ra is bebizonyitja e sejtést, & >3-ra a probléma
még nincs megoldva.

MoTzKIN" megjegyzi, hogy GaLLAI tételének altaldnositasa
a haromdimenziés térre nem igaz: Legyen adva n pont, melyek
nincsenek mind egy sikban, akkor van oly sik, mely pontosan
hiarom ponton megy at. Motzkin két ellenpéldat is ad. Az elso
ellenpéldaban két kitérd egyenes mindegyiken van harom vagy tobb
pont, a masodik ellenpélda 10 pontbol &ll, melyet o6t dltaldnos
helyzetben levé sik metszéspontja hatiroz meg. Motzkin lehetsé-
gesnek tartja, hogy minden egyeb esetben van oly sik, mely pon-
tosan harom ponton megy at.

E gondolatkorbél talan még a kovetkezé problémak emlithe-
tok meg: Legyen adva n pont x,, X,,...,x, az euklidesi sikban,
melyek nincsenek mind egy egyenesen. V(x;, x.,..., x.) jelentse
azon egyenesek szamat, melyek pontosan két ponton mennek at és
V(u) legyen V(x,, ..., x,) minimuma. GaLLal tétele szerint V(u) = 1.
DE Bruinnel sejtettiik, hogy V(z) — o, ha u— oc. DIRAC GABOR"

bebizonyitotta, hogy V(u) =4 és MotzkiN,” hogy V(u)>clu s
ezzel sejtésiinket igazolta. DIRAC™ sejtette, hogy V(u)= % g

DIRAC™ bebizonyitotta, hogy ha adva van n pont, melyek nincsenek

18 Quarterly Journal of Math. II. (1951) 221—227.



mind egy egyenesen, akkor ezen pontok egyikébﬁi legalabb || 7]

kiilonboz6 egyenes indul ki s sejti, hogy ez 2— -re javithato.

Legyen adva n pont az euklideszi sikban, melyek nincsenek
mind egy egyenesen, amint mar emlitettiik, ez n pont legalabb
n egyenest hataroz meg s egyenldség csak akkor van, ha ezen n
pont koziil n—1 egy egyenesen van. Tegyiik fel marmost, hogy n
pont van a sikban, tgy, hogy nincs n—1 koziiliik egy egyenesen.
Legalabb hany egyenest hatiaroznak meg e pontok? Azt lehetne
gondolni, hogy 2n—4 a valasz (x;, X;,..., X, a pontok (xi, x., X;),
(X, X4, ..., X,) €gy egyenesen vannak), de 7 pontot meg lehet a%ni,
melyek csak 9 egyenest hataroznak meg, egy egyenld oldali héa-
romszog csticsai, oldalainak felezbpontja s a haromszdg kozép-
pontja. Lehetséges, hogy nagy n esetén mégis 2n—4 a vélasz.

Taldn még érdemes lesz az olvasok figyelmét a kovetkezd
kombinatorikus kérdésekre felhivni: Legyenek % és [ adott szamok.
Milyen n mellett létezik az n elem [-elemil részhalmazainak egy
oly osztdlya, hogy k elemii részhalmaz egy és csakis egy [ elemii
részhalmazban foglaltatik. Nyilvanvaloan sziikséges feltétel, hogy

!fJ 0 (mod[k] l Ismeretes, hogy =3, k=2 esetén ez elégsé-

ges is", de egyetlen egy mas k és [ esetén sem ismeretes sziik-
séges és elégséges feltétel. A legérdekesebb specialis “eset, ha
n=m-+m-+1, l=m-+1, k=2, Ha m=p", akkor ismeretes,
hogy ily rendszer létezik, s egy jol ismert sejtés szerint, ha m nem
ilyen alaku, ily rendszer nincs. E kérdés Osszefiigg véges projektiv
geometriakkal.

ON SOME GEOMETRICAL PROBLEMS
By P. Erpis

O HEKOTOPBIX TEOMETPHYECKHX [MPOBJIEMAX
I. Dppém

17 Acta. Math. Ac. Sci. Hung. VIIL (1957) 1—2 sz.
18 Bull. de I'Ac. Pol. des Sciences Classe IIl. V. (1937) 1. sz. 39. o.




	page 1
	page 2
	page 3
	page 4
	page 5
	page 6
	page 7
	page 8

