SUR LA MAJORABILITE ¢ DES SUITES DE NOMBRES REELS

Par
P. ERDOS (Haifa) et J. KARAMATA (Genéve)
SOMMAIRE: On donne différentes conditions de la majorabllité C d'une

sulte de nombres réels, dont la définition se trouve au § 1, en mentionant
certains cas ou cette notion se présente.

1. Une suite g;, i=1,2,..., est dite majorable-C avec la constante de
majorabilité A, supposée finie, s’il existe une suite A;, i=1,2,..., felle que
a< A, i=12,. .., (1)
et que
n
o, d¢f iEA,--»A, lorsque n-+o0. (2)
n =

Il est clair qu'une suite n’est pas nécessairement majorable-C lors-
qu'elle est bornée-C, ce qui est le cas, par exemple, de la suite a; = (—1)',
i=1,2,3,...; par contre, toute suite bornée supérieurement, ainsi que
toute suite sommable-C est majorable-C. Toutefois, le cas d'une suite
sommable-C vers —oco est a exclure; ainsi la suite

g = —-i pour i#2k,
- { i pour i=2 k=0,1,2,...,
est sommable-C vers — oo, mais n’est pas majorable-C.

Notre but est de donner aux §§ 2 et 3 diverses conditions néces-
saires et suffisantes, portant sur les termes mémes de la suite a; qui as-
surent sa majorabilité C. Au § 4, nous considérons le cas des suites bornées
inférieurement et nous montrons par un exemple, que les conditions ainsi
obtenues ne suffisent pas méme lorsqu’'on a une évaluation de la forme

a,>0(L(n)) ot L(n)-»o0,

quelque lente que soit la croissance de L (n).
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Au § 5, nous montrons le rapport ¢ntre 1a majorabilité C et les condi-
tions de convergence des théorémes tauberiens, tandis qu’au § 6, nous
donnerons quelques théorémes de limite ot la majorabilité C intervient.
Enfin au § 7, il est mis en évidence que la seule propriété arithmétique
dont on a besoin pour déduire de la relation de Tchebychef le théoréme
des nombres premiers, est le fait que la suite A (n) des symboles de von
Mangoldt soit majorable-C avec la constante de majorabilité 2, fait qui
s’obtient facilement de la relation de Selberg [§] (voir aussi [11, p. 66]).

2. Une premire condition qui est équivalente 2 la majorabilité C est
donnée par le théoréme suivant.

THEOREME 1. Pour que la suite a; soit majorable-C il faut et il suffit que
n+tk
Y a;<o(n), pour tout k=o (n), (3)
n41
et que pour fout € >0 et m=(1+¢€)n, on ait
m
A (e) 2/ lim sup 3 Ya<A oo (4)
m,ndx m=n a4l
Dans ce cas A (&), étant non-croissant,
A* 42 lim A (e 5
lim A (¢) ®)

est la plus petite des constantes de majorabilité.

Démonstration. a) Soit ¢; majorable-C; on a d’'une part, d’aprés

(1) et (2),
n+k n+k
2 a; g 2 A“ - (H+k) Op k= NO,=1 (°n+ﬁ_un)+k Oy,
n41 a+1

et puisque

n(6,+s - 6,) +ko,=o0(n) pour tout k=o (n),
la condition (3) se trouve satisfaite.
D’autre part, pour tout m > (1+e)n, on a

1 & 1 = M Gp— 1N G
m—ngl \‘Hm*ﬂ El m-—n
gau"’ L (am_'an)"As
m-n
puisque = < l+1/8.

m-n
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Ainsi
A (e)<<A pour tout >0,
ce qui équivaut a la condition (4).

b) Pour établir que les conditions (3) et (4) sont suffisantes et que
la constante A* donnée par (5) est effectivement la plus petite des con-
stantes de majorabilité, nous allons former une suite A;, i=1,2,..., satis-
faisant aux conditions (1) et (2) avec A=A*,

A cet effet, supposons (4) satisfait et la suite a; non-sommable-C
(dans le cas contraire on aurait trivialement A;=ga;); posons Sp= i1 ;.
Soit n, le plus petit des indices tel que

Sny < A*ng;
un tel a, existe, car si
S, == A*n pour tout n,
et puisque
(4) avec (5) -+ lim sup%g A¥,

la suite a; serait sommable-C, cas qui a été exclu par hypothése. Posons
alors
by=0pour i=1,2,..., n,-1,

et

Sn, + b, = A¥n, .
Soit n, le plus petit des indices pour lequel

Spy + bn, < A*ny,
qui doit exister d’aprés le méme raisonnement, posons

b;j=0 pour i =ny+1,n,+2,...,0,—1,
et
Sng + bny + bug = A¥ny.
En continuant de la sorte on peut former de proche en proche une suite
b; =0 telle que
s,,h e b"l + ...+ b,'* - A'ﬂ*.
avec
b;=0 pour i# n, k=12,....
En posant alors
A,-=a,-+b,-, = 1,2,....
la suite A; ainsi formée satisfait bien a la condition (1). Il reste 2 montrer
que la condition (2) est de méme satisfaite et que pour la suite ainsi
formée A = A*,
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A cet effet posons
Sn s HE A:;
i=n
on aura alors évidemment,

lim infiS,, = A%
n=w N

Supposons par absurde que
lim sup l Sy = A¥+¢, avec ¢ >0,
n=x n

ce qui équivaut a 'existence d’une infinité de m; tels que
S = (A*+ ¢) mj;
soit alors n, le plus grand des n,i=1,2,..., tel que
Ng < Mm;j,
et envisageons les deux cas possibles:
1° Soit en premier lieu

i 9 (6)

Mg
c’'est a dire m; > (1+¢) n,, pour une infinité de m; et de n,, et pour e > 0;
on aura alors pour ces valeurs de m, et m,
Sw, = A%y et S, = (A*+c) m;.
Puisqx_m entre n, et m; tous les b; sont nuls, on a

mj
2 a; = SJI' e Sll* ; (A*"'C)m,‘—A*ﬂk,
ng+ 1

c’est-a-dire, en tenant compte de (4),

1 L) m; 5
_E a; = A +¢ ——>A%+e¢,
mi—ny ﬂ*+l mi— My

A(e) =

ce qui est, pour e suffisamment petit, en contradiction avec (5).
2°, Supposons, en second lieu, que (6) n’est pas satisfait, c’est-a-
dire que

lim =% —0 ; (7
Ny
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dans ce cas

m
Zf a;= S,,,J. — 8y, = (A% +c) mj—A%ny, = cm;
ng+1
ce qui donne, d’aprés (7),
o ies I 2
lim inf— E a_=c,
Mk np+1
et cette derniére inégalité est, en tenant compte de (7), en contradiction
avec I’hypothése (3).
3. Dés lors, de ce théoréme on peut facilement déduire diverses

autres expressions des conditions de la majorabilité C. Ainsi, on en tire
en premier lieu, le théoréme suivant.

THEOREME 2. Pour que la suite a; soit majorable-C, il faut et il suffit
que la condition (3) soit satisfaite et qu'en posant

W (e) 2/ lim sup Max {-—l—ﬁ a,-}, (8)
n=w nn's(l+e)nln gy
on ait
W (e)=0 (e); 9)

dans ce cas, on aura encore
lim W (e)/e=A*.

e=0

Démonstration. En premier lieu, d’aprés I'hypothése (3), la fonc-
tion W (e) définie par (8) reste bornée pour tout € > 0, puisque

n+o(n) n+0(n)
Y ai<o(n) — > a<O0(n), (n-o0)
n+1 n4l1

Car, si cette derniére relation n’avait pas lieu, en particulier si la suite

l n
gn= _E a;
N i1

ne reste pas bornée supérieurement, en posant k=|[gq,], du fait que
2n

2 a; = o a;+ ) ki a
o] n<i=<n+ njk n+njk < i=n+2n/k

une des sommes

it oo+

i

a
n+(k—1)nk < i=2n

1 d i At e = 3
ﬂ+lv-1}n!k<i£n+unfka' evrait étre —>nk =n[q,)

ce qui est en contradiction avec (3). -
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En second lieu, lorsque n' > (1+4ng)n, le fait que I'hypothése (9)
n'est pas satisfaite est en contradiction avec (4), ce qui achéve la démons-

tration.
On peut en outre modifier Iégérement la condition (4) du théoreme 1,

pour obtenir le théoréme suivant.

THEOREME 3. Toute suite a; satisfaisant a la condition (3) sera majo-
rable-C si et seulement si il existe une suite m{n) > n felle que

m(n) ~n, (n-o00),
et que

m
I Y a; <M pour tout n. (10)
m—n gt

Démonstration. a) Soit
my=m(n), mj,,=m(m), j=12,...,
et k déterminé de maniére que
ML ' g, 0 <0< (14+€) n;

on obtient alors, d’apres (10),

n m, My mg n’
Ea,-——-za,-+ gl SR & E a, + Ea;gM(mk—n)—kne,,,
n+1 n+1 my+1 mp—1+1 me+1

ou, d’aprés (3),

1
e,»0 avec — -
n

Ainsi
2
— 2 a;is_ Me+e,,
- a41

ce qui entraine la condition (9).

b) Soit a; majorable-C avec M comme plus pelite constante de
majorabilité; a tout € >0, on peut faire correspondre un m(n) >n tel
que m (n) ~ n et que

1 m(n)

Za,—<M+s pour tout n>>n,.
m—=10a p4i
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En effet, soit pour tout n, f(n)=>n le plus grand nombre tel que

()
Y a; = (f(n)—n) (M+e).
n41
Puisque a; est majorable-C avec M, un tel f(n) existe. Si cetle
inégalité n’'est satisfaile pour gucun m>n on posera f(n)=n; lorsque
t(n) ~n, on peut poser m (n) = 1+f(n) et I'affirmation se trouve démon-

frée. Si
lim sup f(n/n>1,

n=m
on aura
. f(a) >n(1+8)
pour une infinité de valeurs de n; par suite
1 fm) M
f-n =M

pour ces valeurs de n, mais cela contredit I’hypothése que la suite a, est
majorable-C avec la constante de majorabilité M.

4. Dans les trois théorémes énoncés aux paragraphes précédents,
la condition (3) devient superflue, lorsqu’on suppose que la suite a; reste
bornée inférieurement, c’est-a-dire lorsque

a,> - M pour tout n.

On peut, en effet, en remplacant a; par a;+ M, supposer que la suite
envisagée est positive, et dans ce cas, il est clair que la condition (3)
résulte de chaqu’une des frois conditions (4), (9) avec (8), ou bien (10).

Toutefois, lorsque la suite a; ne reste pas bornée inférieurement,
les condifions (4), (9) ou (10) peuvent étre satisfaites sans que cette suite
soit majorable-C, méme si elle satisfait a une condition de la forme

ay > -L (n)l
la fonction L (n) pouvant tendre vers I'infini aussi lentement qu'on le veut.
Pour le voir, il suffit d’envisager une fonction g(x), qui tend vers
l'infini avec x et de supposer, pour plus de simplicité, qu’elle est continue,

croissante, a valeurs entiéres pour x =n entier, que g(n) soit divisible
par n et que

g (n)+1 >(1 +%)g(n), n=1,2,..., avec g(1)=1.
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En posant alors

0 pour i=1,

—k pour g (k) <i<(1+1/k)g(k),

a; = { +k pour (1+1/k)gk) <i<<(142/k)g(k),

—k pour (1+2/k) g (k) < i< (1+3/k) g (k),

0 pour (1+3/k)gk)<<iLgk+1), = (R W —

on voit en premier lieu que

a, > —L (ﬂ) ’
ot L (x) est la fonction inverse de g (x), qui peut croitre aussi lentement
qu’on le veut, pourvu que la croissance de g (x) soit suffisamment rapide.

En second lieu, il est clair que cette suite a; satisfait aux conditions
(4), (9) ou (10); ainsi, par exemple, la condition (10) sera satisfaite avec
M =0, dés que

m(n)=n+[%]~n.

Enfin, la suite a; n’est pas majorable-C. En effet, on a

a; =g (k),
(1+ k) g (k) <i<(1+2/k)g(k)

donc, quelque soit
Al’)“:’l i-= 112$---1

on aura pour une infinité de valeurs de n

n+o(n)
2 A
n+l1

y

AV

M||--

ainsi, aucune des suites A; ne peut étre sommable-C.

5. La majorabilit¢ C se présente dans les théorémes de nature tau-
berienne sous forme de condition de convergence (voir [2]). La série Zu,
étant somable-A, c’est-a-dire

f% S urss, (1), (11

=1
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pour qu’'elle soit convergente, il faut et il suffit, d’aprés Tauber [10], que
%i viy+ 0, (n-00), (12)
=1

et d’aprés Littlewood [5], il suffit que
nu, < M pour tout n. (13)

Or, on peut réunir ces deux conditions et il est facile de voir que la série
= uy sera convergente lorsqu'elle est sommable-A el lorsque la suite

nu, est majorable-C. (14)
En effet, puisque
(14) 1—-» A—=r2f'(r)<Oo(l), (r-1),
(11) et (14) 1= (1=r)f(7~0, (r-1),

on aura

car, d’aprés un lemme de Littlewood [5]
f(ryaset (1—=r2f'(r)<O(l) - (1=n)f(r)~0.

Ainsi la suite nu, est sommable-A et, d’aprés (14), il existe une suite
A, sommable-C telle que

i, < Any 0=1,2,..5,

Par suite, A,—nu, sera de méme sommable-A et, puisque celte suite
est > 0, elle sera sommable-C, car toute suite sommable-A qui est bornée
inférieurement est sommable-C (voir [5] et [1]). Ainsi,

(11) et (14) 1-—» (12),

et d’aprés le théoréme de Tauber, la série Zu, converge.

Pourtant, la condition (14) est contenue dans celle de R. Schmidt
[9]), d’aprés laquelle, la série Tu, sera convergente lorsqu’elle est som-
mable-A et lorsque

n -
lim sup Max {E uv} def w(e)»0, (e-0).
n=ow an'<(l1+¢)nlntl

La majorabilité C de la suite nu, est une condition plus restrictive, car,
d’aprés la condition de R. Schmidt, il suffit que

w(e)»0 avec g,



46 P. Erdos et J. Karamata

tandis que la majorabilité¢ C de la suite nu, exige que
w(e)=0(g), (e-0).
Cela résulte de la condition (9) et de I'inégalité
i‘ u\,g—n— Max {f: vuv},
At n+1a<m<n i
qui se réduit, d'aprés (8) avec nu,=a,, 2
w(e) < W(e).

6. La majorabilité C intervient de méme dans les théorémes de
limite suivants.

THEOREME. Soit a,>0 et majorable-C avec la constante de majorabi-
lit¢ A et soit f(x) bornée supérieurement dans lintervalle (0,1); alors

=1

iim sup~ X, f (i)gAff(r) at, (15)
x=w X n<x X 0

ou ]' désigne lintégrale supérieure de Darboux.

En effet, posons

S(JC) = E a,
n=<x

et soit 0 <0 <1; du fait que a, est majorable-C avec la constante de
majorabilité A, on aura, d’apres le théoréme 2,

M <A(1-9) +&(x) (16)

oit £(x)»0 avec 1/x.

En posant encore

N = [—lg x/Ig 6]
et
B,= sup {f(0)},
ov+1 oY
on aura
1 n 1 n
SRUCE WL
Xn<x x xvgl} Bv+'x§n£0"x : x)
< % B, s(0"x) — s (vt x)

y=10 X
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et, d’aprés (16), en y remplagant x par @'x,

LS. a,f(%)gA f;s, (@ —0+1) + 2”; B, 6 & (x0).

X n<x v=>0 v=>0
Par suite
. 1 n < , _
lim sup — 3 a,,f(—)..gA 3 B, (6 — 0+,
X v

X=o X ﬂéx

et en y faisant 6 » 1 l'affirmation (15) en résulte.

En restant dans le méme ordre d’idées, il y a lieu de mentioner
encore un certain nombre de théorémes relatifs a la limite des expressions
de la forme

1
e E a, f (HIX) .
X n<x

Ces expressions ont déja été étudiées a plusieurs reprises, en parti-
culier par G. P6lya [6], sous leur forme la plus générale. Toutefois, le cas
particulier envisagé permet certaines versions intéressantes en soi, qui sont
les suivantes,

a. Pour que la limite

lim ~ 3 a,f (a/x) a7

x=0c X n1<x
existe pour toute fonction f(f) & variation bornée dans l'intervale (0,1), il
faut et il suffit que la suite @, soit sommable-C.
Ce fait est une conséquence immédiate de la relation

1S o fm- R [f("—tl)—f(i)}

X n<x
ol I'on a supposé que

f()=0 pour t>1,
et ot I'on a posé

n
c,,=—l—za*=a +0(l), (n+).
n k=1

b. Pour que la limite (17) existe pour toute fonction f(f) continue
dans lintervalle (0,1), il faut et il suffit que la suite a, soit sommable-C
et que la suite | a,| soit bornée-C.
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c. Pour que la limite (17) existe pour toute fonction f (f) intégrable-R
dans lintervalle (0,1) il faut et il suffit que la suite @, soit sommable-C et
que pour tout

UL g g L, i=1,2,0.0, 0,
en posant

k
8= E (ﬁ:“ C(,-),
i=l1
on ait

: 1 K
lul'l_s:p = E > |a,|+0 lorsque &-0. (18)
= =1 xa; < n<<xPy

Les affirmations sous b&. et c¢. sont contenues dans les énoncés
genéraux de Polya [6].

Toutefois, il est a remarquer que, lorsque |a,| est sommable-C ou
majorable-C, la condition (18) se irouve satisfaite. Car, la condition (18)
est évidlemment remplie lorsque pour tout ; >0, i=1,2,..., &,

k k
W*E)=>0 avec E €,
=1 i=1

i

ol

w*(s)=limsupi > | @],
x=w X xZn<(1+e)x
et cette derniére condition est satisfaite lorsque la suite |a,| satisfait 2 la
condition (9).

Ainsi la suite a, étant sommable-C, la majorabilité C de la suite
|a,| est une condition suffisante pour que (17) existe pour toute fonction
f (t) intégrable-R dans (0,1).

Ce fait peut d’ailleurs étre établi d’une manitre directe trés simple,
comme suit.

A toute fonction f(f) intégrable-R dans (0,1), on peut faire corres-
poudre deux polynomes p (f) et P (t) tels que

pOOSIOSPM, 0K,
et

f{P(r)—p(r);drg :,
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quelque soit € > 0. Ceci posé, désignons par A, la sunite qui majore |a,|
et qui est sommable-C vers A; alors on aura

| Z et @ -p @l | <5 T lanl(0i0)-p /) <
<o Z AP (0x)-p (/x)} =
n<x

<A f{P(r)—p(rn dt+o(1) <
0

<Ae+o(l), (x+00),
et puisque

e E a,,f(n/x)m‘ E ﬂnp("/x)+ o zxﬂu{f(ﬂ/x)‘P(ﬂ/x)l =

X n<x
- ﬂfp(f)dH; T a{f(/x)-p@/x)} + o (1),
n<x
la suite a, étant supposée sommable-C vers a, I'affirmation en est immédiate.

Une autre condition suffisante pour 'existence de la limite (17) pour
tout f intégrable-R est donnée par
2|an|!"—0(x), p>1, (x- ),
n=x
qui est une conséquence de (18), puisque d’aprés I'inégalité de Hoélder,
1 &

;gxa1<§5_xﬁ;|a"!g(énﬁxlau[p) (;(B ul))

ot 1/p+1fg=1.
Enfin, des théorémes analogues relatifs aux sommes d’Abel ot été
établis par A. G. Postnikov [7]

7. Pour montrer enfin comment la majorabilité C se présente dans
la démonstration du théoréme des nombres premiers, remarquons que,
f(n) étant une fonction arithmétique, tout théoréme qui donne le com-
portement asymptotique de

F (x) Jﬂzxf(n), (19)
connaissant celui de <
G (x) anxf(n)[ ] (20)

Publications de I'lnstitut Mathématique 4
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peut conduire au théoréme des nombres premiers; il suifit, par exemple,
de prendre pour f(n) les symboles de von Mangoldt, c’est-a-dire de poser
0 pourn=1,
f()=A(n)={ lg p pour n=p%, a=123,...,

0 pour n # p*, p nombre premier,

et d’envisager la relation de Tchebychef

n-..xA(H)I: ] E Ign.

n=x

Ainsi, Landau [4] a montré que
G(x)= Axlg x+Bx+g(x),

avec
g(x) = O (w(x)), w(x) monotone et J-w()di <

entraine
F(x) ~Ax, (x-00).

Toutefois, sa démonstration repose sur la relation

2 p(n)=o(x)

n=x

qui est équivalente au théoréme des nombres premiers, les p(n) étant les
symboles de Moébius.

Or, on peut établir un théoréme analogue en ne faisant appel qu’au
fait que la suite A (n) est majorable-C, avec la constante de majorabilité 2.
Ce théoreme, qui a le caractére des théorémes taubériens, s’énonce
comme suit.

Soit F (x) et G (x) définis par (19) et (20); de la relafion
G (x) = Ax lg x+Bx+Cx/lg x+o (x/lg x), (x -+ o0),

il résulte que
F(x)~Ax, (x- ),

toutes les fois que
f(m)>-M, n=1,2,3,..
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La démonstration de ce théoréme fera I'objet d’'un autre article; nous
nous bornerons ici 2 montrer que la suite A (n) est majorable-C, avec la
constante de majorabilité 2.

A cet effet, considérons la relation (de Selberg)

A@ignt T ADA(d) = Tp(d) lg*—,

d|n dn

qui est une conséquence de I'indentité

(Ee(E -5

Puisque A (n) =0, il s’en suit que

1
A(n)g]—g;zp(d)lg%zu,.

d|n

Ainsi, pour démontrer que la suite A (n) est majorable-C avec la
constante de majorabilité 2, il suffit de montrer que

L a g s
X n<x
Or, en posant

Ux) % T Zp(d rg=§,

n<xd|
on aura
x x
- [, fo0,
n<x ! g gx : g
et puisque

Ux)=2xlgx+0(x), (x- o),
I’affirmation en résulte.

Quant & cette derniére relation, elle est une conséquence immédiate de

U= 3 p(n) Ty (x/n),

nsx

Ty(x) & 3 lgtn,

n=sx

ol
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et des évaluations élémentaires (voir [3]):
T,(x) =xlg*x-2x1g x+2x+0 (g2 x),

> n_@(]gi‘_)t 21g x+0 (1),

n=s=x n
ngxp,(,n)‘gi =0(1),
n§x¥= 2 1)

et
§ lg* = =0(x), (x+o0).

(Regu le 25 décembre 1955)
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