PONTOK ELHELYEZESE EGY TARTOMANYBAN
ERDOS PAL és FEJES TOTH LASZLO

Hogyan kell egy végesben fekvd, zart tartomdnyban n pontot tigy elhe-
lyezni, hogy minden pont lehetdleg tavol keriiljon a tobbitdl, vagyis ponto-
sabban gy, hogy a pontok kozt fellépd minimélis tavolsag maximalis legyen?
Erre a kérdésre vonatkozik A. THUE [1] kovetkezd tétele: Ragadjuk ki egy
egységnyi oldalhossziisagt szabalyos haromszogracs végesszami haromszogét.
Ha ezek (hatdraikat is tekintetbe véve) egyiittesen n racspontot tartalmaznak,
akkor a haromszogek altal boritott zart sikrészen fekvé barmely n pont koziil
mindig kivilaszthaté két olyan, amelyek tdvolsiga = 1. Ha az n pont koziil
nem mind racspont, akkor a ,=*“ jel a ,<* jellel helyettesithetd.

Ez a tétel csupan specidlis esetek- '
ben oldja meg a fenti problémat, de \
felvildgositast ad az extremadlis pont-
rendszer aszimptotikus viselkedésérdl
n-nek nagy €rtékére: ha d, jelenti egy
T teriiletii, végesben fekvd zart tarto-
many n pontja kozt fellépd minimalis
tavolsag maximumat, akkor [2]
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Durvan kifejezve, nagy pontszam esetén
a pontokat egy szabalyos haromszogracs rdcspontjaiba kell helyezni.

Egyikiink [3] még régebben felvetette azt a kérdést, miként kell elhe-
lyezni a pontokat gy, hogy a pontokat Osszekotd legrovidebb tortvonal hosz-
sza maximdlis legyen. Ezt a maximumot L,-nel jeldlve, kimondotta azt a
sejtést, hogy -
(2) lim L_- =]/ £

wsa V0 /'3

Ez azt jelentené, hogy nagy pontszam esetén ez a probléma is az egyenlo-
oldalii haromszogracshoz vezet.
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Ezzel a problémdval VERBLUNSKY [4] és tijabban Few [5] foglalkozott.
A probléma teljes elintézése azonban nehéznek latszik, s igy felmeriil az a
kérdés, kimondhatd-e legalabb valamilyen (2)-nél kevesebbet mondo, de (1)-et
tartalmazo llitas. Ilyen allitdst tartalmaz a kovetkezo '

TETEL: Legyen P, ..., P, egy sikbeli, Jordan-féle értelemben mérhets, T
mértéki, zdrt ponthalmaz n pontja és I, a P; pont tdvolsiga a hozzd leg-

kozelebb fekvd pontfol. Keépezziik az L+ -+ 1, Osszeget és vizsgdljuk ennek
S, maximumdt, amidén a pontok szabadon vdltoznak a ponthalmazon. Akkor
e .."_" )
®) lim e — |/ 2T
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Mindenekel6tt ezt a tételt bizonyitjuk be, majd az el6zbkkel kapcsola-
tos néhany tovabbi kérdést emlitiink.

Tételiink kovetkezik az alabbi ismert [6] tételbdl, amelyet azonban itt
teljesseg kedvéért bebizonyitunk: egy ¢ teriileti négyzetben * fekvd, egymdasba
nem nyuald n koér r, .. .,r, sugara mindig kielégiti az

(4) | {ryb i IHqu
egyenlitlenséget.

Jeloljiik a koroket K, ..., K.-nel és tekintsiik a négyzetnek €s azoknak
a K-t tartalmazd félsikoknak kozos
részét, amelyeket K -nek a tobbi korrel
vett hatvanyvonalai hataroinak. Ez nyil-
vanvaldan egy K-t tartalmazo konvex
H: sokszbg, amelynek teriiletét is H;-vel
jeloljik. Amde H; tigy is definilhato,
mint a négyzet azon pontjainak hal-
maza, amelyeknek a K, korre vonat-
kozé hatvdnya nem nagyobb, mint a
tobbi korre vonatkozo hatvdnya. Innen
kittinik, hogy a H,,..., H, sokszog
hézagmentesen és egyrétiien lefedi a
négyzetet. H; oldalszamat p;-vel jeldlve
és figyelembe véve, hogy egy kort tar-
talmaz6 adott oldalszdmu  sokszogek
koziil a koriilirt szabalyos sokszdg tertilete a legkisebb:

' H; = Flr, ),

2. dbra

* Négyzet helyett vehetiink barmely, legfeljebb hat oldali konvex sokszoget. Szaba-
lyos 6-szig és egyetlen beirt kir esetén azonban (4)-ben egyenldség all.
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ahol
, F(x,y)=x'ytg ;T
Kimutatjuk, hogy a kétvaltozos F(x,y) fiiggvény az y = 3 félsikon kon-
vex. Bevezetve a g(y)= ytg— jelolést, a F=x’g(y) fiiggvény konvexitasa-
sanak feltétele, F..,>0 nyllvanvalé teljesiilése miatt
FoFy—F2,—2x(gg" —2¢") =0

vagyis gg”’ = 2g’* Mivel azonban y = 3-ra (s6t mar y> 2-re is) ¢ >0 és

o] sin -23-—'1
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g==—7>2 <o
y cos®
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27" sin ;
gﬂ — = -5 0;
¥* cos’ 7

i PPN o Y
azért a konvexitas feltétele igy is irhatd: ( oo ] +g' =0, azaz ycos-)—)—

Egg 4
ISI“ —'_ J-' S]l’l : = 0.

A z=:y helyettesitést a]kalmazvd ki kell tehat mutatnunk, hogy

5mz—|———q1n2z——1 =0, O0<z= %
Amde
1 g2 - ) 227
sin z |——s1n 2z—1>sinz- 2?(‘22—?-/]—1«——51112——7.

Mivel pedig a jobboldali fiiggvény z— :1/3-ra még pozitiv, azért (a sinz €s '
a z* fiiggvény egyszerii tulajdonsdgai miatt) O0<z< 7/3-ra is az. Ezzel
F(x, y) konvexitasat kimutattuk. _
Felhasznaljuk most még az Euler-féle poliédertételnek azt az egyszeri

folyoményat, hogy

15 .

= pi<b,
valamint azt, hogy g’ <0 kovetkeztében F(x,y) y-nak monoton fogyo fiigg-
vénye. E tények és a konvex fiiggvényekre vonatkozé Jensen-féle egyenlt-
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lenség figyelembevételével nyerjiik a bizonyitandoé (4)-es egyenlitlenséget:

=2 Hi= 2 Flr, p) = | ke, p1+---+pf.]->

n
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Ezutan raterﬁnk (3) bizonyitasara.
A szabélyos haromszogracs példajara tamaszkodva nem nehéz megmu-
tatni, hogy egy T bels6 mértékkel bird ponthalmazra

ST 8
oo fn V)3

Azt fogjuk ezért csak kimutatni, hogy barmely 7 kiilsé jordan-mértékii pont-

halmazra
e Su l’rz_T
lim—= || —.
o |n /3

Ezt elészor egy b oldali négyzetre mutatjuk ki. irjunk P; koré a hozza
legkozelebb esdé pont [; tdvolsdgdnak felével, mint sugirral, egy K, kort.
Nyilvanvalo, hogy a K, ..., K, korok nem hatolhatnak egymasba, mert ha
K; K;-be hatolna és, mondjuk, /; =/; lenne, akkor P:P;</; lenne, s igy [;
nem lehetne a P;-hez legkdzelebb esé pont tavolsaga.

Legyen & egy tetszés szerinti pozitiv szdm és tekintsiik a négyzetiinkkel
koncentrikus, hasonlé helyzetli b 2¢ oldalt négyzetbdl kinytlé koroket.
Ezek sugara >¢, s igy szamuk egy n-t0l fiiggetlen & korlat alatt marad.
Masrészt nyilvanvaléan valamennyi /; = |26, s igy (4) miatt n > k-ra

k) (04 2¢) |

f1+---+z.‘«:2] = 1 k)26.
/12
Ezért a
fim S ]’ 2 (b+24),
"= n |,n l.’3
vagyis, & tetszésszerinti volta miatt
Tm S < ]f 2
o n V
Masképp kifejezve : létezik egy olyan 2/J3-hoz tarté ¢,c.,... szamsorozat,
hogy
5) S.=e.nb.

Az 4ltaldnos eset bizonyitdsahoz boritsuk le ponthalmazunkat végesszami,
mondjuk m egymasba nem nyuld ¢, ..., g, teriiletli négyzettel. A tobb négy-
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zet kozis hatdrdra esé P; pontokat valamelyik négyzethez szamitva, legyen
az i-edik négyzethez tartozo pontok szdma k; és a kérdéses tavolsagosszeg-
nek ezekre a pontokra vonatkozo ertéke s;. Nyilvanvalo, hogy az egész pont-

rendszerre vonatkozo tavolsagosszeg [+ --- + 1, =8+ - +8.. Masrészt (5),
illetbleg a Schwarz-féle egyenlOtlenség miatt
st Fsm=Venkqt oo Ve Kagu =V ekt Crkn Vi -+ G
Ezért
h-fossply 1..-"6:.-,/f1 e i Ko
IE = kl _|_ .. +ku| 1@ 1 +-?m,
és tekintettel a kinnyen belathato™
. CJ’ k + “I‘f‘? L . 2 '
lim =lime, =-——=
o ){f_ T o ‘T‘km Y- ]3
egyenloségre
lim S 3
ol L L

Mivel azonban a négyzeteket tigy valaszthatjuk, hogy teriiletdsszegiik tetszés-
szerinti kevéssel Iépje tal ponthalmazunk mértékét, azért tételiink bizonyitasat
a fenti egyenlitlenséggel befejeztiik.

Jelentse I/ a P; ponthoz legkizelebb esd két pont tdvolsaganak szamtani |
kozepét és legyen S;=max(li+---+1[). Meg lehetne kisérelni a
| .I §
relacié bizonyitdsat, amely dltalanositdsa volna (3)-nak, de még mindig keve-
sebbet mondana (2)-nél.

Felvethet6 a kovetkezé probléma is [7]: Jelentse L; az n pont koziil
k pontot Gsszekotd legrovidebb tortvonal maximumat. Igaz-e az, hogy

2T
E1£1;[ nL = (k 1)1 T,-3
Ez a kérdés még k= 3-ra sincs eldontve. k— 2-re (1) igenlé valaszt ad.
Tekintsiik most az n pont altal meghatarozott haromszogek kozill a mi-
nimalis keriiletti haromszog keriiletének 4, maximumat. 4, aszimptotikus visel-
kedésének kérdése mar nem vezet a szabalyos haromszogracshoz, amennyiben

* Legyen lim ¢, =c, max |c, —c|—M 4 egy tetszés szerinti pozitiv szam és N egy
T s p
olyan pozitiv szdm, hogy minden N-nél nagyobb n indexre |¢,—c <4 teljesiiljon. Akkor
Cp oy + o K |! e, —elky Ao, —c'k,  MNm
cl| = -

x atd i ku: - kl e kur =3 kl ra km
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egy olyan téglalapracs, amelyben a téglalap oldalai 4:3 ardnyban vannak,
jobb pontelhelyezést ad. Ezt a téglalapot az jellemzi, hogy a harom csticsa
altal meghatarozott haromszog keriilefe megegyezik a rovidebb oldal mentén
fekvl harom egymasutan kovetkezd racspont altal meghatarozott elfajult harom-
szog keriiletével, vagyis a rovidebb oldal hosszanak 4-szeresével. Ez a példa
mutatja, hogy

limlnd, =)12T.

A jobboldali ]-’Eﬂlandé_ga!éban nagyobb a szabdlyos haromszogracs altal
szolgaltatott 3213 =16]'3 értéknél. Vajon fennall a
lim|nd,—=112T
relacio ?
HEILBRONN vetette fel azt a kérdést, mi mondhato ki egy egységnégyzetben
fekvé n pont altal meghatdrozott minimalis teriiletii haromszog teriiletének

¢, maximumarol. Kimondotta sejtésként, hogy talalhato olyan C alland6, hogy
t, < C/n®. ROTH [8] kimutatta olyan két C" és C’" allandd létezését, hogy

Cl! ) C!!

T t,- R T e———

n* n|'log logn
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DISTRIBUTION OF POINTS IN A DOMAIN
By P. Erpés and L. Fejes Totn

Let D be a closed, bounded domain of area 1, and let Py,..., P, be n points in D.
Denote by d. the minimum distance of P; from the other points and by S, the maximum
of d, 4 -+ d,, taken over all possible positions of Py,..., P, in D. We prove that

lim S}/n=2/}3.
Fl== D

This result connects with an old theorem of Tuue and a recent result of Few. It fol-
lows easily from the following theorem of Fejes Tortn: If there are given n non overlap-
ping circles of radii ry,...,r,, all contained in a unit square, then (ry 4.+ rp<n/Viz.
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