
Megiegyzksek K&&i Tamis egy dolgozatdhoz 

ERD~S PhL 

TURAN vetette fel a kijvetkezii k&d&t: Letezik-e oly f(z) egesz 
ftiggveny, amelynel -az 

f(z), f’@)> f”(4 - * - 
fiiggvenyek gyiikeinek egyesitett halmaza mindentitt s&ii az egesz 
sikon? 

KGvARI’ e kerdbre igenloen vtilaszolt. A kovetkezijkben nb 
hany ehhez kapcsolodb k&d&se1 ohajtok foglalkozni. 

Legyen z,, z~, . . . komplex szhmok tetszeleges sorozata. El&- 
sorban bebizonyitjuk, hogy !Ctezik oly f(z) egQz fiiggveny 6s 
n, -c-n, < --. sorozat, hogy f@@(zt) =0, k = 1, 2, . . . . Ezzel ter- 
meszetesen K~VARI tetelere tij bizonyitdst adtunk. 

Legyen n, = 2”---1, I = 1, 2, . . . . Nyilvtin 

0) nz > rzl$-ff?$- 1-G +t2~1+f-l. 
Legyen marmost 

ahol a cc. konstansok oly gyorsan tartanak 0-hoz, hogy f(z) e&z 
ftiggveny legyen (a cz szamok ily valaszttisa nyilvan lehetseges). 
Kijnnyii belatni mirmost, hogy f’““&.) = 0. Ugyanis 

1 Mat. Lapok VII (1956), 106-107. 
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(1) miatt f&) nb.-a$ik differencitilhrinyadosa identikusan 0, $,‘~)(z) 
nk-adik differencitilh8nyadosa viszont 0 a zk helyen Cs ezzel tCteA 
Ii&k be van bizonyitva. 

Most a kBvetkez6 Erlesebb Welt bizonyitjuk be: 
Legyen z,, z,, . ‘. 

tovdbba n, < fzs < * * * 
komplex szzimok tetszdleges sorozata. Legyen 

eg&z sztimok tetszdleges sorozata, melynek 
komplementer sorozata m, < m, < .a. v&telen. Akkor Mezik oly 
f(z) egksz fiiggveny, melyre f’*k’(z,) = 0, k = 1,2, . . . . . 

JelBlje ugyanis gE(z) azon legfeljebb ml-edfokti poli&mot, 
meiyre 

f3) gfQ(zi) = 0, ha ni < mr 

4s mely nem identikusan 0. NyilGn ily polin6m Etezik, minthogy 
a (3) alatti feltetelek ml ---I homogen linearis egyenletrendszert 
adnak ml + 1 ismeretlennel, s ermek mindig van nem trivifilis 
megold&. Legyen mPrmost 

ahol a cI konstansok 6gy lettek vhlasztva, hogy f(z) egCsz fiigg- 
v&y. K0nnyti belhtni, hogy f”“7L’(z,C) = 0, k= 1, 2, . . . . Legyen 
ugyanis 

q-l; 

(AZ $41 kisebb m-ek szama a-k,) Legyen m, a legnagyobb 
m, meiy nl,-n8f kisebb, s= nk-- k. Akkor nyilv&n fkz I(Z) Iegfeljebb 
m,-edfokti 6s my < nsr teh&t f$(zl;>=O. (3) miatt viszont 
f,?$(z,:)=O, s ezzel Meltink be van bizonyitva. 

Ha az rnk sorozat tires vagy vt!ges, Qy e bizonyit& nyilvan 
nem CrvCnyes - azonban a We1 sem igaz, mert mint GONCSAR~FF’ 
egy t&elCbBl kBvetkezik, nem mindig van oly identikusan 0 egCsz 
fiiggveny, melyre f(+L)(zll) =0 (mCg akkor sem, ha a z,-k mind 

2 Rechecches sur les d&v6essuccessives des fonctians analytiques etc‘ 
Annales Sci YEcole Normale 47 (1930), l-78. GONCSAROFF e cikkCben tijbbek 
kBzijtt a kiivetkezd t&telt bizonyitja be: Legyen ,f(z) regularis a 0 pont kbr- 

nyezett!ben, tovhbb& f(n)&) = 0, n = 1,2, . , ., f,, --+ 0 6s 2 1 z,+~--z?~ I< DC, 
?&=I 

Akkor f(z) 3 0. L&d tovAbb& ERWE, 
Math. VII (1956) 55-B. 

Eine Interpolationsaufgabe, Archiv. der 
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ktilonbozok). R~NYI ’ es en nemreg bebizonyitottuk, hogy ha z,, 
jelenti~f(7”)(z) = 0 abszohit Crtekre n&we legkisebb gybket, akkor 

(4) lim sup n[z,,l = w, 
ami persze mutatja, hogy a z,,-eket nem lehet tefszijlegesen elB- 
fmi. R&wve13 azt is kimutattuk, hogy (4) bizonyos szempontbol 
nem Clesitheto, azaz ha A,, -+ bo, Ktezik oly z,, sorozat es egy 
nem identikusan eltiind f(z) egbz ftiggvCny, melyre nJzPt I< A,, 
cs f’“‘(Z,,) = 0. 

ERWE’ cikkeben emliti azon k&d&t, mi a sznkseges es eleg- 
seges feltetele annak, hogy letezzek oly f(z) egesz fiiggveny, melyre 
f”‘(2,) - 0, n = 1,2, . . .? Erre egyelore nem tudok vAlaszolnii 
csak a kovetkezb trivialis megjegyzest szeretnem tenni: Ha a ,zn 
sorozatnak nines a vegesben sfiriisddesi helye, rigy ily f(z) mindig 
letezik. Legyan ugyanis f(z) azon egesz fiiggvenyek valamelyike, 
melynek a a, helyen (n + I)-edrendu gybke van n = 1,2, . . . ese- 
ten. Nyilvan J+)(z,J = 0 minden n-re. 

Most mCg ket problem&t szeretnek megemliteni, melyeknek- 
egyiket sem tudom megoldani. 

1. L&ezik-e oly f(z) egesz fiiggveny, mely a klivetkez6 tulaj- 
donseggal bir: Legyen nl < n, < 1. - tetszaleges vegtelen sorozat, 
.akkor az f’““‘(z) =0 gyokeinek egyesitesi halmaza mindentitt s3rf.i 
az egesz sikon? Kbnnyt’r bel&i, hogy ily fiiggveny akkor es csak 
akkor Ietezik, ha minden iz-zOl < Y kijrhaz van oly n,= n,(z,,, I-), 
bogy minden n > nO-ra p)(z) = 0-nak van gyoke a / z-zzo) < I 
korben. 

2. Legyen ii,, f-IS,. . . halmazok tetszbleges vegtelen sorozata. 
Tegytik fel, hogy egyetlen I%-nak sines a vegesben siirWd6si. 
.pontja, LCtezik-e oly f(z) egesz fiiggveny es nl < nl < wd s sorozat, 
hogy az $“I;)@) = 0 gyBkeinek halmaza tartalmazza F&-t mihden 
k-ra? Konnyii bekitni, bogy ha a HI< halmazok mind vegesek, ak- 
kor ily f(z) lktezik. 

3AMEYAHWl B CB93U C OaHOiir PABOTOfi T. HifBAPH 
R. 3pJlm 

&'CTb Zi,Z,, . . . WTb nm6aa IlOCJIe~OBaTenbHOCtb KOMITJleKCH61X WfCeIl,a 
n, < n2 < . . - nmQan 6ecKonernafl noCneAoBaTenbnOCTb,Rononnll~nbHaFI K m- 
~opol Tame Qectroxewa. ABTOP ~oKasbmaeT, YT~ cytqecmya Tak'aSf qenaR 

2 RBNYlvel va16 cikkiink riividesen megjelenik az Acta Math. Hungarica-bah. 
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C$yH"i@l% f(Z), YTO f'"~+'~)= 0 np&i k= $2, i.. / CTaBRTCFi CfieAyIOqlle J&e 

npo6nehsbI: 1. nycrb aI, Hz, . . s -ecTb GecxoHeqHau nocJre~oBaTenhHocTb MHO- 
McTB. Ho 0~~0 ~3 EiJc He smeer IC~R&~H~IX ToqeIi cnyrqeaae. Roxa3a-rb, w0 

rmcerna CyqeCTByeT nocnego5aTenbnocTb HaTypanbnblx A1 < no_ < . . . M qeenasr 
(BYHK~HU f(z) Tame, wo KOPHH f("kj(t)=O co&epmaT H, npu k=l,2,.... 
2. flOK33aTb, YTO CyueCTByeT TaKaR W?JIaR ~@yHKwR f(Z), YTO MR BCeX poCne- 

AOBaTeJIbHOcTe% i?, < n, < * f * COe~HHeHHe MHOleCTB KOpHeki f@“)(Z) = 0, 
BCloJQ’ IWOTHO Ha nJIOCKOCTII. 

REMARKS ON A PAPER OF T. K&‘&i 

by P. ERD& 

Let .zl,zg, . . . be an arbitrary sequence of complex numbers and 
n, < rl2 < *-- an arbitrary infinite sequence whose complement 
is infinite. The author proves that there exists an entire function (2) so that “r 

sequence 

f”k)(zk)=O for k=l,2, . . . . 

The following two problems are raised:‘l. Let HI, H,, . . . be an infi- 
nite sequence of sets. No HIc has a finite limit point. Does there always exist 

a sequence of integers n, < n2 < e . s and an entire function f(z) so that the 
roots of f@“)(z) = 0 contains I& for k = 1,2, . . . . 2. Does there exist an 

entire function &), so that for every sequence n, < n2 < . . . the union of the 

set of all the roots of f’““)(z) =0 is everywhere dense in the plane. 


