Megijegyzések Kéviri Tamds egy dolgozatihoz

Erpds PAL

TURAN vetette fel a kovetkezd kérdést: Létezik-e oly f(2) egész
fiiggvény, amelynél-az

f@, f'@, 1@, ...
fiiggvények gybkeinek cgyesitett halmaza mindeniitt siirii az egész
sikon?

KOVARI ' e kérdésre igenlen valaszolt. A kovetkezbkben né-
hany ehhez kapcsoldd6 kérdéssel Ohajiok foglalkozni.

Legyen 2z, z,,... komplex szamok tetszdleges sorozata. Elst-
sorban hebizonyitjuk, hogy Iétezik oly f(z) egész fiiggvény és
n <n,<--- sorozat, hogy f™(2)=0, k=1,2,.... Ezzel ter-
meszetesen KOVARI tételére Gj bizonyitast adtunk.

Legyen n=2'—1,/=1,2,.... Nyilvan

(1) > oo g+ I—1.
Legyen marmost

[+] I
2 f(@)— ;1“ o [T e—2)",

ahol a ¢ konstansok oly gyorsan tartanak O-hoz, hogy f(z) egész
fiiggvény legyen (a ¢ szamok ily valasztisa nyilvan lehetséges).
Konnyit belatni marmost, hogy f"#(z,)=0. Ugyanis

[ =f11(2) + fe2(2), fu1 () = %’1 r ;Q z— Zg)nﬁl,
fi2()= é;c; g(z_zs)nﬁ..

1 Mat, Lapok VII (1956), 106—107.
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(1) miatt fi(2) m-adik differencialhdnyadosa identikusan 0, ,}:‘;’(2)
m.-adik differencidlhdnyadosa viszont O a z: helyen és ezzel téte-
liilnk be van bizonyitva.

Most a kdvetkezd élesebb tételt bizonyitjuk be:

Legyen z,, z;, ... komplex szdmok tetszleges sorozata. Legyen
tovabbd n, <m <--- egész szdmok tetszéleges sorozata, melynek
komplementer sorozata m, <m, < --. végtelen. Akkor létezik oly
f(2) egész fiiggvény, melyre f*%(2)—0, k=1,2,....

Jeldlje ugyanis g:(z) azon legfeljebb m;-edfoki polinémot,
melyre
3) g"iNz)=0, ha n.<m

¢s mely nem identikusan O. Nyilvan ily poliném iétezik, minthogy
a (3) alatti feltételek m;—! homogén linedris egyenletrendszert
adnak m+1 ismeretlennel, s ennek mindig van nem trividlis
megoldisa. Legyen marmost

@)=z

ahol a ¢, konstansok tgy lettek vélasztva, hogy f(2) egész fiigg-
vény. Konnyii belatni, hogy f™?(2)=0, k=1,2,... . Legyen
ugyanis
vsk—?s'
J@) = fr1 @)+ fe,2(2), fu,1(2) = ;; cigi(2) -+ Zk: Fc;g;(z).
= ﬂk‘ £,
(Az n,-ndl kisebb m-ek szama mi—k.) Legyen m, a legnagyobb
m, mely n-ndl kisebb, s==m—#k. Akkor nyilvan f. 1(2) legfeljebb
m-edfoki és m,<m, tehat f"P(z)=0. (3) miatt viszont
fo(2)=0, s ezzel tételiink be van bizonyitva.
Ha az my sorozat iires vagy véges, tigy e bizonyitds nyilvan
nem érvényes — azonban a tétel sem igaz, mert mint GONCSAROFF *
egy tételébdl kovetkezik, nem mindig van oly identikusan O egész
fiiggvény, melyre f®)(z,)=—0 (még akkor sem, ha a z,-k mind

? Recherches sur les dérivées successives des fonctions analytiques etc
Annales Sci 'Ecole Normale 47 (1930), 1—78. Goncsarorr e cikkében tébbek
kOzOtt a kovetkezd tételt bizonyitja be: Legyen f(z) reguldris a O pont kor-

o

nyezetében, tovabba f(z,) =0, n=1,2,...,2, >0 és D'|2,,;—7,|<oc

=]
Akkor 6(2)50. Lasd tovibba Erwe, Eine Interpolaﬁonsatfgabe, Archiv. der
Math. VII (1956) 55—58.
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kiilonbozok). RENvi® és én nemrég bebizonyitottuk, hogy ha z,
jelenti f®)(2) =0 abszoliat értékre nézve legkisebb gyoket, akkor
) lim sup n|z,| = oo,

ami persze mutatja, hogy a z.-eket nem lehet tetszdlegesen elo-
irni. RENvivel® azt is kimutattuk, hogy (4) bizonyos szempontbol
nem élesithetd, azaz ha A,.— oo, létezik oly z, sorozat és egj
nem identikusan eltind f(z) egész fiiggvény, melyre n|z.|< A,
és f0)(z,)=0.

ERWE® cikkében emliti azon kérdést, mi a sziikséges és elég-
séges feltétele annak, hogg létezzék oly f(z) egész fiiggvény, melyre
SO2)==0, n=1,2,...7 Erre egyelére nem tudok valaszolni,
csak a kovetkez6 ftrividlis megjegyzést szeretném tenni: Ha a 2,
sorozatnak nincs a végesben siirtisddési helye, agy ily f(z) mindig
létezik. Legyen ugyanis f(z) azon egész fliggvények valamelyike,
melynek a z, helyen (n+ 1)-edrendii gyoke van n—=1,2,... ese-
tén. Nyilvdn f®(2,) =0 minden n-re.

Most még két problémat szeretnék megemliteni, melyeknek -
egyikét sem tudom megoldani.

1. Létezik-e oly f(z) egész fiiggvény, mely a kovetkezd tulaj-
donsaggal bir: Legyen n, <n,< .- tetszbleges végtelen sorozat,
akkor az f"P(2) —0 gyokeinek egyesitési halmaza mindeniitt siir(i
az egész sikon? Konnyii belatni, hogy ily fiiggvény akkor és csak
akkor létezik, ha minden |z—z| < r korhSz van oly n,= n.(z,, 1),
hogy minden n>ng-ra f@(z)=0-nak van gydke a |z—z2,|<r
korben.

2. Legyen H,, H,,... halmazok tetszéleges végtelen sorozata.
Tegylik fel, hogy egyetlen H.-nak sincs a végesben sfirlisddési
pontja. Létezik-e oly f(2) egész fiiggvény és n, <, < --- sorozat,
hogy az f"¥(z) =0 gyokeinek halmaza tartalmazza H,-t minden
k-ra? Konnyii belatni, hogy ha a H. halmazok mind végesek, ak-
kor ily f(z) létezik.

3AMEYAHUS B CBSI3U C OLHOW PABOTOM T. KEBAPU
1. Jpnéwm
Mycty 24, 29, ... €CTh A100aA NOCAELOBATENbHOCTE KOMIVIEKCHBIX YHCEI, &
< g < -+ mobas GecKOHeuHast NOCTIeR0BaTeNbHOCTD, IONONHATENLHASN K KO-
TOpO# Taxwe GeckOHeYHA. ABTOpP JAOKASHIBAET, 4TO CYLWIECTBYET Takas uenasd

3 Reénvivel valo cikkiink rdvidesen megjelenik az Acta Math. Hungarica-ban.
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dynsuus f(2), uro fK(2,) =0 npn k=1,2,.... Crasdrcs Crefyioume fse
npoGnemst: 1. Iycre Hy, H,, ... ecTs GecKoHeYHasi NOCIEN0BATENLHOCTE MHO-
wects, Ho oo w3 H), He MMEeT KOBEYRBIX TOuYEK Ciywmienws. [JokasaTts, 4T0

BCErna CyMECTRYeT MOCAEM0BATENbHOCTE HATYPaJbHBIX Ty < ng < --- W Uenas
dynxaus f(z) Taxue, uro xopuu O (z) =0 copepwar H, npu k=1,2,....
2. lokasaTh, YTO CyulecTByeT Taxas nenas Qyrxums f(z), yto pns scex pocae-

KOBATENBHOCTEH 73y < flg < +++ COENUHEHHE MHOKECTR KOpPHEi Pz =0
BCHOOY MAOTHO HA NAOCKOCTH.

REMARKS ON A PAPER OF T. KOVARI
by P. Erpos

Let 2,2, ... be an arbitrary sequence of complex numbers and
ay < ng < --- an arbitrary infinite sequence whose complemen sequence
is infinite. The author proves that there exists an entire function f(2) so that

SO (2)=0for k=12,....

The following two problems are raised: 1. Let Hy, H,, ... be an infi-
nite sequence of sets. No H, has a finite limit point. Does there always exist
a sequence of integers n, < n, < -+ and an entire function f(z) so that the
roots of f")(z) =0 contains H, for k=1,2,.... 2. Does there exist an
entire function f(2), so that for every sequence n; < ny < --- the union of the
set -of all the roots of fC'%)(2) —0 is everywhere dense in the plane.



