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Megjegyzések a Matematikai Lapok
il két feladatihoz ¥

Erpds PAL

A Matematikai Lapokban megjelent a kovetkezd feladat':
Bebizonyitandd, hogy minden shoz megadhaté oly a, amelyre
¢(a) +g(a+1)<ea, (p(a) az Euler-féle ¢ filggvényt jelenti.)

alan nem lesz érdektelen megvizsgdlni, vajon mennyire
élesitheté a feladat allitisa — anndl is inkabb, mert elemi anali-
tikus szdmelméleti modszerekkel kérdésiinkre vélaszolni tudunk
s az érdekl6dd olvasé e modszerekkel ardnylag kbnnyen megis-
merkedhetik. Az is jol lathaté lesz, hogy hogyan jonnek létre azok
a tételek, melyekben tdbbszorosen iteralt logaritmusok szerepelnek,
melyek az analitikus szdmelmélettdl tavolesSket sokszor furcsa
hangzasukndl fogva mulattatjék. -

E cikkben ¢, ¢y, ... pozitiv konstansokat fognak jelolni, log, n
az r-szer iteralt logaritmust jeldli, L., = [log.n/log,n].

. TETEL. Minden & > 0-hoz léfezik oly n,= n.(e), hogy min-
den n > n,-hoz van oly a < n, melyre

g@)+gl@a+1)+---+gla+L) <.
Il. TETEL. Minden pozitiv w-ra fenndll, hogy
lim inf [g (@) + ¢ (@+ 1)+ +gla-+ (1 +2) L) a= <.

A 1L tétel nyilvan azt jelenti, hogy az elsG tételben foglalt
allitas tovabb nem élesitheto.

Elsé pillanatban talin azt gondolhatnink, hogy az I. és Il
tételek problémank teljes megoldasat tartalmazzak. E tételek azon-
ban még a kivetkezd6 modon élesithetdk.

! Mepavessy Pay, 11 (1951), 145. o. 40-ik feladat, Lietik Jozser és
Takkcs Lajos megjegyzik, hogy minden k-hoz és e-hoz van oly a, melyre
g (a) -} gla+-1) -ﬁ vor a4 k) < ea. V. (1953), 38—39,



. TETEL:

Ii:ﬂinf [tpf_ﬁ) fe@d-1)4---

. log.a i ¢ log,a ' ]]/ )

+rp(|a+ log,.a —log.a F (log,a)* | RIS
o 1y o

ahol ¢ = ] I (i _— fa szorzat nyilvan konvergens).

»
A lIL. tételt nem fogjuk bebizonyitani, ugyanis a bizonyitas
azonos, csak kissé komplikaltabb, mint az 1. és II, tételek bizo-
nyitdsai. Tudtommal itt fordul el eldszor egy tételben otszorosen
iteralt logaritmus.
Lanpautol szarmazik a kovetkezd tétel:

lim inf ¢(n) log.n.n = e,
W=l

ahol C az Euler konstanst jeloli. Legyen g(n) n-nek nem csok-
kend fiiggvénye, (g(n) allandé is lehet). Fennall

IV. TETEL.
lim inf max (¢(n), p(a+1), ..., ¢ (n+[g(n)]) (" logen) “**hn—1.

Amennyiben g(n) — o az (e)'#)+! faktor természetesen 1-gyel
helyettesitendo.
A 1V, tételbdl kovetkezik, hogyha g(n) logn — o, akkor

IEm inf max (g (n), g(n-1),...,q¢(n-+[g(n)])n=1.

Ennél azonban Iényegesen élesebb tételt mondottam ki egy régebbi
dolgozatomban.” A IV. tételt se fogjuk bebizonyitani, mert a bizo-
nyitas hasonlé az . és Il. tételek bizonyitasahoz.

Egy n szamot akkor neveziink abunddnsnak, ha o(n) = 2n,
ahol a(n) n osztoinak Osszegét jelenti. Egy régebbi dolgozatom-
ban’ bebizonyitottam, hogy létezik két konstans ¢, és ¢, gy, hogy
van ¢ log;n n-nél kisebb konzekutiv abundans szim, de nincs
¢, logsn n-nél kisebb konzekutiv abundans szam. A kiovetkezo éle-
sebb tételt tudom bebizonyitani:

V. TETEL. Léfezik két folytonos fiiggvény f(x) és g(x), f(x)
az (1, <) infervallumban van definidlva, f(1)= oo, f(=)=0,

2 Arch. Math. und Phys. (1903), 86—91.
8 Note on consecutive abundant numbers, Journal London Math. Soc.
10 (1935), 128—131.
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f(x) szigoruan monoton csokkend, g(x) a (0,1) intervallumban van
definidlva s oft szigorttan monoton nivekvd, g(0)=0, g(1)= =<,
igyhogy azon n alatti leghosszabb konzekutiv egész- szdmok-
bol dllo sorozat hossza, melyekre vagy o(a) > ax, vagy ¢(a) <ax,
(1 +0(1))f(x) logsn, vagy (14 0(1))g(x)log:n alak:.

Az V. tétel bizonyitasadt szintén nem kozoljiik, mert hasonlit
az 1. és Il tételek bebizonyitaisihoz s egy régebbi dolgozatomban
levd bizonyitashoz.”

TURANtOIl* szarmazik a kovetkezo feladat: Jelolje d(n) n osz-
toinak szamat. Létezik-e tetszbleges nagy pozitiv k-hoz oly n, hogy

dn)<d(n+1)—k és d(n)<d(n—1)—*k. (1)

Ismeretes, hogy d(n) maximuma 2'o¢"'0%:" rendii (e tétel WIGERT-
t81 val6),” ez pontosan azt jelenti, hogyha #>0 tetszés szerinti
pozitiv szam, akkor minden n > ny(¢)-ra d(n) < 20+9lenlon, viszont
végtelen sok n-re d(n) > 201 -9lgriog (1) mar most kovetkezokép-
pen élesithetd : Minden & > 0-hoz taldlhato oly [— (), hogy vég-
telen sok n-re fennall, hogy .

d(n) <1, d(n--1)> 20l g(n—1) > 20k Hognlog (2
(2) valdsziniileg tovabb nem élesithetd, azaz %——-{-‘ nem helyette-

sithetd (%-}-s]—nal. (2) bizonyitasat nem részletezziik, elég egysze-

riien kovetkezik BRUN modszerének alkalmazasaval, (1) és (2)-hoz
hasonléan vizsgélhatjuk, milyen éles lokdlis maximuma lehet d(n)-
nek. Itt a kovetkez6 bizonyithatd: minden # >0-hoz létezik vég-
telen sok n, melyre

d(n) > 20-osmloss: [max (d(n -+ 1), d (n—1))]- 3y

(3) bizonyitdsat szintén nem részletezziitk, BRUN modszerével itt is
konnyen célt ériink, itt azonban Brun moédszere valdsziniileg
elkeriilhetd lesz (ldsd a Mat. Lapok-ban rovidesen megjelenendG
feladatom megoldasat).

Valosziniinek latszik kiilonben, hogy n > n,(e) esetén

d(n(n+1))=d(n)d(n-+ 1) < 20+ legnlog, @

4 Mat. Lapok V. (1954), 48, 71, feladat.

5 Lasd pl. E. Trost Primzahlen, vagy pedig Hardy—Wright Number
Theory third edition, Ldsd még Kalmar Laszld, Kozépiskolai Mat. Lapok I
(1950), 91.
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Azonban (4) bebizonyitdsa igen nehéznek latszik. A fonehézség a
kovetkezdé: Ha (A, B)—1, akkor mmdig van oly 0<x=AB,
melyre x=0(mod A), x=1(mod B). A ,baj* marmost az, hogy
nem ismeretes oly hasznalhatoé feltétel, mely x> (AB) -t tudna
bizto sitani.

Felvethett még a kovetkezd kérdés: Melyik a leghosszabb
n alatti sorozat, melyre o(a) < o(a-}-1)<---<o(n+k)?

VI. TeTeEL. Legyen T,=[logsn/login], i,i,...,0r, az
1,2,..., T, szdmok egy tetszésszerinti permutdcicja. Akkor ha
n > n,(2), létezik oly a < n, melyre o(a i) < o(a -+ i) <--- < a(a+ ir,).
Ezzel szemben, ha n>nye), nincs oly a<n, melyre o(@)<
<o(@a+1)<---<o(@+[(1+8T)]), vagy o(@)=>o(@a+1)>--
s> ala+[(14+9)T)). Ugyanily tétel érvényes a ¢ fiiggvényre

VIL. TETEL. Legyen k=(logn)'»* i\, b, ...,0x a2 1,2,...,k
szdmok egy tetszésszerinti permutdcioja. Akkor ha n > ny(e) létezik
oly a<n, melyre dla+1i)<d(a--i) <---<d(a-i).

: A VL és VIL tételekre még mds helyen vissza fogok térni,
valdsziniinek latszik, hogy a VIL. tétel nem marad igaz, ha (log n)"-*-t
(log n)="-nal helyettesitjiik.

Az |. TETEL bizonyitdsa. Legyen

A= IT p.
P —logn
Ismeretes, hogy [f p<4"" s ezért A, < n'2. MERTENS® ismert

e

tétele szerint
w(A)/A, = [[ (1——] = (140(1))e-"/log.n. (5)
lngn

Létezik marmost oly a,, @., ..., ax
€s

sorozat, melyre (a,-a,--- a)| A

¢ (@)ja:=(1+0(1)) (logon) "= (1 +-0(1))/log.n,
" l=i=L.. - (6
{6) bizonyitisa igen egyszerii. Legyen
aTT'Q'S"‘pM) ﬂﬂz;gpf: cony Qi lgpi"'l lgff_;_'lon

¢ Hardy—Wright (second edition) 349.
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ahol p.,, 1 =i= L, a kovetkez6 mddon van definidlva:

8 - - . ¥
e 1 1 ) 1
T PY T (n—)
QI( p){ logsn A=
(5)-bBl és (7)-bBl nyilvan kovetkezik; hogy

| 1
staiakotyionn & J(i— 1> g

azaz (6) fennall és (5) miatt p, 1< 42-- log n s ezzel llitisunk iga-

zolva van,
Legyen mérmost

cxny, '(s)

x+i=0(mod ), 0 =<i=L,—1,~ =
X, (mod a;-a,- -- a,.) egyéﬁelmuen meg van hatdrozva s ezért
@y A, _A,,<-2~ miatt (8) megoldhaté. Marmost L. < log;n

és (6) és (8) miatt

o < (o) B 0/ +D = plahia—
= (1+0(1))/log,n. _
Tehat (9) miatt - '
(¢ +oE+1)+-- oG+ LYYx< (1 +0(l))fm logsn < &
n> ny-ra :
s ezzel az 1. tétel be van bizonyitva.

A 1. TETEL bebizonyitdsa. Legyen

' 1
ahol 71’ azt ]elentl, hogy pla, p <2loga. Konnyii belétm, hngylm \.
a < 2n, akkor _
7 (@)=(1+0(1))y(a). (10)

Ugyanis a nyilvan legfeljebb log a/log,a 2I0g a—nél nagyobb
primszdmmal lehet oszthat6, ezért

-logalloge - —
#0= 7@ <9@(1—grkz) =1+ 5@

ezzel tehat (10) be van bizonyitva. (10),mia& nyilvin elég “lesz

2loga



A = =y

t-mmmf(@ @+ @+ 1)+ HY @+ L 1)a= . (11)

Legyen
9'(a-+i)fa+i)=a.

" (1) helyett nyilvan elég lesz bebizonyitani, hdgg >
H Tai—o0, 0=i=[(14n)L.] (12)
Fennall .
[ . ) (1 i ](U"?] Lylp+t
loz JL\=5) =

( 1 ( 1 )(ll-rﬂz-,.r'p e .
— T —AT Bra] T S,
n{ga p ]pc..;l]oga P . 7 a0l jogia

(e=11(1-3)").

" Minthogy azonban a szdmtani kbdzép nagyobb, mint a mértani,
nyerjiik, hogy

Sai= [+

% ]:fum)r.,,
a0 log log a
ha a— oo,

. amivel (12) s ezért a Il. tétel be van bizonyitva.
& A legutobbi idGben SCHINZEL bebizonyitotta a ktvetkezd tételt:
- Legyenek a;>0,1 =i=k, akkor létezik egész szdmok oly vég-
‘telen sorozata, melyre -
. @(mi41)
| b b, vt ki e
BT

,"‘ Ugyanilyen tétel érvényes o(n)-re is. Ezzel kap’csolatban a kbvet-
" kezd tételt bizonyitottam be:

Létezik oly végtelen sorozat n;,, melyre

maxg(m+i) — n
}lﬂm—l, 1=ihq,i< lu-—@)%—].

s gati+1) o g(akitl)
Eeag aemben N T

s <B1 + s) loggn
Ugyanilyen tétel érvényes o(n)-re is.

>6La j(]ogsa)lf(iﬂ}]-. oo

.=a;,1§:'ék.
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O ABYX 3AJAYAX, MIYEJIMKOBAHHLIX B YKYPHAJIE
+MATEMATIKAI LAPOK*

1. Epnéw

(Pezwome)

Oycrs Gyper L, —/[logg n/logy n]. [logrn = npoaykT aorapumuposanus,
TIOBTOPEHHOIO B 1 pa3) B atom cayuae aas Kawporo & n> no CYIIECTBYET
& < n, A9 KOTOporo

@+ p@+1)+ - + 9@+ L) < ea.
C apyroit cTOpOoHBI AN Kaaoro 7 >0
i inf @+ 9@+ D+ A olat(A+aLln_

Iﬂ—b—ﬂ} a

Ranee ytsepwpaetca (Ges goxasatenscTsa), 4TO

. logsa o clogya
y p@+p@t-D+ 4o (a + log,a—log;a ' (log, ﬂ)“]
lim inf

o 0 .

- 4

Jatotest ganee HeCKOMLKO APYTHX peaymawu Ges QOKABATENLCTRA; M3
KOTOPBIX 20eCh MPHEOAATCA TOARKO :
, -
MycTs k, = [?n H Nyets iy, Iy, e iy, Oyner J'ltﬁﬁaf_l flepecTatorKa
kn. Torma nas n > n, CymIECTBYET 4 < N, TpHYEM
plat-i)>elat-i)> - > platikn).
C ppyroii croponsl pas n > fy(e) '

p@) > 41> ...

cennix 1,2,...,

> gln+ (1 + ) knl

HE MO¥eT ObITh CrpaBea/nBbiM. ITH e cambie pe3yabTaThl CNpaBefanBbl Ans
a(n) BmecTo p(n).

REMARKS ON TWO PROBLEMS OF THE MATEMATIKAI LAPOK
Let L = [log; n/log, n]. {log, n denotes the r times iterated logarithm)
Then for every & and n > n, there exists an a <n for which
, egl@+el@a+ 1)+ +opla+L)<za
On the other hand for every ¢ >0

i g @ o@D+ +p@t+ 9Ly

-] a
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Further it is stated without giving the proof that
: " logga clugsa]
p(a a1 e 3
I A Ractd sty = v a0 ) RS
A+ a i \ T a
1l P
o= I——} . :
_ () Ko
. Several other results are stated without proof, here we mention only ‘one:

Putknz%‘:— and let i, 4,..., iy, be any permutation of the integers

1,2,..., kn. Then for n > n, there exists an a < n so that
Pa+h)>p@+i> o >p@+i,).

On the other hand for n > ny(s) ]
() >e@at+)>-->ea+ (k)

* can not hold, The same results hold for e(n) instead of p(n). -
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