1 1 1 a
Az — + — 4 ...+ — = — egyenlet egész szdmi
5 X x, b
megoldasairdl.
frta: Erdés Pdl.

Az olyan pozitiv torteket, melyek szdmlaloja 1, torzstortek-
nek nevezziilk. Ennélfogva a cimben szereplé egyenletnek az
%, Zs, ..., ¥, ismeretlenekre vonatkozblag Gsszes pozitiv egész
mego!désmt meghatdrozni més széval annyit jelent, mint egy adott

F (pozitiv) tortet minden lehetséges médon elSéllitani torzstortek

ént.

Adott tortszamok torzstortek osszegére bontdsinak probléma-
javal mér a ma ismert legrégibb matematikai emlékekben taldlko-
zunk, A babiloniak mér i. e. 4000 esztendével foglalkoztak ezzel
a kérdéssel. A babiloni matematika legnagyobb kutatéja,
0. NEUGEBAUER ebben a probléméban taldlta meg a fennmaradt
ké6tablik megfejtésének nyitjit.! A legrégibb 6-egyiptomi emlékek,
a moszkvai papyrus és & Rhind-papyrus (i. e. 1800 koriil) szdvege
is ezzel & kérdéssel foglalkozik® Krdemes megjegyezni, hogy
tulajdonképpen minden véges-tizedes tort is (specidlis, t. i. & neve-
z6kben csak 10 hatvdnyait tartalmazd) torzstortek Osszegeként
adja meg a szémokat. Igy pl

321-— —
+'++ + +m

Abban az esetben, amikor a = b, egyenletunk
0 — b=

Ty ¥y n
alakot olt. Ez kozvetlen dltaldnositdsa a lencsék leképezési torvé-
nyének (amely (1)-b6l n = 2 esetén adédik), ezért az (1) egyenlet
,-optikai nlet” néven is szerepel az irodalomban. Az emlitett
szempontok mutatjik, hogy az

1
@) o e o o

a
£ z, b

! 0. NevceBAUER: Vorlesungen liber die Geschichte der antiken
mathematischen Wissenschaften. Bd. 1. Vorgriechische Mathematik. —
(Berlin, 1934). (Grundlehren d. Math. Wiss. . 43.) Lasd a 27,, 28., 87.
oldalt.

! 0. NEUGEBAUEE, u. 0. 87. old.
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egyenlet pozitiv egész megolddsainak meghatdrozdsa klasszikus
matematikai probléma, amelynek nyilvinvaléan Ondllé szdm-
elméleti érdekessége is van. MeglepS, hogy mindazonéltal ardnylag
kevesen foglalkoztak vele?

E dolgozat Nasayosr NagRavama 10 évvel ezeltt megjelent
dolgozatéhoz kapesolodik.? NAkaYAMA & (2) egyenletet a 0 <a<b
esetben vxzsgé.l]a és csak az olyan megolddsokat keresi, amelyek-

ben z,, z,, . . egyméstdl padronként killénbozd pozitiv egész
szémok, azaz (megfelelﬁ sorrendben jelolve Gket) eleget tesznek a
(3) < << ... <y

feltételnek. Naxavama N(a,b)-vel jelili az n terméazetes szdm ama
legkisebb értékét, mely mellett a (2) egyenletnek van a (3) kévetel-
ményt kielégité egész szémb megolddsa. N(a, b) més szdval azt

mutatjs, hogy az adott ;- positiv valodi tort felbontésthos legalébb

hény egyméstél pdronként kiilonboz8 torzstort szilkséges. Nem
magétél értet6dS dolog, hog{ bérmely valédi tértnek van ilyen
elGallitdsa, tehit hogy N(a, b) egydltaldin mindig definidlva van.
Konnyf azonban megmutatni, hogy gy van, s6t az is mindig igaz,
hogy

(4) N(a,b)<a.

Ezt a mér hosszabb id6 6ta ismert eredményt igen kinnyti bebizo-
nyitani, s teljesség kedvéért mi is bebizonyitjuk az 1. §-ban.

N(a,b) pontos meghatirozdsa birmely 0 < a < b esetére
igen nehéz probléma és 4ltaldnos olddsitél ma még tévol
allunk. De azért sok figyelemreméltéd eteredmény ismeretes mar
N(a, b)-re vonatkozdlag, s jelen dolgozatunkban is ezek egy részé-
nek élesitésével foglalkozunk majd. Mindenekeldtt megemlitjiik
Nakayama néhdny tételét:

Az N(a, b) fiiggvény értéke akkor és csak akkor 2, ha talél-
hat6k oly k,, k,, k, egész szdmok, melyekre b = k, kg (kga — ky d),
ahold = (a,b) = azaésh ]egn»gyobb kozos osztdja.

3 E. L.Dmuometa'y the Theory of Numbers. II. The Dio-
phantine Analysis. (Washington, 1920). 688—691. old. — Az Wjabb
irodalombdl léad : G. Sansonz: Su alcuni problemi di analisi indetermi-
nata. Bolletino di Mat. (1924), 33—388. — C. CrauseruIx:: Sulla equazione
indeterminata : + . +-— == -i Bolletino di Mat. (1930), 31—32. —

ﬂ
G. Miexosr: Bulla equazione dell'ottica. Rendiconti del Seminario della
Facolta di Scienze di Cagliari (1931). — Nasavost Naxavauma: On the
decomposition of a rational number into ,,Stammbriiche". The T'ohoku Math,
Journ. 46 (1940), 1-—-21.
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Az N(a, b) fuggvény értéke akkor és csak akkor 3, ha b sszes
torzstényezbje 6 k + 1 alaka (azaz tagja a 7, 13, 19, ... szémtani
haladvdnynak).

Néhédny érdekes, az (1) egyenlet megolddsaira vonatkozo
& eddig még meg nem Oldott problémét is emlitek.

Adott n esetén jeldljilk f,(n)-nel az (1) egyenlet tsszes pozitiv
egész megolddsainak szdmét, mig fu(n)-nel a {3) feltételnek cleget
tevé megolddsok szdmét. Megadand6 az f(n) és f4(n) fiiggvény,
vagy meghatﬁmndék oly fiiggvények, amelyek ezekkel aszimptoti-
kusan .

Kinscadx JOzSEF egy nevezetes tétele szerint egymésutin
kovetkezd egész szamok reciprokértékeinek Gsszege sohasem lehet
egész szdm.? Ennélfogva az (1) egyenlet birmely olyan egész szdmt
megolddsa esetében, amely a (3) feltételnek eleget tesz, mindig van
olyan %y, — #; killonbség, amelyre z;,; — x; > 2. A tapasztalat
azt mutatja, hogy mindig van olyan #;;, — ; kiillénbség is, amely
> 3. Ezt a sejtésemet azonban eddig még nem sikeriilt bebizonyi-
tanom. Hogy altalaban tovibb menni ilyen irdnyban nem lehet, azt
(n = 3 esetén) az (1) egyenlet z, = 2, 24 = 3, z; = 6 megoldésa
mutatja. Lehetséges azonban, hogy igaz a kovetkezd: Tetszés
szerint megadott pozitfv ¢ szémhoz tartozik olyan n, természetes
gzém, hogy » > n, mellett az (1) egyenletnek bérmely, a (3) fel-
tételnek elegettevs egész szdmh megolddsa esetén az ;4 , — 2;
kiillénbségek egyike > c.

Azt is sejtem, hogy az (1) egyenletnek barmely megolddsira,
mely a (3) feltételnek eleget tesz, fenndll az

n > 3
i

egyenldtlenség, és az egyenlOeég jele csak n =3, z;, = 2, 7, =3,
zq = 6 esetén 4llhat. ValdszinGleg igaz az is, hogy

Ez az ut6bbi sejtés més sz6val annyit jelent, hogy birmely rigzitett
¢ pozitiv szdmhoz tartozik olyan n, természetes szam, hogy n > n,
esetén az (1)-nek barmely olyan egész szdmi megolddsira, amely
(3)-nak eleget tesz, teljesiil az z, > ¢ z, egyenldtlenség.

4 Kipacsix J.: A harmonikus sorrdl. Math. és Phys. Lapok 27
{1918), 288—300. — Lésd még: Pérva—Szreb: Aufgaben und Lehrsitze aus
der Analysis II. Berlin, (1925), 159. és 381. old. — Osvuira R.: Uber einen
:;lsthmgguc}m Satz von Kiirschik. Commentarii Math. Helv, 8 (19386),

—187.
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Erdekes probléma megvizsgilni N(a, b) viselkedését rogaftets
a mellett. MindenekelStt az a kérdés var eldontésre, hogy mi a
pontos maximuma N({a, b)-nek rogzitetta esetén. Az a = 2, 3 esetek-
ben ¢ maximum (4) miatt 2, illetve 3. (T. i. pl. # nem bonthaté fel
3-nil kevesebb kiilonbozd§ torzetort dsszegére, amint ezt kénnyen
belithatjuk.) De méir az a = 4 esethen komoly nehézségekbe
iitkozik N{a, b) maximumédnak meghatdrozisa. STraUsS-szal egyiitt
az a sejtésiink, hogy N(4,b) < 3, hab > 4. STraUss 4 < b < 5000
esetére be is bizonyitotta ezt a sejtést.

Miasik hasonléan érdekes kérdés az, hogy mekkora N(a,b)
maximuma rdgzféelt b mellett, mig ¢. i. a értéke (megillapoddsunk
szerint) 1 és b — 1 kozott viltozik. Erre vonatkozolag N. G. px
Bruwxn kimutatta, hogy

Na,b) <c log b

log log log b

ahol ¢ hatdrozott 4lland6, de értéke nem érdekes. Mdbdszerének
élesitésével az aldbbiakban bebizonyftom a kovetkez§ tételt:

1. TETEL: Van olyan c, dllandd, amelyre.

®) (o, b) < o ~ 82
log log b
brvényes bdrmely 0 < a < b esetén.

Valészinfinek tartom, hogy még ez az eredmény is élesithetd,
éspedig figy, hogy esetleg sikerill N{a, b) < ¢’ log log b fennélldsét
kimutatni alkalmas ¢’ 4llandéval. Az mésfels] bizonyos, hogy ilyen
irdnyban ezen tilmend élesités mir nem lehetséges, mert az alib-
biakban azt is bebizonyitom, hogy van olyan (b-t6l fiiggetlen)
¢y 4lland6, amelyre igaz, hogy N(1,b), N(2,b),..., N(b — 2,b)
koziil ,,arényhgvz:knak“ az értéke > c,loglogb. Pontosabb
fogalmazésban yes a kovetkezd

2, TETEL:

® VLY + NG+ .+ No— 28] >
és >%(loglogb— 1)

(7) N —1,b) >loglogh — 1

érvényes bdrmely b pozitiv egész szdm esetén.

A 2. tétel bizonyitdsdhoz sziikeégiink lesz egy ismert ered-
ményre, amely azonban Onmagiban is annyira érdekes, hogy az
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alibbiakban teljes részletességgel targyalni fogom. E probléma
a kovetkezd kérdéssel kapesolatban meriil fel: Adott n esetén melyik

az a legnagyobb % valddi tort (0 < a < b), amelyre N(a,b) < n?

Maisképpen fogalmazva: Legfeljebb n torzstort osszegével hogyan
lehet 1-et alulrdl legjobban megkdzeliteni? Vildgos, hogy 2 =1,

> esetén-:-’-, Hetve %+ % a legjobb megkozelités. EbbS] az ésure-
vételbll kiindulva tekintsiik a kdvetkez6 egyenleteket:

1 1 1
stetrta=
%+§+:1E $+421.43=1

...................................

Emez egyenletek mindegyikét tgy kaptuk a megeldz6bél, hogy
annak baloldalén az utolsé torzstortet

1 1 1
8 =
@ kE k41 k(k+1)

szerint két torzstort Gsszegével helyettesitettilk. EbbSl a képzési
szabalybol adédik, hogy ha az n-edik egyenlet baloldalén szereplé
torzstortek nevezdit a,, ag, - . ., ay, (@a4y — 1)-gyel jeldljiik, akkor
ta+1 — 1 = @, (ax — 1), vagyis az a-k sorozata rekurzive

9) , ay=2; G =a@n—1+1 (0=123..)

alapjin van definidlva. Ennek ismételt alkalmazdséival kapjuk a
sorozat

(10) a;=2; tat;=0wy03..-0,+1

mésik képzési szabdlyit. Marmost a fenti egyenletek tanulsiga
szerint az igy értelmezett «; szdmok kielégitik az

(11) RS SR L MR

al az @y 1 G — l

=1
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egyenleteket, azaz mas szoval

(12) Ty =0y, Tg=0Cg «+vy gy = Up—y, Ty= Gy — 1

megoldasa (1)-nek. Ezt a megolddst az alibbiakban az (1) egyenlet
extrémdlis megolddsdnak fogjuk nevezni. Rogton 1atni fogjuk, hogy
mi indokolja ezt az elnevezést. A fentebbi e et-sorozat képzési
szabélydra gondolva, amikor az egyenletek baloldalin az utolsé

% tértet & (8) alapjén két tort dsszegével helyettesitettiik, akkor

a két 4j tort koziil a mésodiknak a nevezfje oly nagy mértékben
novekedett a pétolt tort nevezdjéhez képest (nagyobb lévén annak
négyzeténél), az az érzéeiink: z, értéke a (12) alatti megoldas-
ban a lehetd I bb mindazon értékek kozitt, melyeket z, az
(1) egyenlet (3) telnek elegettev0 egész szdmé megolddsai
kozott egydltalin felvehet. Be fogjuk bizonyitani, hogy ez valéban
igy van, mert érvényes a

3. TETEL: Az (1) egyenlet bdrmely olyan z,, x,, . . ., , egész-
szdmt megolddsdra, amely (3)-nak eleget tesz és amely kilonbozik
e (12) alatts megolddstdl:

(13) 2,<£¢3— l.

A fenti egyenletsorozatb6l azonban kiolvashatjuk a vélaszt
az elébb felvetett probléméra is. Annak kévetkeztében, hogy
a (11) baloldalén az utolsé tért nevezdje oly nagy a megel8z8 tortek
nevezGjéhez képest, kézenfekvs az a gondolat, hogy az utolséd tort
elhagyisival nyert

-l-+—l-—++ ! ‘=1-—— ) ]

a; o5 Oymaq a, — 1

osszeg lesz a legjobb alulrdl valo megkozelftése 1-nek n — 1 szdmb
torzstort 6sszegével. Bzt is be fogjuk bizonyiftani, igazolvin a kovet-
kezd tételt:)

4, TETELS:
1

(/4

1 1
Lo 1 —

Gy Un gy — 1

(14) +

o8
b

5 E tételre és dltaldban a fenti a,, a,, . . . sorozatra vonatkoz6lag ldsd

1 1
Enzykl der Math. Wiss. I, 1,2, (1939.) 24,4.0ld,, aholaz — +— + ... gor
masodfaji Engel-sor név alatt szerepel. "y oy
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a legnagyobb olyan valdds tort, amelyre N (a,b) < n és a (14) alaiti
elodllitds az egyetlen lehetséges modon vald felirasa e szimmak leg-
feljebb m torzstort Gsszegekénd.

Megjegyezziik, hogy a 3. és 4. tételt Ggy fogjuk bebizonyitani,
hogy igazoljuk egy olyan tétel helyességét (ldsd alibb az 5. tételt),
amely onmagiban ugyan kevésbbé érdekesnek latszik, de belsle
a 3. és 4. tétel helyessége azonnal kovetkezik.

1§

Mindenekel6tt bebizonyitjuk (4) helyességét. Mivel (4)
nyivinvaléan igaz @ = l-re; bizonyitdsunkban teljes indukeidt
alkalmazhatunk a szerint, feltételezvén (4) helyességét bérmely

a-nél kisebb a’ természetes szimra az a helyén. Mivel ;i valédi tort,
8z 1, %,% ... szdmsorozat két szomszédos tagja kizé kell esnie

hiszen csak az a > 1 esetet kell tekintetbe venniink. Ennélfogva

van olyan (egyértelmfien meghatirozott) 1-nél nagyobb z, egész
szdm, amelyre

15 Lol b (@ > 1)
{15) x, b x;— - ’
azaz
o ’
(18) s _1_gs&—b o
b =z b=z, b=,

fennill, ahol (15) miatt b < a2, < a + b, tehat

(17) 0<d =az,—b<a

is teljesﬁl ITgy indukciés feltevésiink szerint N(a! bz, <a',
azaz 3—— felbonthaté legfeljebb a’ szdmi, csupa kiilénboz6 torzs-

T
tort deszegére:

! 1 1
'E“=‘_‘+“ ey
bz, 1y, Ym
ahol
(18) O<yy<...<gm; m=<a'.
Ekkor azonban (16) figyelembevételével
a 1 1 1
(19) S = — b~ —

b Ty Y Ym
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adédik, ami azt mutatja, hogy :—elﬁé.ilithaté m + 1, vagyis leg-

feljebb a szdmt t6rzstort osszegeként, hiszen (18) és (17) szerint

m < a' <a. E szerint csak azt kell még megmutatnunk, hogy

a (19) alatti eldallitasban csupa kiilonbozd torzstértek szerepelnek.

Ehhez viszont (18) miatt elég azt igazolni, hogy z;, < y,. Amde

{15)-b6l azt kapjuk, hogy

(20) B st B e o
b =z xm—1 =z z(z,—1)

Masfeld] (19) szerinb— 4 ... + — =2 — 1 tehat _l_éi__l,
Y Ym b 2z, 1" b =z,
Alkalmazzuk 20-at:

1 __a 1 1

enill i S

$hiob oz oz (@ —1)
Y1 > (2, — 1) > z,.
Ezzel a (4) alatti egyenlStlenséget bebizonyitottuk.

Az 1. tétel bizonyitdsa dttekinthetSbb lesz, ha elérebocsdtunk
két segédtételt.

1. Segbdtétel: Legyen n tetszileges poritfy egész szdm és
1 < z < nl. Ekkor z felirhatd, mint n! Iegfd?ebb n szd:mi kalonbozé
osztdjdnak dsszege:
21) z=d;+...4+d;; 0O<dy<...<d; r<mn; dilnl).
A segédtétel 4llitdsa nyilvin igaz, ha n = 2. Ennélfogva
n szerinti teljes indukeciét alkalmazhatunk bizonyitdesiban, s fel-
tehetjiik, hogy igaz a segédtétel n helyett (n — 1)-re. Jeloljiik z-nek
«a-nel valé osztdsakor fellépd hényadost z’-vel 8 a maradékot d-vel:
(22) z=n2+d (0<d<n).
Ekkor d (amennyiben 3£ 0) nyilvdn osztéja n!-nak. Mésfeldl
(22) szerint

n!
0<z2 <— f_;_—m(n-——l)!,
n n

tigyhogy indukeiés feltevésiink szerint 2’ felirhaté (n — 1)!-nak
legfeljebb (» — 1) szdmd kiilonbdz8 osztéja Gsszegeként:

(23) 2 =dy +...+d;; 0<di<...<dj; s=n—1;
@l — 1),
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Ebbdl (22) alapjan z-nek

(24) z=d+nz=d+ndj+...+nd =
=di+dy+ ... +diy

felbontésa addédik, ahol d;=d, di=nd'i, (2<i<s+ 1).

Itt (22) és (23) sezerint d, <...<d,y,, tovabba d;|nl

& + 1< n, azaz segédtételiink helyes.
2. Segédtétel: Ha n > 7, akkor:

(25) (n—1)!>nt,
Mivel 5040 > 4096, n = 8-ra helyes (25). Ezért n szerinti

teljes indukciét alkalmazhatunk. Feltételezziik, hogy (25) helyes,
s megmutatjuk, hogy akkor (n helyett (n - 1)-re)

atl
(26) n!l>Mn41) 2
is igaz. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy
(’H_l <e<3 (minden n természetes szAmra).
Misfelsl
2 B i
N oaF el w158 el escil),
n+1 n+41

E két utébbi egyenlStlenséghdl:.
n? 5 (n+ 1) ’
n—+1 n"

2o (m 14
u‘

’

n1

1 2
n>{n+)
n?

ha n > 4. A legutobbi egyenl8tlenség és (25) megfelel6 oldalainak
szorzasival (26) adédik, s igy (25)-6t minden 7-nél nagyobb n egész
szamra bebizonyitottuk.
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Mér most az 1. tétel bizonyitdsa céljabol hatdrozzuk meg az
adott g; valédi térthoz az n természetes szdémot Ggy, hogy

(27) n—1t<b<n!

fennalljon, majd a z természetes szdmot tigy, hogy
z a z+4+1

28 == s

(*8) n!= b n!

teljesiiljon. Ekkor (27)-bsl és (28)-bol

{29) anl—bz<b<nal!
és
(30) zégumn:

adédik. Ennélfogva az 1. segédtétel szerint zis, an! — bz is fel-
bonthaté n !-nak legfeljebb n-szdmib kiilonb6z8 osztoja Osszegére:

31) z=d,+...4+d; (0<d, <...<d;r<m; di|n!),
(32) an! —bz=d{+...4+4d;; (0<d}| <...<d];8<mn;df|n!).
Ttt tehdt az

w=£ i=12...,1
33) -
és
(34) vj=1‘?‘{,’£ (f=l,_2,...,8)

szdmok pozitfv egész szdmok. Mivel (32) és (20) miatt d <an! —
— bz < b, (34) figyelembevételével:

! |
(35) v,=9-1"—'>bn°

Mésfel6l (33) szerint

n!
u, =—=<mul.
1

Ennélfogva (35) alapjan v, > n | > u,. EbbSl pedig (31), (32), (33),
(34) figyelembevételével azt kapjuk, hogy

O S BB S >
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Ugyanazokbdl az egyenletekbdl:
1 1 1 1
—t it =—F—F...F ==
Uy u 9 Yy

-l 50 e B Bt ] Bt )
nl bn!

Sikeriilt teht :—:——t r+ s (azaz (31) és (32) miatt legfejlebb 2n)

szdmu, osupa kiilonbozd torzstirt oOsszegeként elSéllitanunk.
Ez més széval annyit jelent, hogy

(36) N, b)<2n.

Amde (27) szerint b > (» — 1) |, tgyhogy a 2. segédtétel alkalmazé-
sédval a

(37) b>n? (n>17)
egyenlGtlenséget nyeriink. Ebbél

logb>§logn,

(38) o L
log n
MésfelGl ugyancsak (27)-bSl b < n!, tehdt b < n®, azaz
logb<mnlogn,
loglog b < log n 4 loglog » < 2 log n.
Ennek alapjin (38) b6l az
4logb < 4logh
2logn loglogd
egyenlétlenséget, majd végiil (36) figyelembevételével az
8log b
log log b

(39) N, b)<2n<

egyenlétlenséget kapjuk. Ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk, hiszen
megmutattuk. hogy ¢, = 8 olyan &lland6, amelyre (5) teljesiil. —
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Ha egészen pontosak akarunk lenni, mindenesetre meg kell még
jegyezniink, hogy a (37) alatti egyenlGtlenséget csak az n > 8
értékekre igazoltuk, amib8l az kovetkezik, hogy bizonyitédsunk
szerint (39) csak b > 4096 esetén érvényes. Ezt a hatért ¢, esetleges
nivelésével kénnyfi volna lejjebb szoritanunk, de ez mér nem
érdekes probléma. Az olyanszerti tételeknek, mint az (5) alatti
egyenlGtlenség, mindig az a lényege, hogy van olyan pozitiv érték
¢, 4llandé, amelynél a szébanforgd egyenlbtlenség bérmely b-re
igaz egy bizomyos b = b, értéktdl kczdve. De e hatérszdm és maga
a ¢, dllandd is érdektelen.

E §-ban még csupin egy megjegyzést akarok tenni az 1. segéd-
tétellel kapesolatban. BRINIVASAN® praktikus szdmnak nevez minden
olyan m természetes szdmot, amelyre igaz az, hogy bérmely m-nél
kisebb szdm felbonthaté m kiilonbozd osztdinak osszegére. Az 1.
segédtételbll kovetkezik, hogy n ! mindig praktikus szdm. Termé-
szetesen az 1. tétel fenti bizonyitdsdban n ! helyettesitheté barmely
b-nél nagyobb praktikus szdémmal, de n |-nak az az elénye is megvan,
hogy & szébanforgd felbontdsoknél ardnylag kevés (az 1. segédtétel
szerint legfeljebb n) osszeadandét kell felhasznilnunk, Srinivasan
megjegyzi, hogy 1 és 200 kozott Gsszesen 49 praktikus szém van.
Sikeriilt més dton bebizonyitanom, hogy a praktikus szédmok
sfirfisége nulla, vagyis azt, hogy az n-nél kisebb praktikus szdmok
szama n-nel osztva 0-hoz tart, ha n minden hatédron tal né.

2. §
E §-ban a 3. és 4. tétel igazoldsdival foglalkozunk. Mindkét
tétel kozvetlen kovetkezménye az alabbi tételnek:
B. Tétel: Ha z,, z,, . . ., Tp—; Olyan egész és z, olyan valds szdm,

hogy
(40) 0<z;<2,<...Z 1, (T1,..., ey egéez, T, vals)
(41) S
%y Ty
142) —1-+...+-—l-—<l,
T Tp—y
akkor mindig fenndll az
(43) ZpSay—1
£g
{44) Zyoo By (L4 a)<Z 0.0

Current Sci. 17 (1948), 179—180.
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egyenidtlenséy, tovdbbd (43)-ban és (44)-ben egyenldségjel akkor és
csak akkor dll, ha

(45) Ty =03,.-25 Tp—y =0p—q, (Ta=e«,—1),

azaz ha xy, . . ., 2, az (1) egyenletnek éppen a (12) alatts extrémdlss
meg .

Az kozvetleniil viligos, hogy a 3. tétel az 5. tétel kovetkez-
ménye, hiszen ha z,, . . ., z, 8z (1) egyenlet olyan egész megoldésa,
amely a (3)-nak eleget tesz, akkor nyilvin eleget tesz (40)-, (41)-,
(42)-nek is, s ennélfogva az 5. tétel szerint az extrémélistél eltéré
megoldés esetén mindig fenndll (13). — De konnyen nyerheté
az b. tételbdl a 4. tétel is. Tekintsiik e célb6l 1-nek valamely alulrél
valé megkozelitését n torzstort osszegével, azaz legyenek z,,
tetszdleges egész szamok, melyekre

ceunZp

(46) O <TH g% i o C s
. 1 1

(47) P RS STy
zi Z’ Zn

Azt kell megmutatnunk, hogy

{48) I (e

opyy — 1
és hogy itt az egyenléségjel csak
(4‘9) Zlmal;...:zﬂ=an

esetén 4allhat. Jeldljik z,;,-gyel azt a (pozitiv raciondlis) szdmot,
melyre
1

1 1
(50) L s g i e i
Zy Zy Zny1

-

teljesiil. Ekkor (47) és (50) szerint z,, ..., Z,+; Oly szimok, melyek
eleget tesznek az 5. tétel kivetelményeinek? (csak n helyett most
{n 4+ 1)-re alkalmazandé e tétel), Ggyhogy az 5. tétel alapjin a leg-
nagyobbikuk is < «,+, — 1. Ennélfogva

Zpt1 = Opty — 1,
tgyhogy (47) és (50) figyelembevételével

I, !

»
Zn41 tppy — 1

s 4 2

7 legfeljebb sorrendjiiktél eltekintve.
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ami éppen (48) helyességét jelenti. MdsfelGl ugyancsak az 5. tétel
értelmében egyenlGségjel itt csak (49) esetén allhat. Ezzel s 4. tételt
is bebizonyitottuk.

Most ritériink az 5. tétel igazolisira. Mindenekel6tt meg-
mutatjuk, hogy n = 2-re igaz a tétel. A (40), (41) és (42) feltételek
ez esetben azt mondjék, hogy

0 <z <2y —l-+-l-;>_1; —]~<1.
Ty T Z

Ekkor z,; > 1, 8 mivel z, egész szdm, z,>2. Ennélfogva

2<x; <x, 8 igy a kozépe& egyenlbtlenség csak z, — x4 = 2

esctén Slihat. Ekkor viszont e
z'=3'—l=as'—l éﬂ 3‘1(l+.‘8,)=6=2.3=41u3,

azaz (43) és (44) valéban teljesiil.

Bizonyftdsunk tovibbi sorén n szerint haladé teljes indukei6t
alkalmazunk, azaz feltételezziik az 5. tétel helyességét n helyett
(n — 1)-re. Tekintsiik a (40)—(42) egyenlStlenségrendszer egy tet-
szbleges

Ty =Yt -+ s Tx=Ya

megoldasit, ahol tehat y,, ..., Y-, egészszdmok és

(51) 0<¥S¥s<:---SVas
(52) l—i—...+l=>=1,
Y1 Yn
(53) Bk o'}
Y1 Yn—1
fepnéll. Indukeits feltevésiinkre tdmaszkodva elfszir (43), azaz
(54) .%S.a.—l

helyességét mutatjuk ki. Mivel itt csak y, szerepel, kizben.y;, . . .,
Yn—y értékét meg szabad viltoztatnunk, de természetesen gy értve
a dolgot, hogy (51)—(53) tovébbra is érvényben maradjon. Kl6-
fordulhat ugyanis, hogy az y,, ..., ¥p—; egész szémok egyikének
értéke csbkkenthetd 1-gyel gy, hogy (53) azért még érvényben
marad. Ennek az eljirdsnak szﬂkségazemm ismétlésével véges
szi.mﬁ lépés utdn mindenesetre olyan z;, = y{, ..., Zo—y = Yo—1,
= y, szdmokat kapunk, amelyekre

(55) i<y (1<isn—1)
4 Matematikai Lapok
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s amelyek ennélfogva biztcsan eleget tesznek (41)-nek:
1

(56) +—21,
—1 Y

tovabbd (y1, ..., yi—, megfeleld sorrendje mellett) (40)-nek:
(67) I<ySB=.---S¥1Z Y,
de mér

1 1
(58) — o s rpe—i 1

1 Yn—

agy teljesiil, hogy itt egyetlen y; értéke sem cstkkenthets
1-gyel, ha azt akarjuk, hogy az egyenldtlenség érvényben maradjon.
Ennélfogva:

1 1
(59) — gy oo

n .'/H Yar— 17
Ez annyit jelent, hogy 2, =i ,. . ., To—g = Yo—1 Tn—1 =Ya—1 — 1
megolddsa a (40)—(42) rendszernek, n helyett » — 1 mellett,
tigyhogy indukciés feltevésiink szerint érvényes rd az 5. tétel,
kozelebbrdl ennek (44) alatti dllitésa, amely most azt mondja, hogy

(60) y{"'y;—l'y;-—lf.al'““n—-ls
és itt az egyenldségjel csak

> 1.

(61) Yi=2ay, - Yn—3 = Ga—y
esetén all. MisfelSl (58) szerint
= _' y A i
'y{ Ya—1

pozitiv raciondlis szdm, mely (kdzos nevezdre hozds utjin) elG-
allithaté yj .. .yr—; nevezdji tortként. Ennélfogva:

(62) 1—(;1'-5-..
1

Végiil (56) és (62) alapjan

Bt
Yool Y1 -Yrm1

REY lﬂ e e ] >t
T Vo) T Y Y
azaz (60) és (10) figyelembevételével

4 »
UnSW- Y1 S @y gy =uty— L.
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Ezzel (54) helyességét megmutattuk. Itt egyenldségijel csak alkor
allhat, ha (60)-ban is az &ll, aminek (61) a sziikséges és elegendd
feltétele ekkor viszont az egyenldaégjel (60)-ban azt jelenti, hogy
Y1 = Qpe

Ezek nté.n (44)-et bizonyitjuk be, tovdbbra is fenntartva
indukei6s feltevésiinket. ElGszor is azt mutatjuk meg, hogy ebben
az esetben is olyan z; = yj, ..., Te—) = Y1, %z = Y, megoldisaira
szorftkozhatunk a (40)—(42) rendszernek, amelyre (58) mellett (59)
iafenniﬂ.Eﬂenkeaﬁesetbenugynnisa(M)bdoﬁdﬁnsmpl&
Zy ... Ty (%y + 1) szorzat értékénél nagyobb lesz ugya.nennek
a szorzatnak az értéke egy, a fenti tulajdonsiggal bird megoldﬁs
esetében. Ezt a kiovetkezSképpen lithatjuk be. Ha y
olyan egész szdmok és y, olyan valés szdm, melyek (51) (53)-mk
eleget tesznek és valamely i-re

1

(63) Zhit = o<
Y1 yi—1 Y
lgsi<n-—1)
is teljesiil, akkor (8)-at alkalmazva
1 1 1

v wi—1 g@—1)

4ZAZ
LIER: W T 1_ 1  n—D—
¥i Y Yi—1 gi@w—1) . y—1 Ya¥i (e — 1)

ad6dik. Az utolsé tort szémldléja pozitiv, mert—(52) és (63)
sszevetésébll kivetkezik, hogy

1 1 1
— —> -
% Y yi—1

Ha ennek alapjdn (52)-be helyettesitiink, tovibbd (63)-at is
figyelembe vessziik, azt taldljuk, hogy ((63) miatt)

(M) zlzyll sy xim.'}i"'l: .y zl"—l=yll—ll
= Yyl —1)
Yilyi — 1) — ya

is megoldédsa a (40)—(42) rendszernek. Konnyen beldtjuk, hogy
e megolddsra a (44) baloldalan 4ll6 szorzat értéke nagyobb, mint az
=y megoldisra. Ehhez csak azt kell megmutatnunk, bogy

- D[ BUUD )s g4
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helyes egyenlGtlenség, ami kovetkezik abbol, hogy ekvivalens
az egyszer(ibb alakra hozott

yi(yn-yf)(yn+1)+ys+yi>0

egyenldtlenséggel. Utébbi helyessége (51) alapjan nyilvanvalé.
Ezzel megmutattuk, hogy (44)-et valéban elegends a (40)—(42)
rendszer olyan z; =yj, ..., To—y = Yi—y, T, = Y, megoldisaira
bebizonyitanunk, melyekre (59) érvényes. Marmost (59)-bél
ugyanigy, mint elébb, (60) kovetkezik. Masfel6l (54) szerint,

amelynek helyességét mér igazoltuk, y,+ 1 <a, Végre tehit
ebbdl és (60)-bdl az

Vi Y1 W+ D=Ly .0

egyenlStlenséget nyerjiik, amivel (44)-et is bebizonyitottuk. Azegyen-
16ségjel érvényességi feltétele most is (45). Ezzel az 5. tétel bizonyi-
tésat befejeztiik.
Megjegyzés. A 3. tételbdl nyilvanvald, hogy az (1) egyenletnek
ogzitett n mellett csak véges szdmii olyan megoldésa van, amelyben
valamennyi z; a pozitiv egész szdmok 1, 2, 3, . . . sorozatdnak egyik
tagjéval egyenld. Ezt az eredményt sikeriilt Altaldnositanom arra

az esetre is, amikor e sorozat helyett pozitiv valos szamok tetszdle-
ges novekvd sorozata van adva.

3. §.
Végiil bebizonyitjuk most a 2. tételt. Tekintsiik e célb6l adote
b mellett az (1) egyenlet egy olyan egész szdmt megoldasat, melyrt
0<%, <...82, 68 b<u,.
Ekkor az 5. tétel szerint

(65) b < «y.
Maisfel6ls (9) alapjéan
Up << aﬁ._l < G:—-; R = ui’_lr- 2’1':—-!‘
tehat
[
és igy

log log &, < n.
Ebbdl és (65)-bdl nyilvan kévetkezik, hogy
(66) loglog b < m.
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b—1

Tekintsik mér most = -nek és +—b-'—-a—nek egy . el6allitisit

torzstortek Osszegeként:

1 1

— --"I'_:"'?"r

Uy u, b
1 1 b—1-—
—4. o= z.
v, v, b

Ezekbdl:

1 1 1
L v b bl S L
u, VRN vy

Ennélfogva N (a, b) definicidja szerint és (66) alapjén:
N{@b+N@®B—1—a,b)+ 1 >loglogb.

Ha itt @ = 0-at helyettesftiink, méris az igazolandé (7) egyenlétlen-

séget kapjuk. Osszegezzitk mésfel6l az utébbi egyenlStienségeket
a=1,2, ..., b— 2 esetén:

2[N(LBO)+N(2,b)+...+ N —20)] >
(b — 2) (log log & — 1).
Ezt még igy is frhatjuk:

3—1—2 INWLB) + ...+ NG — 2,5)] > é fog log b=}
> ¢4 log log b.
Ezzel (6) helyességét is kimutattuk, azéz a 2. tételt bebizonyitottuk,

0B OAHOM AHOGAHTOBOM YPABHEHRIi

[Oycrs N(a, b) mafiMensmee HATYpaabHOE UHCAO % AAd EOTO-

POTO CYWMECTBYOT HATYpAAbHHE YHCAA 2, <2, < ...<Z, TAE
a 1 1 1

170 HMEeT MECT0 — = — -+ — 4 ... 4+ —, rae a,b, — paunme
b ® = %,

ATYpaAbEHE YHCAA. ABTOD AOKR3uBAEY, WT0 Add 1<a<b mnueen

log b = '
¢ b <g¢ 28 u MNa, b) >c,bloglog b; rpome sroro
loglogb .=

E832HH HEROTOPHE A0 CHX OOp HeJOKa3alHHC NPeAAOEmEBR .,




ON A DIOPHANTINE EQUATION

Denote by N(a,b) the smallest integer n so that

‘i=l+... +l, T < Ty <. .. <Xy

b = Zy
is solvable in positive integers z; Sharpening previous results of
Nakayama, Strauss and de Bruijn, the author proves that for
1<a<b
log b

log log b

Na, b) <¢,
and

‘3' N{a, &) > ¢3 & log log b.
am=1

It seems likely that for 1 <a <b
N(a, b) < ¢y log log b.

Nakayama proved that N (3, b) = 3 if and only if all prime factors

of b are of the form 6 k + 1. Strauss and the author conjecture

;.hat N(4, b)<4 for every b >4, Btrauss proved this for
< 5000,
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