VEGTELEN GRAFOK EULER-VONALAIROL.

1. §. Ismeretes a kovetkezé EuLer-t6] szdarmazo tétel:

Egy véges sok élbol 4llo grafnak akkor és csak akkor van
EviLer-vonala, ha

1. a graf osszefiiggd,

2. minden szégpontjaban pdarosszama ¢l talalkozik.?

Itt egy véges graf Evier-vonala alatt értjik éleinek oly

PP, PP,..., PaiPy, PP,

sorozatdt, melyben a graf minden éle pontosan egyszer for-
dul eld.

Kovetkezokben kiterjesztjilk ezt a tételt végtelen grafokra.
Egy végtelen graf EviLer-vonalan értjiik az éleknek oly

oo PaP g, PPy, PPy, P P;,...

mindkét irdnyban végtelen sorozatat, melyben a graf minden
éle pontosan egyszer fordul eld. Dolgozatunk célja annak iga-
zoldsa, hogy a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy
végtelen grdfnalk legyen Evier-vonala, a kivethezd :

E 1. a grdf dsszefiggd,

E 2. megszdmldlhato sok éle van,

E 3. nincs olyam szigpontja, melyben pdratlanszdmu él ful
dssze,

1 L. pld. D. Koxic : Theorie der endlichen und unendlichen Graphen.
Leipzig 1936. 20. 1. Ugyaniit (33. 1) vannak felvetve mindazon problémak,
melyeknek megoldasat jelen dolgozat tartalmazza.
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E 4. hagyjuk el a grdf egy lelszdleges véges részqrdfidt, a
megmaradd grdf darabjai' kozl

a) legfeljebb Lél végtelen grdf van,

b) s6t, ha az elhagyotl véges grdf pdrosfoki,® akkor pontosan
eqy végtelen grdf van.

Mieldtt attérnénk tételink igazoldsara, elébb az E 4 feltételt
egy mads, valamivel kevesebbet kovetelGvel cseréljiik fel. Ugyanis
elégséges az E 4-ben szerepl6 tetszéleges véges részgrifok helyett
véges élvonalakat® vizsgdlni, s6t elégséges a graf egy tetszé-
leges szogpontjan atmend véges élvonalak vizsgdlata. Vagyis
E 4 helyére a kovetkezd kritériumot tessziik:

E4'. van a grdfrak egy kovetkezd tulajdonsdgn szigpontja :
hagyjunk el a grdfbol egy ezen a szégponton dimend tetszd-
leges véges élvonalat; a megmarads grdf darabjoi kozt

a) legfeljebb két véglelen grdf van,
b) sét, ha az elhagyott élvonal zdrt, pontosan egy végtelen
grdf van. _

Megjegyezzitk még, hogy abban az esetben, ha a vizsgalando6
graf minden szogpontjaban végesszamu él talalkozik, az E 2, 3
feltétel nyilvénvaléan potolhatd a kévetkezdvel :

E 5. a grdf pdrosfokiu.

[Ha t. i. egy osszefiiggé graf minden szégpontjiban véges
sok él taldlkozik, akkor a graf élei megszamldlhatok.*]

2. 8. El6sz6r megmutatjuk, hogy feltételeink szitkségesek.
Ez E 1, 2, 3-nil nyilvanvalo, tehdt részletesen csak E 4-gyel kell
foglalkozni.

1 Azokat az dsszefiiggé grafokat, amelyekre egy graf szétesik, a kdvet-
kez6kben e graf darabjainak fogjuk nevezni.

% Egy grafot pdrosfokinak neveziink, ha a graf minden szogpontjaban
véges és pedig parosszamu él talalkozik.

2 Egy véges ¢lvonal alatt értjik a graf egy oly PyP,, PoP,,..., P, 4P,
élsorozatit, melyben egy é1 legfeljebb egyszer fordul elé. Az élvonalat
nyiltnak vagy zartnak nevezzik a szerint, hogy P; és P, megegyezik
vagy nem.

4 Komg, id. h.,, 79. L
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Tegyiik tehat fel, hogy a vizsgilando grifnak van EuvLer-
vonala, vagyis, hogy létezik a

oy P—QP—IQ P—IPO: PO-PI, PIP%"'

EuLer-vonalat reprezental6é élvonal. Hagyjunk el a grafbél egy
tetszbleges véges g részgrafot. Mindenesetre vannak oly p és v
egészszamok, hogy a

PanH, Pp+1Pp+%---- PP (szi:Pv)

véges élvonal, melyet V-vel jeldliink, tartalmazza a g graf dsszes
éleit. Jeloljiik tovabba a grafbol a V élvonal elhagydsa ntan
megmarado

'”’PM—QP#—'I’Pﬂ—iPy és PPy, PiiPosa,...

végtelen grafokat V_,, illetéleg V.s-el. Nyilvin a g graf el-
hagydsa utin megmaradé g graf darabjai kozil csak azok lehet-
nek végtelen griafok, melyek a V_;, V., grifok valamelyikét
tartalmazzak. Ilyen tehat legfeljebb ketté lehet. Evvel tehdt
igazoltuk E 4a-t. Most attériink E 4b igazolisara, vagyis iga-
zoljuk, hogy, ha g parosfokd, akkor g-nak egyetlen végtelen
darabja van. T. i. konstrudlhatd g-nak egy oly élvonala, mely
részgrafja V-nek is és amely élvonal osszekéti a P, szégpontot
a P, szogponttal. [A konstrukeio a kovetkez6: P, a V-nek
paratlanfoka szoégpontja, mig ¢ parosfoku, tehdat g elha-
gyasa utin (¢ részgrafja V-nek) marad még V-nek egy P.Pa
éle. Tovabba P;, a V-nek parosfokl szogpontja és a paros-
foki g elhagydsa utdn az el6bbiek szerint maradt még V-nek
egy P.P, éle. Ebbdl kovetkezik, hogy V-nek maradt még egy
P,P;-t6l kilonbozé P;,P;, éle is. Ez az eljaras csak akkor
akadhat meg, amikor elérjiik a P, szogpontot; de ekkor mir
eléallitottuk a kivant élvonalat.] Ennek az élvonalnak létezése
azonban maga utdn vonja g egy oly végtelen darabjinak léte-
zését, melynek mind a V_;, mind a V., graf része. Ekkor
azonban g-nak nyilvinvaloan csak egyetlen végtelen darabja van.
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Evvel tehat igazoltuk az E 1,2, 3, & feltétel szilikségessé-
gét. Ebb6l természetesen kovetkezik a kevesebbet koveteld
E 1, 9, 8, 4’ feltétel sziikségessége is.

8. §. A feltétel elegendd voltanak bizonyitasdhoz a kdovetkezd
segédtételt fogjuk felhasznilni:

Egy G grdfnak van Evier-vonala, ha az E 1, 2, 3 feltételen
Eivil teljesiti a kovetkezd fellételt:

E 6. G-nel van egy oly szdgpontja, hogy bdrhogyan hagyunk
is el G-bél eqy ezen a kitintetett szégponton dtinend véges él-
vonalat, a megmaradd grdfnak pontosan egy végielen da-
rabja van.

Ennek a segédtételnek bizonyitasa két lépésben torténik.

a) Szamozzuk meg G éleit tetszdleges modon.

Konstrudlunk el6szor egy oly V, véges zart élvonalat, mely

1. atmegy G kitiintetett szogpontjan,

2. tartalmazza élei kozt a G graf elsd sorszamn élét,

3. ha G-bél elhagyjuk V,t, a megmarado V, graf teljesiti
az E 1, 2, 3, 6 feltételt, még pedig az E 6-ot Ggy, hogy a benne
szerepld kitlintetett szogpontnak vilaszthato oly szogpont, mely
szdgpontja a V, grifnak is.

A konstrukeié a kévetkez6:

Vegyilk G-nek egy oly v élvonalat, mely a kitiintetett szog-
pontbol, Q;-bol indul ki és amely tartalmazza G els6 sorszdml
¢lét. G-b8l v elhagyasa utdn megmaradé. v graf darabjai k6zott
E 6 szerint csak egy végtelen graf van; a tobbi (t. i. véges)
darabjait hozzdesatoljuk 1-hez. Az ily médon nyert g grafrol
azt allitjuk, hogy vagy nincs, vagy két paratlanfoka szogpontja
van. [Ugyanis elBszér tekintve, hogy g véges graf, minden szog-
pontjiban végesszamu él ful 6ssze. A g azon szdgpontjai, melyek
nem szégpontjai a G-bél g elhagyisa utin megmarado g graf-
nak, ugyanolyan foktiak g-ben, mint G-ben. Ezen szégpontok
tehat, tekintve, hogy végtelenfok@iak nem lehetnek, pdros-
foktiak. A g azon szogpontjai pedig, melyek szégpontjai g-nak
is, egytital szogpontjai v-nek is. Tovabba tekintve, hogy
ezen szogpontok nem szogpontjai a g-b6l v elhagyasa utan
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megmaraddé griafnak, ugyanolyan fokiak g-ben, mint v-ben.
A v grafnak viszont a szerint, hogy v zart vagy nyilt élvonal,
vagy nines vagy két pdratlanfokd szdgpontja van.] Mir most,
ha g-nek van két pératlanfokt szogpontja, akkor e szogpontok
ezek szerint szogpontjai a § grafnak is; tekintve pedig, hogy
g Osszefiiggd, ¢ tartalmaz oly élvonalat, mely az utébbi két
szogpontot koti egymdssal 0Ossze. Ezt az élvonalat csatoljuk
g-hez; legyen az igy keletkezett graf v’. Tekintve, hogy v’
parosfok(, az 1. §-ban emlitett Bvrer-féle tétel szerint v’ fel-
foghato egy zart élvonalnak. A G-bél v' elhagyasa utidn meg-
marado v' graf darabjai koézétt E 6 szerint csak egy végtelen
graf van. A v’ véges darabjait esatoljuk v’-héz; legyen az igy
keletkezett véges graf ¢'. A ¢’ graf pérosfoki. (Ugyanis ugyan-
ugy, mint g vizsgdlatandl, g'-nek csak oly pont lehetne pa-
ratlanfokt szogpontja, amely v'-nek is paratlanfoki szégpontja.)
Mindenesetre tehat eldallitottunk egy osszefiiggé parosfokia
grafot (g-t, ill. g'-t), mely EurEr graftétele szerint felfoghatot egy
V, zart élvonalnak. Azt &llitjuk, hogy a V, eleget tesz a kivant
feltételeknek. Ugyanis atmegy Qg on és tartalmazza élil G elsé
sorszami élét, tehat teljesiti 1.-et és 2.-t. Mig 3. teljesiilése,
vagyis az, hogy a G-bél V, elhagyasa utin megmaradd V, tel-
jesiti az E 1, 2, 3, 6 feltételt a kovetkezoképpen lathato be:

E 1 teljesiil, mert a V, graf azonos g-val, illetéleg g'-val.

E 2, 3 teljesiil, mert a V, graf tigy keletkezett G-bél, hogy
elhagytunk beléle egy parosfoki véges grafot.

E 6 teljesiil, még pedig Ggy, hogy a kitiintetett szdgpontnak
vilaszthaté a V, graf oly (), szogpontja, mely szogpontja egy-
attal a V, grafnak is. Ugyanis legyen v, a V-nak tetszéleges
a Q,-en dthalado élvonala. A V-bél v, elhagyisa utin meg-
marado graf legyen v,. A v, élvonal és a V, zart élvonal,
tekintve, hogy (, mindkettének szégpontja, egyiitt egy olyan
grifot alkotnak, amely felfoghato egy v, élvonalnak. Tekintve,
hogy v, tartalmazza szdgpontul Qg t, G-bél a v, élvonal elha-
gyasa utdn megmarado v, graf darabjai kozott E 5 szerint csak
egy végtelen graf van. A v, graf azonban azonous ¥;-val.
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b) A V, graf teljesiti az E 1, 2, 3, 6 feltételt (még pedig az
E 6-ot tgy, hogy kitiintetett szégpontnak vilaszthaté V, oly
szégpontja, mely szbgpontja Vj-nak is). Tehdat az elébbi kon-
strukeiot megismételhetjik a V, grafra és ennek segitségével
nyerhetiink egy oly V, zart élvonalat, melynek V-lal nincs kozos
éle, amely tartalmazza szégpontul a (, pontot és amely tartal-
mazza a G graf azon legalacsonyabb sorszdmi élét, melyet V,
nem tartalmaz. Tovibbd a G-b6l V, és V, élvonalak elhagyasa
utdn megmaradod graf teljesiti az E 1, 2, 3, 6 feltételt, még pedig
E 6-ot tgy. hogy a kitiintetett szbgpontnak vdlaszthaté oly
szogpont, mely szogpontja a V, élvonalnak is. Ezt az eljardst
folytatva nyerjiik a

N A -

kozos él nélkiili zart élvonalak wvégtelen sorozatat. Kz a végtelen
élvonalsorozat kimeriti a G graf éleit, tovabba a V; élvonal
tartalmazza szogpontul a Q; és ;1 szogpontokat (i=1, 2,...).
Azonban a V, zart élvonal felfoghaté egy (,-bdl kiindulo és
ugyanide visszatéré élvonalnak, mig a V; zart élvonal felbont-
hato két, a Q; és Q;;1 pontokat dsszekoté V.; és V., nyilt
élvonalra (i=1, 2, 3,...). A

f 't '’
---V—m V'—n+1"'°§ V—i’ VO: V’h”'a Vms (R TR

egymasba kapesol6dé élvonalak sorozata pedig megadja a G
graf egy Evier-vonalat.

4. §. Egy masodik segédtétel, melyre sziikségiink lesz és
amely énmagiban sem latszik érdektelennek, a kovetkezd :

A sziikséges és elégséges feltélele annak, hogy egy végtelen
G grdfnak legyen végesbil kitnduld, végtelenbe haladé Evier-
vonala, vagyis, hogy felivhatok legyenek élei a

PyPyy PPy, PoPy,. ..

egyoldaliian végtelen sorozatban, a kovetkezs:

E* 1. a grdf dsszefiugqé,
E* 2. megszdmldlhaté sok éle van,
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E* 3a. vagy van a grdfnak pontusan egy pdratlanfolki
sz0gpontja,

E* 3b. vagy, ha nincs pdratlanfokv szégpontja. akkor van
legaldbb egy végtelenfoki szigponija,

E*4. a grdf eldbbi pontban kitintetett nem pdrosfoki szog-
pontjdnak az a tulajdonsdga van, hogy G-bdl elhagyva egy
ezen @ szigponton dimend letszdleges véges élvonalat, a meg-
maradé grdf darabjai kézt egy végtelen graf van.

Ezen E* feltétel sziikségességének bizonyitisa hasonldan
torténik az E feltétel sziikségességének fent adott bizonyitisa~
hoz. Tekintve pedig, hogy az E* feltétel szikségességét a
tovdbbiakban tgy sem fogjuk felhasznalni, ezt a bizonyitast
nem is részletezziikk. Az E* feltétel elégségességének bizonyi-
tasat a 3. § tételének bizonyitdsdhoz hasonldéan végezziik és
pedig ismét két 1épésben.

a) Szimozzuk meg a G graf éleit tetszdleges modon. Kon-
strudlunk egy oly V, nyilt élvonalat, mely

1. atmegy G Kkitiintetett szogpontjan,

2. tartalmazza a G graf elsé sorszamu élét,

3. G-b6l elhagyva a V, élvonalat, a megmaradd V, graf
teljesiti az E¥ feltételt, még pedig E* 4-et oly mddon, hogy a
kitiintetett szdgpontnak vdlaszthatd oly szégpont, mely szdg-
pontja a V, élvonalnak is.

A konstrukeio a kovetkezo :

Vegyiik G-nek egy a kitiintetett szégpontbol Qg-bol kiindulo
oly v nyilt élvonalit, mely tartalmazza élil a G graf elsé sor-
szamni élét. Legyen ennek az élvonalnak a Qg-tol kiilénbozd
végpontja Q,. [Ilyen élvonal létezik. Ugyanis tekintve, hogy G
osszefiiggd, tartalmaz egy olyan élvonalat, amely Q,-bdl indul
ki és tartalmazza G els6 sorszamt élét. Ha ez az élvonal zart,
akkor, mint parosfoka grif, nem meritheti ki G-nek Qg ban
dsszefutd nem parosszamu élét. Tehat ehhez a zart élvonalhoz
csatolhaté G-nek egy Qy-bél kiindulé éle, ami dltal a zart él-
vonalbol eléallitottunk egy kivant nyilt élvonalat.] Tekintsiik a
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G-bdl v elhagyasa utan megmarado v grafot. Ennek a grafnak
E* 4 szerint csak egy végtelen darabja van. A v graf véges
darabjait esatoljuk w-hez; legyen az igy nyert graf g. A g graf-
nak (), és Q, pdratlanfoka szégpontja, mig a t6bbi szégpontjai
pérosfokiak. [Ugyanis a g graf Q,tol és Q,-tél kiilénb6zé szég-
pontjainak parosfokisdga a 3. § a) pontjaban szerepld g graf
parossigahoz hasonléan kovetkeztethets. A g—grifnak-a- Q,
sz0gpont, asserint, hogy Qo a (x grifnak-pératien—vegy végteten-
foki-szégponties nem szdgpontja, illetéleg szogpontja g-nak;
tehdt g-nek ezeknek az eseteknek megfelelden olyan foka szog-
pontja, mint G-nek, illetéleg v-nek; mindkét esetben tehdt ez
a szogpont paratlanfokii. A Q, szdgpont szoégpontja g-nak, tehat
g-ben ugyanolyan fokG, mint 2-ben; vagyis paratlanfoka.] A ¢
graf tehat felfoghatt egy Q,t Q,-vel dsszekoté V, nyilt élvonal-
nak (I. 6. §a)). A V, élvonal nyilvanvaloan teljesiti az 1., 2.
kivinalmakat. Teljesiti tovabba 3.-at is. [A (J;-ben &sszefuto
T;O-élek szama megegyezik G és g Q,-ben oOsszefuto élei szdama-
nak kildnbségével. A Q, szogpont tehat a szerint, hogy G-ben
paros- vagy végtelenfokd, V,-ban paratlan-, illetdleg végtelen-
foki szégpont. Mig a V-ra vonatkozo tébbi kivdnalom ahhoz
hasonloan lathatd be, ahogyan a 3 §aj-ban szerepld F,,-ra bhe-
littuk az E 1, 2, 3, 6 teljestilését.]

b) Tekintve az elébb bebizonyitottakat, a V, grafra kon-
strukciénk megismételhets. Ilyen modon nyeriink egy a Q. Q,
killonb6z6 végpontokkal biré oly V, élvonalat, mely nem tar-
talmaz V, élei kéziil egyet sem, ellenben tartalmazza G azon
legalacsonyabb sorszamu élét, melyet V, nem tartalmazott.
Az eljdrast folytatva nyerjiik a

Vo Vi Vere -

kozés él nélkiili nyilt élvonalak oly végtelen sorozatat, melyek
rendre egymasbakapcsolodnak a Q,, Q,,... szdgpontokban és
amelyek kimeritik a G graf éleit. Ezen élvonalak sorozata
megadja azonban a G grif egy keresett egyoldalian végtelen
EvLEr-vonalat.
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5. 8. Ebben a §-ban megadjuk az E 1, 2, 3, 4’ feltétel elég-
ségességének bizonyitasat.

Ha egy G grafra ezen a feltételen kiviil teljesiil a 3. §-ban
szereplé E 6 feltétel is, akkor a 3. § szerint G-nek van EuLer-
vonala; tegyiik tehat fel, hogy ez az eset nem dll fenn, vagyis
tegyilik fel, hogy G-nek van egy oly v élvonala, hogy a G-bdl
¢ elhagydsa utdn megmaradé v griafnak két végtelen darabja
van., A v élvonal az E 4'b szerint csak nyilt élvonal lehet.
Csatoljuk a v graf véges darabjait a v grifhoz; legyen az
igy keletkezett graf G, A 3. § @) pontjaban szerepléd g grifra
vonalkozé meggondolasokhoz hasonléan kovetkeztethetd, hogy
G,nak két paratlanfoki szégpontja van, vagyis az, hogy
a G, graf felfoghaté egy Q_,, illetéleg Q.; végpontokkal
biro V nyilt élvonalnak. A V grif két végtelen darabbél all,
jel6ljiik ezeket a darabokat G_, illetéleg G .i-vel. Azt allitjuk,
hogy a Gy, illetéleg G,y grafok teljesitik a 4. §-ban szerepls.
Ex feltételt, még pedig EX 4-et tigy, hogy a kitiintetett szog-
pontnak valaszthato Q_y, illetleg Q.. [Nézzik példaul G.q-et.
E* 1, 2 nyilvan teljesiil. A V graf Q. szogpontban dsszefuto
éleinek szdma egyenlé a G graf és V graf ezen szégpontban
Osszefutd élei szamanak kiillénbségével. A ()., szégpont tehat
aszerint, hogy G-nek pdros-, illetdleg végtelenfokti szég-
pontja, G.;-nek pdratlan-, illetéleg végtelenfokt szégpontja.
Mindenesetre tehat teljesiil E* 3. Az E* 4 feltétel ahhoz ha-
sonldéan lathato be, ahogyan a 3. § @) pontjiban szerepls V,
grafra vonatkozé E 6 feltételt igazoltuk.] Ez pedig azt jelenti,
hogy a G_i, illetdleg Gy grafok a Q_y, illetdleg Q.4 szog-
pontbol kiindulé egyoldaltian végtelen K_4, illetéleg E.4 EvLer-
vonalnak foghatok fel. Az

E_ V, E,

egymasba kapcsolodd grafok pedig megadjik a G graf egy
keresett Evrer-vonalat.

Ezzel tehat befejeztiik tételiink bizonyitasat.

6. 8. Befejezésiil hirom kiegészité megjegyzést tesziink.



138 ERDOS P., GRUNWALD T. ES WEISZFELD E.

a) Ismeretes a kiovetkezd véges grafokra vonatkozé Listine-
féle tétel:*

Legyen egy véges graf paratlanfoki szégpontjainak szima 2n.
(Minden véges graf paratlanfok( szégpontjainak szama pdros.)
Létezik az élvonalaknak oly

S

rendszere, mely az adott graf minden élét pontosan egyszer
tartalmazza.

Ez a tétel dolgozatunk modszeréhez hasonloan atvihetd
végtelen grafokra. Ugyanis igazolhaté a kovetkezd — ‘ebben a
dolgozatban nem bizonyitott — tétel:

Annak o s:ikséges és vlégséges feltétele, hogy eqy végtelen
G grdfhoz tartozzon a (véges vagy egyoldaiian véglelen vagy
mindkétoldaliian véglelen) elvonalaknalk oly véges

Vo Vivein Vi

rendszere, melyben G minden éle pontosan eqyszer fordul eld,
a kovetkezd :

1. a grdfrnak véges sok darabja van,

9. megszdmlidthaté sok éle van,

3. véges sok pdratlanfoki szégponija van,

4. létezik egy oly M szdm, hogy G-bél egy tetszdieges
véges g részgrdf elhagydsa wldn megmaradd g grdf végtelen
darabjainak szdma nem nagyobb M-nél.

b) Ismeretes a kovetkezd véges grafokra vonatkozd Eurer-
féle tétel:2

Barmely véges graf élei kimerithet6k egy oly zdrt

PoPy, PPy, PyPy,..., Py 1Py, PoPo

élsorozattal, hogy ebben az élsorozatban a graf minden éle
pontosan kétszer forduljon eld.

1 L, pl. Koyie id. h., 22. 1.
2 I, pl. K66 id. h., 28. L
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Ennek a tételnek végtelen grafokra valo atvitele a kovetkez6 :
A szikséges és elégséges fellétele annak, hogy eqy G grdf
élei kimerithetdk legyenel: egy

...P_P_, P_P, PP, P,P,...

mindkét oldalon végtelen sorozaltal gy, hogy ebben a végtelen
élsorozatban G minden éle pontosan kétszer forduljon eld, az,

hogy

1. a grdf oOsszefiiggd,

2. megszdmldlhats sok éle van,

3. elhagyva G-bél egy, tetszéleges wéges grdfol a megmaradd
grifnak pontosan egy végtelen darabja van.

Tekintsiik ugyanis azt a G* grifot, mely ugy keletkezik,
hogy G minden e éle mellé vesziink egy ¢’ élet, mely ugyan-
azon két szbgpontot kéti dssze, mint e. Ekkor a & gréfra vo-
natkozé kivanalom nem jelent mast, minthogy a G* grafnak
legyen Eurer-vonala, vagyis, hogy a G* grifra teljesiiljén az
E feltétel. Azonban E 1, 2 akkor és csak akkor teljesedik G*-ra,
ha G-re teljesedik a fenti 1. és 2., mig E 3 mindig teljesedik
G¥-ra, mert G*-nak nem lehet pératlanfoki szégpontja. Tovabba
azt allitjuk, hogy G*-ra az E 4 feltétel akkor és csak akkor
teljesedik, ha ( teljesiti a fenti 3.-at. Ugyanis tegyiik fel el6szor,
hogy G-nek van egy oly g részgrafja, hogy a G-b6l g elhagyisa
utan megmarado ¢ graf darabjai kozt két végtelen griaf van.
Jeloljiik ezeket a végtelen grafokat y, és r,-vel. Kettozziik meg
g éleit, ilymodon kapjuk a I' parosfoki grafot. Elhagyva G*-bol
a I'" parosfoku grifot, a megmaradé graf darabjai kozt két vég-
telen graf van, mert ezek a végtelen gréafok 7,, illetéleg 7, ¢lei
megkettézésével allithatok elé. Az azonban, hogy a G¥* grafbal
a parosfokd [I" graf elhagydsa utin megmaradé graf darabjai
kozott két végtelen graf legyen, ellenkezik az E 4b feltétellel.
Ilyen médon tehat, abbél a feltevéshdl kiindulva, hogy G nem
teljesiti 3.-at, arra jutottunk, hogy G* nem teljesiti E 4-et.

Ha pedig G teljesiti a 3.-at, akkor kénnyen belathatd, hogy
elhagyva G*-bol egy tetszéleges g grafot, a megmarad6 g graf-
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nak pontosan egy végtelen darabja van; vagyis G¥* teljesiti
E4-et. (Ha u. i. g-nak t6bb végtelen darabja van, akkor g-nek
azon részét hagyva el G*-bol, mely G-nek is része, tobb vég-
telen darabbal biré grafot kapunk.]

Evvel tehdt allitasunkat igazoltuk.

¢) Kénie Dines emlitett konyvében a kovetkezd problémat
is felveti:

Az n~dimenzios tér (v, «,..., x,) rdcspontjat (hol az x-ek
tetsz6leges egész szdmok) kapcsoljuk dssze egy-egy éllel az
(@41, Ty ey Zn)y (@ Dot 1sees, Bnyenny (@, Xgyeeoy 2y +1) récs-
pontokkal. Ezeket a kapcsoldsckat a tér Osszes racspontjaira
elvégezve kapjuk az n-dimenzids tér kozonséges ricsgrifjit.

Van-e az n-dimenzids tér kizonséges rdcsgrdfjdnak EvLEr-
vonala ?

Dolgozatunk tételébdl, s6t mar a 3. § tételébdl is, a leg-
egyszeriibben kovetkeztethetd az igenld valasz.! Ugyanis E 1, 2
nyilvanvaloan teljesedik, teljesedik tovabba E 3 is, mert a graf
minden szégpontjaban 2n él taldlkozik. Teljesedik ezenkiviil az
E 6 feltétel is, mert elhagyva a grafbol egy tetszdleges véges
élvonalat, a megmaradé graf darabjai kézt pontosan egy veég-
telen graf van. Vegyilk ugyanis az n-dimenziés tér egy oly
n-dimenziés kockdjdt, mely belsejében tartalmazza az elhagyott
élvonal szogpontjait. Az elhagyds utdn megmaradé graf darabjai
kéziil csak az lehet végtelen, mely tartalmaz az eldbhi kockdn
kiviil fekv® rdcspontot. Ilyen darab azonban csak egy vanm.

Erdés Pdl, Grimwald Tibor
és Weiszfeld Endre.

1 Ennek a lételnek egy direkt bizonyitasit adja E. WeszrEen : Uber
Gitterpunkte des mehrdimensionalen Raumes; e dolgozat a szegedi Actdk-
ban fog megjelenni.
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UBER EULERSCHE LINIEN UNENDLICHER GRAPHEN.

Die Verfasser beantworten die bei D. Kéme: «Theorie der endlichen
und unendlichen Graphen» (Leipzig, 1936) aufgeworfene Frage, wie
man die bekannien Euter’schen Graphen-Sitze, die sich dem Problem
der Konigsberger Briicken anschliessen, auf unendliche Graphen aus-
dehnen kann. U. A. wird folgender Satz bewiesen.

Ein unendlicher Graph besitzt dann und nur dann eine (beiderseits
unendliche) Evier’sche Linie, d. h. dann und nur dann kann man die
Kanten des Graphen in einer beiderseits unendlichen Folge von der Art

coo PP, PP, PPy, PiB,,. ..

(wo jede Kante nur einmal vorkommt) aufziihlen, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind :

1. Der Graph ist zusammenhingend.

2. Er besitzt abzihlbar unendlichvicle Kanten.

3. Er besitzt keinen solchen Knotenpunkt, in dem eine ungerade
Anzahl von Kanten zusammenlaufen.

4, Entfernt man in beliebiger Weise endlich viele Kanten, so gibt
es unler den zusammenhingenden Bestandteilen des entstehenden
Graphen a) hochstens zwei wunendliche Graphen; b) bilden die weg-
gelassenen Kanten einen solchen Graphen, in dem nach jedem Knoten-
punkt eine gerade Anzahl von Kanten laufen, so gibt es genau einen
unendlichen Graphen.

Hieraus ergibt sich z. B. unmittelbar, dass der gewshvliche Gitter-
Graph des n-dimensionalen Euklidischen Raumes fiir jedes n eine
beiderseits unendliche EuLer’sche Linie besitzt.

P. Erdés, T. Grinwald, E. Weissfeld.




