
VkGTELEN GRhFOK EULER-VONALAIR~L. 

1. 8. Ismeretes a kijvetkezii Eurxn-to1 szarmazd Mel: 
Egy veges sok elb61 a116 grafnak akkor es csak akkor van 

EuLzn-vonala, ha 
1. a graf ijsszefiiggo, 
3. minden szbgpontjahan parosszam6 61 tala1kozik.l 
Itt egy veges graf EULER-vonala alatt ertjiik eleinek oly 

sorozatat, melyben a graf minden ele pontosan egyszer for- 
dul el6. 

Kovetkezokben kiterjesztjiik ezt a Melt vegtelen grafokra. 
Egy vegtelen graf EmEn-vonalan &-tjiik az eleknek oly 

. ..P-sP_1, P-,P,, POPI, PIP2 ,... 

mindket iranyban vCgtelen sorozatat, melyben a graf minden 
ele pontosan egyszer fordul e16. Dolgozatunk celja annak iga- 
zolasa, bogy a sziiks~~es e’s el@&gges felte’tele annak, hogy egy 
4ggtelen grdfnak iegytw EuuR-vonala, a k&uetkezii: 

E 1. a grdf dsszefiigg6, 
E 2. megszdmldlhatd sok e’le van,, 
E 3. nines olyan sztigpontja, melyben pdratlans.zh,zi 61 fut 

cksze, 

1 L. pld. D. KdxIG: Theorie der eudlicheu und unendlichen Graphen. 
Leipzig 1936. 20. 1. Ugyanilt (33. 1.) rannak felvetve mindazon problBm86, 
melyeknek megold&W jelen dolgozat tartnlmazza. 
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E 4. hagyjuk el a grdf egy tetsz6leges viges risszgrdfjdt, a 
megmaradd grdf darabjui* k&t 

a) Eegfeljebb kt% u6gtelen grdf van, 
b) so”t, ha az elhagyott v&ges g&f pdrosfokC,2 akkor pontosan 

egy ubgtelen grdf van. 
Mieliitt att6rn6nk t6tehink igazol&ra, elBbb az E 4 feltetelt 

egy mas, valamivel kevesebbet kiivetelBve1 cserCljtik fel. Ugyanis 
el6gsCges az E 4-ben szerepl6 tetszdleges v6ges r&zgrafok helyett 
vCges Wonalakat a vizsgalni, s6t elegseges a graf egy tetsz& 
leges szSgpontjan atmen v6ges klvonalak vizsgalata. Vagyis 
E 4 hely6re a kiivetkezd krit&iumot tessziik : 

E h’, van a grdfnuk egy kiivetkezd tulajdonsdg?i sziigpontja : 
hagyjmk el a grcifbdl egg ezen a sz6gponton &mend tetsz& 
leges v&ges e’lvonalat ; u megmaradd grdf darabjai k&t 

a) legfetjebb kelt vdgtelen grdf vaq 
b) scit, ha a.z elhagyott &onal z&t, pontosan egy vt?gtelen 

grdf van. 

Megjegyezziik m&g, hogy abban az esetben, ha a vizsgalandb 
graf minden sz6gpontjaban v6gessz8mb 151 tal&lkozik, az E 2, 3 
felt6tel nyilvanval6an p6tolhat6 a k6vetkezGvel: 

E 5. a grdf pcirosfolczi. 
[Ha t. i. egy 6sszefiiggB gmf minden sz6gpontjaban veges 

sok 61 talalkozik, akkor a graf 6lei megszamlAlhat6k.“l 
2. & EldszBr megmutatjuk, hogy felteteleink sztik&gesek. 

Ez E 1, 2, 3-n&1 nyilvinvalb, teh$t Sszletesen csak E Cgyel kell 
foglalkozni. 

1 Azokat az iisszefiigg6 grifokat, amelyekre egg graf sz&tesik, a kiivet- 
keztikben e gr&f durabjainak fogjuk nevezni. 

2 Egy grifot ptirosfoktinak nevezank, ha a grif minden sz@pontj&ban 
v8ges 6s pedig p&rosszLmti 61 tal8lkozik. 

a Egy v6ges 6lvonal alatt 6rtjtik a graf egy oly PIPS, P,P,,. . ., P,-IPa 
hlsorozat& melyben egy 81 legfeljebb egyszer fordul eld. Az elvonalat 
nyiltnak vagy zartnak nevezziik a szerint, bogy PI 6s P, megegyezik 
vagy nem. 

4 K&JIG, id. h., 79. 1. 
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Tegytik tehat fel, hogy a vizsgalandb gdfnak van EULER- 

vonala, vagyis, hogy letezik a 

. . ., P-nP-1, P-,P,, Pop,, 9Psl,.. . 

EULER-vonalat reprezentalo etvonal. Hagyjunk el a grafbol egy 
tetszdleges veges g reszgrafot. Mindenesetre vannak oly ,U es u 
egeszszamok, hogy a 

PpPp+I, P,.iP,+%. * *, Pv-lP* P&m 

veges Clvonal, melyet V-vel jeliiliink, tartalmazza a g graf iisszes 
eleit. Jeloljiik tovabbi a grafbol a V elvonal elhagyasa utan 
megmarado 

‘.‘, Pp-&-I, Pp-IPp 6.9 Pupy+l, Pv+lPv+%- *. 

vegtelen gr&fokat V-i, illetoleg V+i-el. Nyilvan a g graf el- 
hagyasa utan megmarado S graf darabjai kiiziil csak azok lehet- 
nek vegtelen grafok, melyek a V-1, V,, grafok valamelyiket 
tartalmazzak. Ilyen tehat legfeljebb kettd lehet. Evvel tehat 
igazoltuk E ha-t. Most Bttetink E 4b igazolasara, vagyis iga- 
zoljuk, hogy, ha g parosfoku, akkor g-nak egyetlen vegtelen 
darabja van. T. i. konstrualhat6 g-nak egy oly elvonala, mely 
reszgrafja V-nek is es amely elvonal iisszekijti a PF szogpontot 
a P, szdgponttal. [A konstrukcio a kiivetkezo: Pp a V-nek 
pjratlanfokfi sziigpontja, mig g parosfokti, tehat g elha- 
gyha utan @ reszgr&fia V-nek) marad m&g V-nek egy P,P,l 
ele. Tov&bba Pi, a V-nek parosfokti szbgpontja es a priros- 
fok6 g elhagyasa utan az elobbiek szerint maradt mkg V-nek 
egy PpPz, ele. Ebb61 kbvetkezik, hogy V-nek maradt m&g egy 

P,Pi,-to1 kiiliinbijzii Pi,Pi, ele is. %z az eljaras csak akkor 
akadhat meg, amikor elerjiik a P, szogpontot; de ekkor mar 
el&llitottuk a kivant elvonalat.] Ennek az elvonalnak Ietezese 
azonban maga utan vonja S egy oly vegtelen darabjgnak l&e- 
z&et, melynek mind a V-1, mind a V+1 graf resze. Ekkor 
azonban g-nak nyilvanvalcian csak egyetlen vegtelen darabja van. 
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Ewe1 tehat igazoltuk az E 1, 2, 3, 4 feltetel sztiksegesse- 
get, Ebb61 termeszetesen kiivetkezik a kevesebbet kijveteh5 
E 1, 2, 3, 4’ felt&e1 szdksegessege is. 

3. 9. A feltetel elegendd voltanak bizonyitasahoz a kovetkezo 
segedtetelt fogjuk felhasznalni : 

Egy G grcifnak van EmEn-vonala, ha az E 1, 2, 3 feltt+telen 
l&Ml teljesidi a kSivetkez6 felt&elt : 

E 6. G-nek van egy oly szligpontja, hogy bdrhogyan hagyunk 
is al G-Ml egy ezen a kitiintetAt Mgponton citmenb’v4ges e’l- 
vonalat, a megmaradd grdfnak pontosan egy v.4gtelen da- 
rabja van. 

Ennek a segedtetelnek bizonyitasa ket lepesben tiirtenik. 
a) Szamozzuk meg G eleit tetszdleges modon. 
Konstrualunk el&ziir egy oly V, veges z&t elvonalat, mely 
1. atmegy G kitiintetett szdgpontj$n, 
2. tartalmazza elei kijzt a G graf els9, sorsz&mir CW, 
3. ha G-b& elhagyjuk Jr,-t, a megmaradb TO gtif teljesiti 

az E I, 2, 3, 6 feltetelt, meg pedig az E 6-ot irgy, hogy a benne 
szerepld kittintetett szogpontnak valaszthato oly sziigpont, mely 
szagpontja a ‘V, grafnak is. 

A konstrukcib a k6vetkezd: 
Vegyfik G-nek egy oly II elvonal&t, mely a kitiintetett szog- 

pontbol, Q,,-b61 indul ki es amely tartalmazza G elsci sorszamli 
elet. G-b61 ?I elhagyasa utan megmarado. U graf darabjai kiizott 
E 6 szerint csak egy vegtelen graf van; a tiibbi (t. i. veges) 
darabjait hozzacsatoljuk rf-hez. AZ ily modon nyert g gmfr61 
azt dllitjuk, hogy vagy nines, vagy ket p$ratlanfokfi szogpontja 
van. [Ugyanis el6sziir tekintve, hogy g veges graf, minden szbg- 
pontjaban vegesszamt el fut &sze. A g azon sztigpontjai, melyek 
nem sziigpontjai a G-bB1 g elhagydsa utan megmarado S graf- 
nak, ugyanolyan fokuak g-ben, mint G-ben. Ezen szogpontok 
tehat, tekintve, bogy vegtelenfoktiak nem lehetnek, paros- 
fokfiak. A g azon sziigpontjai pedig, melyek sziigpontjai @nak 
is, egylittal szijgpontjai v-nek is. Tov&bbB tekintve, hogy 
ezen szbgpontok nem szijgpontjai a g-biil v elhagyasa utan 
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megmarad6 grafnak, ugyanolyan fokliak g-ben, mint v-ben. 
A ‘u grtinak viszont a szerint, hogy ‘u z&t vagy nyilt 8lvona1, 
vagy nines vagy k&t phratlanfokti szdgpontja van.] M&r most, 
ha g-nek van kbt ptiatlanfokfi szBgpontja, akkor e sziigpontok 
ezek szerint szijgpontjai a g grgfnak is; tekintve pedig, hogy 
3 iisszefiigg& S tartalmaz olp 4lvonalat, melv az ut6bbi kCt 
sziigpontot ktiti egymassal ijssze. Ezt az blvonalat csatoljuk 
g-hez ; legyen az igy keletkezett gr&f v’. Tekintve, hogy Y’ 
p&rosfokfi, az 1. $-ban emlitett EULER-fkle t&e1 szerint v’ fel- 
foghat egy ztirt Blvonalnak. A G-bB1 v’ elhagyasa ut&n meg- 
maradb U’ grtif darabjai kiiztitt E 6 szerint csak egy vegtelen 
gr&f van. A V’ vCges darabjait csatoljuk v’-h8z; legyen az igy 
keletkezett veges gr&f g’. A g’ grGf p8rosfokC. (Ugyanis ugyan- 
tigy, mint g vizsg&lat&n&l, g’-nek csak oly pont lehetne pk 
ratlanfokti sziigpontja, amely v’-nek is paratlanfokli szagpontja.) 
Mindenesetre teh&t elWlitottunk egy iisszefiiggii p8rosfokti 
grtifot (g-t, ill. g’-t), mely EULER gr&ft&ele szerint felfoghatb egy 
V, zSrt 4Jvonalnak. Azt Qllitjuk, hogy a V, eleget tesz a kio$nt 
feltbteleknek. Ugyanis gtmegy Qo-on 4s tartalmazza Cliil G elsci 
worsz&mli 616t, teh&t teljesiti I.-et I% 2.-t. Mig 3. teljesiil&se, 
vagyis az, hogy a G-bB1 V, elhagyasa ut&n megmarad6 TO tel- 
jesiti az E 3, 2, 3, 6 feltdtelt a k6vetkezdkbppen l&that6 be: 

E 1 teljesiil, mert a ‘il, gr&f azonos @val, illetdleg g’-val, 
E 4, 3 teljesiil, mert a I/b gr&f logy keletkezett G-b& hogy 

elhagytunk beldle egy parosfokli veges grgfot. 
E 6 teljesiil, m&g pedig tigy, bogy a kitiintetett sz6gpontnak 

v&laszthatb a V,, gr&f oly Qi szagpontja, mely sziigpontja egy- 
tittal a V,, grhfnak is. Ugyanis legyen V, a vO-nak tetszbleges 
a Q1-en Mhaladb &onala. A TO-b61 V, elhagyasa utdn meg- 
marad gtif legyen Vi. A v, klvonal Cs a V, z&rt klvonal, 
tekintve, hogy Q, mindkettcinek x@gpontja, egyiitt egy olyan 
grhfot alkotnak, amely felfoghat6 egg v, &lvonalnak, Tekintve, 
hogy V, tartalmazza sziiigpontul Q,-t, G-b41 a ‘II, Clvonal elha- 
gyhsa ut,&n megmarad6 ?Ja gr&f darabjai kiiziitt E 5 szerint csak 
egy vkgtelen gr&f van. A ‘US gSf azonban azonos ;lj,-val. 
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b) A TO gr&f teljesiti az E 1, 2, 3, 6 feltetelt (meg pedig az 
E 6-ot rigy, hogy kitiintetett szogpontnak valaszthato TO oly 
sziigpontja, mely szijgpontja VO-nak is). Tehat az elobbi kon- 
strukcidt megismetelhetjiik a TO grafra es ennek segitsegevel 
nyerhettink egy oly V, z&t elvonalat, melynek V,,-lal nines k6z6s 
Ble, amely tartalmazza szogpontul a Q, pontot es amely tartal- 
mazza a G graf azon legalacsonyabb sorszamu elet, melyet V, 
nem tartalmaz, Tovabba a G-b61 V, its v, elvonalak elhagyasa 
utan megmaradb graf teljesiti az E I,2 3, 6 feltetelt, m&g pedig 
E 6-ot tigy, hogy a kitfintetett szogpontnak valaszthatb oly 
szogpont, mely sziigpontja a VI elvonalnak is. Ezt az elj&rast 
folytatva nyerjiik a 

k6z6s el nelkiili zart elvonalak vegtelen sorozatat. Ez a vegtelen 
&onalsorozat kimeriti a G graf eleit, tovabba a Vi elvonal 
tartalmazza szijgpontul a Qi es Q~+I szogpontokat @=I, 2,. . .). 
Azonban a V, zart elvonal felfoghato egy Q,-b61 kiindulo es 
ugyanide visszatero elvonalnak, mig a Vi zart elvonal felbont- 
hatb k&t, a Qd es Qi+i pontokat iisszekoto Pi es v&i nyilt 
6lvonalra (i= 1, 2, 3,. . -1. A 

egymasba kapcsolodo elvonalak sorozata pedig megadja a G 
graf egy EULER-vonakit. 

4. g. Egy masodik segedtetel, melyre sziiksegiink lesz es 
amely iinmag&ban sem latszik erdektelennek, a kijvetkezo : 

A sziiksdges 4s ele’gse’ges felte’tele annak, hogy egy vigtelen 
G grdfnak legyen ve’gesb6L kiiridecld, ve’gtelmbe h&d6 EULER- 

wo&a, uagyis, hogy fe&hatdk legyenek e’lei a 

egyoldalzian vLgtelen sorozatban, a ~“uetkezb: 

E+ 1. a grdf &=szefiiggJ, 
E”2, megszcimldhatd sok We van, 
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E* 3a. uagy van a grd fnak pontosan egy pdratlanfokti 
sz@ipotija, 

ES: 3b. uagy, ha nines pdratlanfokii sz@pontja. akkor van 
legaldbb egy v&elenfokzi sztigpon~tja, 

E* 4. a grdf elcibbi p&ban kit icnntetett mm pcirosfokzi szbg- 
pon($inak a.z a. tzllajdons&ga van, ,hogy G-b6’l elhagyva egy 
ezen a sz~gponton &mend’ tetszi3eges vt?ges dvonalat, a meg- 
naaradd grcif darabjai k&t egy v&telen grcif van. 

Ezen E* feltetel sziikskgessegenek bizonyitasa hasonlban 
tortenik az E feltetel sziiksegessegenek fent adott bizonyitasa- 
hoz. Tekintve pedig, hogy az E* felt&e1 sziiksegesseget a 
tovabbiakban figy sem fogjuk felhasznalni, ezt a bizonyit&st 
nem is reszletezziik. AZ E* felt&l elegsegessegenek bizonyi- 
t&sat a 3. $ tetelenek bizonyitasahoz hasonlcian vegezzfik 6s 
pedig ismet ket lepesben. 

a) Szamozzuk me, @ a G graf Cleit tetszBleges mbdon. Kon- 
strualunk egy oly V, nyilt elvonalat, mely 

1. atmegy G kitiintetett szogpontjan, 
2. tartalmazza a G graf elsd sorszamti elet, 
3. G-b61 elhagyva a 7, elvonalat, a megmarado vO grdf 

teljesiti az E* feltetelt, m&g pedig E* k-et oly mbdon, hogy a 
kitiintetett szogpontnak valaszthato oly sziigpont, mely szog- 
pontja a V, Clvonalnak is. 

A konstrukcio a kiivetkez6: 

Vegyiik G-nek egy a kitiintetett szogpontb61 Q,,-bol kiindulb 
oly v nyilt elvonalat, mely tartalmazza elii a G graf else sor- 
sz&mG elet. Legyen ennek az Blvonalnak a Q&51 kfilonb6zB 
vegpontja Q,. [Ilyen elvonal letezik. Ugyanis tekintve, hogy G 

iisszefiiggo, tartalmaz egy olyan elvonalat, amely Q,-b61 indul 
ki 6s tartalmazza G elsB sorszamir et&. Ha ez az Clvonal zgrt, 
akkor, mint pcirosfoku graf, nem meritheti ki G-nek Q,-ban 
osszefuto nem parosszamli 61&t. Teh&t ehhez a zart elvonalhoz 
csatolhato G-nek egy Q,-b61 kiindulo ele, ami altal a zart el- 
vonalbol eldallitottunk egy kivant nyilt Clvonalat.] Tekintsiik. a 
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G-bB1 v elhagyasa ut&r megmarado Z grafot. Ennek a grafnak 
E* 4 szerint csak egy vegtelen darabja van. A V grjf veges 
darabjait csatoljuk u-hez; legyen az igy nyert graf g. A g graf- 
nak (12, es Q, pdratlanfokri szogpontja, mig a tiibbi szijgpontjai 
pkrosfokriak. [Ugyanis a g graf Q&l es Q,-to1 kiiliinhdzci szdg- 
pontjainak ptirosfoktiskga a 3. $ n) pontjjban szerepld g gr&f 
ptirossagahoz hasonloan kovetkeztethetd. A Q gr&fe Q, 

I 
# . . w nem szogpontja, illetCileg szogpontja $nak; 

teh&t g-nek ezeknek az eseteknek megfelelClen olyan fok6 sziig- 
pontja, mint G-nek, illetdleg u-nek; mindket esetben teh&t ez 
a sztigpont p&ratlanfokir. A Q, szogpont sziigpontja g-nak, tehat 
g-ben ugyanolyan fokti, mint v-ben; vagyis p5ratlanfok6.1 A g 
graf tehat felfoghato egy Q,-t Q,-vel Gsszekotii V,, nyilt elvonal- 
nak 0. 6. 5 al). A V, elvonal nyilv8nvaloan teljesiti az l., 2. 
kivanalmakat. Teljesiti tov&bba 3.-at is. [A Q,-ben iisszefuto 
vO-elek s&ma megegyezik G es g Q,-ben osszefuto Blei szgma- 
nak kiilonbsegevel. A Q, sziigpont tehat a szerint, bogy G-ben 
pares- vagy vegtelenfoku, TO-ban paratlan-, illetdleg vegtelen- 
fokd szogpont. Mig a FO-ra vonatkozo tobbi kivknalom ahhoz 
hasonloan lathatd be, ahogyan s 3 gal-ban szerepllci VV,-ra be- 
l&ttuk az E 1, 2, 3, 6 teljesiileset.] 

b) Tekintve az elobb bebizonyitottakat, a V, grhfra kon- 
strukcionk megismetelheto. Ilyen modon nyeriink egy a Q1, Q, 
kiilijnbiiz8 vegpontokkal biro oly V, elvonalat, mely nem tar 
talmaz V, dlei koziil egyet sem, ellenben tartalmazza G azon 
legalacsonyabb sorszhmri elet, melyet I’, nem tartalmazott. 
AZ elj&rast folytatva nyerjiik a 

kiiziis dl nelkiili nyilt Clvonalak oly vegtelen sorozatgt, melyek 
rendre egymasbakapcsolodnak a Q1, Qs,. . . szogpontokban es 
amelyek kimeritik a G graf eleit. Ezen elvonalak sorozata 
megadja azonban a G graf egy keresett egyoldallian vegtelen 
ErrLEn-vonalat. 
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5. 8. Ebben a §-ban megadjuk az E 1, 2, 3, 4’ felt&e1 eleg- 
segessegenek bizonyitasat. 

Ha egy G grafra ezen a feltetelen kiviil teljesiil a 3. $-ban 
szereplo E 6 feltetel is, akkor a 3. (5 szerint G-nek van EULER- 

vonala ; tegyiik tehat fel, hogy ez az eset nem &ll fenn, vagyis 
tegyiik fel, .hogy G-nek van egy oly v elvonala, hogy a G-b61 
~1 elhagyasa utan megmarado V g&nak ket vegtelen darabja 
van. A v 4lvonal az E 4’ b szerint csak nyilt dlvonal lehet. 
Csatoljuk a ~7 graf veges darabjait a ‘u griimoz ; legyen az 
igy keletkezett graf G,. A 3. D a) pontjaban szerepld 9 grhfra 
vonatkozb meggondolasokhoz hasonlban kovetkeztetheto, hogy 
GO-nak k&t paratlanfokli szijgpontja van, vagyis az, hogy 
a G, gr&f felfoghatb egy Q-1, illetiileg Q+I vegpontokkal 
birb V nyilt Clvonalnak. A F graf ket vegtelen darabbol all, 
jeloljiik ezeket a darabokaf G-1, illetBleg G+i-vel. Azt iillitjuk, 
hogy a Gel, ‘illetbleg G +I grafok teljesitik a 4. $-ban szerepld, 
E* feltetelt, meg pedig E* J-et figg, hogy a kitiintetett szog- 
pontnak vUaszthat6 ,Q-1, ill&leg Q+i. [Nezziik peldaul G+l-et. 
E+ 3, 2 nyilvan teljesiil. A v graf &+I szcgpontban tisszefuto 
eleinek szama egyenlB a G gdf I% V g&f ezen szagpontban 
iisszefuto Blei szamanak kiiliinbscigeveh A Q+I sziigpont tehat 
aszerint, hogy G-nek pares-, illetoleg vegtelenfokti szdg- 
pontja, G+I-nek piratlan-, illetoleg vegtelenfokri sziigpontja. 
Mindenesetre tehat teljesiil E* 3. AZ E* 4 feltetel ahhoz ha- 
sonloan lathato be, ahogyan a 3. 8 a) pontjaban szerepld TO 
grafra vonatkozb E 6 feltetelt igazoltuk.] Ez pedig azt jelenti, 
hogy a G-1, illettileg G+I gr;ifok a Q-1, illetdleg Q+l sziig- 
pontbol kiindulo egyoldaluan vegtelen E-i, illetoleg E+l EULER- 

vonalnak foghatbk fel. AZ 

egymasba kapcsolodo grhfok pedig megadjak a G graf egy 
keresett %ULER-VOnakk 

Ezzel tehgt befejeztiik teteliink. bizonyitasat. 
6. !4. Befejezesiil h&.rom kiegBszitB megjegyzest. tesziink, 
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a) Ismeretes a kijvetkezd v&es grafokra vonatkozb LISTING- 

f6le We1 : * 
Legyen egy vkges graf paratlanfokti sziigpontjainak szatna 2%. 

(Minden vkges graf pAratlanfok6 szijgpontjainak szama pares.) 
Letezik az Glvonalaknak oly 

rendszere, mely az adott graf minden &St pontosan egyszer 
tartalmazza. 

Ex a t6tel dolgozatunk m6dszer&hez hasonlban &tvihetG 
vegtelen gr&fokra. Ugyanis igazolhat6 a kijvetkeztj - ebben a 
dolgozatban nem bizonyitott - t6tel: 

Annak a sxikse’ges 6s &!gs6ges felt&de, hogy egy v&&en 
G grtifhoz tartozzon a (v&yes vagy egyoldaitian v~gtelmz vagy 
mindke’toldalzian vigtelen) elvonalaknak oly u&ges 

wndsaere, mrlyben G minden e’le pontosan egyszer fardul e/6, 
a kdvetkezii : 

1. a grdfnak v&yes sok darabja van, 

2. naegszdmldthatd sok e’le van, 
3. v&yes sok pdratlanfakzi sz6gponlja van, 
4. le’tezik egy oly M szdm, hogy G-b61 egy tetsz&eges 

v4ge.T g rkzgrdf elhagydsa uldn megmaradd 3 g&f ve’gtelen 
darabjaitiak &ma nem nagyobb M-n& 

b) Ismeretes a k6vetkezb v6ges grafokra vonatkoz6 EULER- 

f&le t&e1 : 2 
Barmely v6ges graf Blei kimerithetdk egy oly Art 

POPI, PIP% PJ?3>. a., Pn-ipn, PnPtJ 

Clsorozattal, hogp ebben az Glsorozatban a graf minden 6le 
pontosan k&szer forduljon elB. 

1 L. pl. KBNIG id. h., 22. 1. 

2 L. pl.. KBNIG id. h., 23. 1. 



VI?GTELEN GRbFOK EULER-VONALAIRbL. 

Ennek a tetelnek vegtelen grafokra va16 atvitele a kijvetkezd : 
A sziiks&ges &s eL4gsbges felt6tele unnak, hogy egy G grcif 

Blei kimem’thet6k legyenek egy 

. . . P-,P-,, P-,P,, ,P@Pi, PIP,, * * b 

windk& oldalon vkgtelen sorozattal tigy, hogy ebben a viigtelrn 
dlsorozatban G minden e’le pontosan ke’tsxer forduljon elo”, az, 

hwy 
1. a g&f o”sszefiigg6, 
9. ~megszdmldlhatd sok e’le vu?%, 
3. elhagyva G-b61 egy, tetszBleges viges grdfot a megmuradd 

grcifnak pontosan egy vt!gtelen darabja uan. 

Tekintstik ugyanis azt a G* gr&fot, mely 6gy keletkezik, 
hogy G minden e ele me116 vesziink egy e’ itlet, mely ugyan- 
azon ket szijgpontot kijti ossze, mint e. Ekkor a G gtifra vo- 
natkoz6 kiv&nalom nem jelent mast, minthogy a G* grjfnak 
legyeu EULER-Vonala, vagyis, hogy a G* grhfra teljesiiljijn az 
E feltetel. Azonban E 1, 2 akkor es csak akkor teljesedik G*-ra, 
ha G-re teljesedik a fenti 1. es .5X,. mig E 3 mindig teljesedik 
G*-ra, mert G*-nak nem lehet paratlanfoku szogpontja. Tovabba 
azt allitjuk, hogy G*-ra az E 4 felt&e1 akkor es csak akkor 
teljesedik, ha G teljesiti a fenti 3.-at. Ugyanis tegytik fel eloszor, 
hogy G-nek van egy oly g reszgrafja, hogy a G-bB1 g elhagyasa 
ut&n megmarad6 Q gr&f darabjai kiizt k&t v&telen gr&f van. 
Jeloljiik ezeket a vegtelen grhfokat y1 es y,-vel. Kett&ziik meg 
g eleit, ilymodon kapjuk a r ptiosfokli gr&fot. Elhagyva G*-bol 
a r p6rosfok6 grgfot, a megmaradb graf darabjai kiizt ket veg- 
telen gtif van, mert ezek a vegtelen grafok rl, illetBleg 7% elei 
megkettdzesCve1 allithatok elb. AZ azonban, hogy a G* grQb61 
a parosfoku r graf eIhagy&sa ut&n megmaradb gtif darabjai 
k8ziitt kCt vegtelen graf legyen, ellenkezik az E 4b feltetellel. 
Ilyen modon tehgt, abbbl a feltevesbdl kiindulva, hogy G nem 
teljesiti 3.-at, arra jutottunk, bogy G* nem teljesiti E &et. 

Ha pedig G teljesiti a 3.-at, akkor kiinnyen belathatb, hogy 
elhagyva G*-bbl egy tetszBleges g grafot, a megmaradb S graf- 
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nak pontosan egy vegtelen darabja van; vagyis G* teljesiti 
E Pet. [Ha u. i. @nak tijbb vegtelen darabja van, al&or g-nek 
azon r&z&t hagyva el G*-b61, mely G-nek is resze, tiibb veg- 
telen darabbal biro grdfot kapunk.] 

Evvel teh&t &llit&sunkat igazoltuk. 
C) KBNIG D%NES emlitett konyveben a kiivetkezd problem&t 

is felveti : 
AZ ncdimenzios t6r (x,, x2,. . ., x,J r&cspontjat (ho1 az x-ek 

tetszoleges egesz szamok) kapcsoljuk ijssze egy-egy .4llel az 

Ix,+l, x,,.. 0, x+J, (x,, x,+1,.. ., xd,..., (4, x,,..., x,+1) rhx- 
pontokkal. Ezeket a kapcsolasokat a t&r iisszes rricspontjaira 
elvegezve kapjuk az n-dimenzibs ter kdziinseges racsgr@at. 

Van-e c1z .n-dimenzids t&r k&Yns~ges rciksgrdfichmk EULER- 

vonaba ? 

Dolgozatunk tetel6b61, sot mar a 3. $ tetelebbbl is, a leg- 
egyszeriibben kovetkeztetheta az igenld valasz.’ Ugyanis E 1, 2 
nyilv&nvaloan teljesedik, teljesedik tovabb8 E 3 is, mert a grti 
minden sziigpontj5ban %a Cl talalkozik. Teljesedik ezenkivfil az 
E 6 felt&e1 is, mert elhagyva a grafbol egy tetszrileges veges 
elvonalat, a megmarad6 gr&f darabjai kiizt pontosan egy veg- 
telen graf van. Vegyuk ugyanis az n-dimenzios ter egy Oly 

n-dimenzios kockajiJt, mely belsejeben tartalmazza az elhagyott 
elvonal szligpontjait. AZ elhagyas utln megmarado gr&f darabjai 
kiizfil csak az lehet vdgtelen, mely tartalmaz az elobbi kockrIn 
kiviil fekvd r&cspontot. Ilyen darab azonban csak egy van. 

* Ennek a t6telnek egy direkt bizonpit&& adja E. WEISZFEL.I~: ijber 
Gitterpunkte des mehrdimensionalen Raumes ; e dolgozat a szegedi htoik- 
ban fog megjelenni. 
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CBER ~~L~w2-r~ LINIEN UNENDLICHER GRAPHEN. 

Die Verfasser beantworten die bei D. K&m: c(Theorie der endlichen 
und unendlichen Graphena (Leipzig, 1936) aufgeworfene Rage, wie 
man die bekannten Eur,sn’schen Graphen-Satze, die sich dem Problem 
der KiJnigsberger Briicken anschliessen, auf unendlivhe Graphen aus- 
dehnen kann. U. A. wird folgender Satz bewiesen. 

Ein unendlicher Graph be&t dann und nur dann eine (beiderseits 
unendliche) Erxrm’sche Linie, d. h. dann und nur dann kann man die 
Kanten des Graphen in einer beiderseits unendlichen Folge von der Art 

. . . , r,e,, r,Po, POPI, PlP2,. 1 . 

(wo jede Kante nur einmal vorkommt) aufzahlen, wenn folgende Be- 
dingungen erftillt sind : 

1. Der Graph ist zusammenhangend. 
0. Er besitzt abzahlbar unendlichvicle Kanten. 
3. Er besitzt keinen solchen Knotenpunkt, in dem eine ungerade 

Anzahl von Kanten zusammenlaufen. 
4. Entfernt man in beliebiger Weise endlich viele Kanten, so gibt 

es unter den zusammenhtigenden Bestandteilen des entstehenden 
Graphen a) hachstens zwei uraendliche Graphen ; b) bilden die weg- 
gelassenen Kanten einen solchen Graphen, in dem nach jedem Knoten- 
punkt eine gerade Anzahl von Kanten laufen, so gibt es genau einen 
zmendlichen Graphen. 

Hieraus ergibt sich z. B. unmittelbar, dass der ge\vChnliche Gitte+ 
Gwph des n-dimensionalen Euklidischen Raumes fiir jedes n eine 
beiderseits unendliche Eunsn’sche Linie besitzt. 

l? B*do”s, T. GmYinwald, E. Weiszfeld. 


