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I’ensemble des points zy tels que t(x) <y, puisque 'opérateur logique X
correspond & une projection.

3. Pourendéduirenotrethéoréme, remarquons que lacondition t(z)< Q
équivaut évidemment & I'existence d’un type d'ordre p tel que ©(x) < et

u < Q. Or, la fonction v admettant comme valeurs tous les types d’ordre
dénombrable, cela revient a I'existence d’un y tel quel que t(z) <y < Q.
En symboles :

[r() < @]=X{[<(=) 371G <)}

¥

L’ensemble desy tels que y < Q étant de classe C, (*), donc de classe P,
et ensemble des zy tels que t(x) <y étant, comme nous venons de
démontrer, également de classe P, il en est encore de méme de I'ensemble
des xy qui satisfont & la condition entre crochets | |. Comme projection de
ce dernier, I’ensemble des x tels que (@) < Q est donc aussi de classe P,.

Le théoréme se trouve ainsi démontré.

Il en résulte en particulier que les deux opérations : I'opération (A) et la
soustraction effectuées sur des ensembles qui sont simultanément de
classe P, et C, ne conduisent pas en dehors de cette famille. Elle contient
par conséquent tous les ensembles (nommés par M. Lusin, ensembles C)
qui s’obtiennent & partir des intervalles en effectuant ces deux opérations
un nombre arbitraire de fois (*).

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur le mode de convergence pour ['interpolation
de Lagrange. Note () de MM. P. Ernos et Eryin Frupuein, présentée
par M. Jacques Hadamard.

Les recherches qui vont suivre se rattachent a des questions sur 'inter-
polation de Lagrange. Toutes les notations que nous employons sont
expliquces dans une Note précédente ().

(Y Op. eit., p. 257.

(*) Cette derniére conclusion a élé signalée par MM. Kantorovitch et Livensohn
dans les Comptes rendus, 190, 1930, p. 1115 et dans Fund, Math., 18, 1932, p. 217
(sans démounstration). Gf. aussi quelques indications sur des travaux de M. Novikoff
sur ce sujet, contenues dans un comple rendu sur la théorie descriptive des fonctions
présenté a 'Académie des Sciences d'U, S, S. R. (édité par I'Académie en russe, 1935,
p. 61) par M. Lusin.

(*) Séance du 5 oclobre 1936.

(*) Comptes rendus, 203, 1936, p. 630,
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Nous allons démontrer dans la suite que, pour les abscisses de Tchebychef,
on a

() umf [La(f) — )] =22

@

Vi—a?

=0

L.(f) désignant le n* polynome d’interpolation de la fonection f(z),
et 27 un nombre pair quelconque.
Pour r=r1, on a, d’aprés un résultat connu ('),

fﬂ[L,,(j') — fleosB)*df -0
et '

(2) f | La(f) — f(cos) | —o,

qui nous servira dans la démonstration.
Il est immédiat qu'il suffit de prouver que

lnzf-[L,,(j}]”dG

(3

reste borné lorsque n — o, Or, L,( /) =Z yil{x), donc

=1

g8
(3) L= 3 m‘??ﬂ_ar ype i [ i s,
. Ay, e W

ou I désigne une somme multiple : le nombre des sommations est indiqué
par le nombre des indices ;.

Nous procéderons par une induction double. On sait que le théoréme est
vrai si 7==1. Supposons qu’il en est ainsi pour toute valeur <2r—2, et
démontrons-le pour 2r. Il résulte de '’hypothése

[ e <c
(C, constante indépendante de r) et de (2), que l'intégrale

(4) fWMUWﬁ

(1) P. Erpnos et P. TuraN, Quadrature and Mean-Convergence of the Lagrange-
Interpolation, Annals of Mathematics, sous-presse.
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est bornée pour toute valeur de £ plus grande que 1, mais au plus égale
4 ar — 2. Il faut démontrer que tous les termes de la somme (3) sont
bornés. Nous le ferons par induction relativement au nombre s des expo-
sants «;. Sis=1, o0ona

E yi | [ (cosf)ds.
k=1 ¢

n

Etant donné que, d’aprés Fejér, Zli < 2, et tous les y; sont uniformément
k=1
bornés, cette somme le sera également.
Supposons maintenant que tous les termes qui correspondent a des
valeurs au plus égales & s — 1 sont bornés, et passons a la valeur suivante s.

Considérons I'expression
(5) f (Byslt) (Spelh).. mzi)de—f (La( NP (Er2 )0 . (Zy2 Ly d,

ol 3, est le nombre des a; qui sont égaux a 1, 3, le nombre de ceux qui

sont égaux & 2, et ainsi de suite. Cette expression est bornée pour n — w,
T

parce que, d’aprés (4), f | Lu( f) [P db est borné, et il en est de méme pour

L}

toutes les sommes qui figurent au second membre de (5)('). En développant
le premier membre, on trouve le terme général de I, et des termes dans
lesquels I'indice s est diminué. Ces derniers, en vertu de 'induction, sont
bornés, d’oll la méme conclusion pour le terme général de I,. Le dernier
terme, en effet, du développement de (5) correspond au cas ou tous les ay

18
sont égaux a 1, et contient le facteurf lil,. ..l d9 qui est nul par suite
o
de l'orthogonalité (démontrée dans la Note citée).

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Les théorémes d’addition des fonctions
de Legendre. Note de M. Renk: Lacranee, présentée par M. Emile Borel.

Les théorémes d'addition des fonctions de Legendre, dans les énoncés
ultimes qu’en a+donnés Hobson (*), malgré la précision supplémentaire

() 2l3<<2, |2 <2ya, ..., | 27| < G (C, constante indépendante de n).
(*) Gf. The theory of spherical and ellipsoidal harmonics, p. 360-384 (Cambridge
Uriversity Press, 1931).
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apportée aux énoncés successifs de Legendre, Heine, K. Neumann, Whit-
taker et Watson, n’ont pas toute la portée dont ils sont susceptibles,
puisqu’ils expriment le développement de P,(z) et Q,(z), ou

s=bb' -\ b*— 16" —1cosw,

en fonction des P)' et Q) d’argument b et &', et du paramétre essentielle-
ment réel w. En outre I’extension apportée par Hobson a ses prédécesseurs
fut oblenue grace a une discussion approfondie relativement compliquée.
Voici un procédé de démonstration qui joint, a I'avantage de la simplicité,
celui de supprimer, en ce qui concerne w, une restriction a priori arficielle.
J'ai montré (') que, si P(t)=at®+ 2bt+¢, Q(t)=a't*+ 2b't+ ¢/, avec
b*—ac=b?"—ac=1,7,=—b+1la,Ta=—b—1]a, 5, =—b'+1[d,
g,=—0b'—1/a', ac’ + ca' — 2bb' = — 23, les expressions
It

m F(—m—n)/s4+1\? 4, . 1 Q) dR(e, o4, Ty, Ta)
(1) Ji(z)= I'(—n) (Z—l) P“(,.,)_m p'.P(t}] R(t, 04y 70y T )"

k]

oti I' est un contour simple décrit par ¢ dans un sens qui soit direct pour 1,,
5, et inverse pour T,, g,, sont les coefficients du développement de Laurent

() Eolls 3 TR, 7m0

m—=—r

celui-ci est valable dans la couronne limitée par les deux cercles passant
par g, ou 5, et conjugués par rapport a T, et T,, et le fait que I' doit
pouvoir étre choisi dans cette couronne exige en outre R (5) > 0. Ceséga-
lités supposent un choix convenable de I'argument de Q(¢)/P(2).
Ceci rappelé, posons a = Vor—1e, e=\b"—1e, ad=—\b*—1e,
=—\b"—1¢", de sorte que z2=">bb"+ V6> — 1> —1ch(v' —¢) et

_ b——le” o b-:—lel_ o b'—x v, o= b 2905
n= b1 ° = J=t 2 T b’—r—i e

b el &' sont eux-mémes les valeurs de s correspondanl aux couples de
polynomes P (2), 2t et Q(t), 2t, les zéros de 21 étant o et «c. On a alors

CLQUrde 1 [ Qe l‘P(c)]-*Hdt

(:i) u( ) }':t W_ i P(‘Zi)“"" at

(%) Cf. Rent Lagrance, Journ. de Math., 6, 1927, p. 165.
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