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Bizonyos szdmtani sorok tirzsszamair6l.
BEVEZETES.

A szémtani sorokra vonatkozo térzsszamtételbél kizvetleniil kivetkezik,
hogy ha az els6 tag s a kiilinbség relativ primszdmok, a szémtani sor £ és
9E kozbtt tartaimaz primszamokat, ha £ egy a szdmtani sor természetétol
tiiggd szdmndl nagyobb. Ennek a hatidrnak szdmbeli értékére nézve a prim-
szamtétel nem ad felvildgositdst. Természetesen a primszdmtételt (itt mindig a
szamtani haladvanyokra vonatkozd primszamtételt ertjlik) megszigorithatjuk
tigy, hogy a kérdéses hatdr szamdra explicit kifejezést nyerjiink. A O-becs-
léseket explicit egyenldtlenségekkel kell helyettesiteni, azonban az ide vonat-
kozd szamitasok egyrészt meglehetGsen bonyolultak, mésrészt tulsdgosan ma-
gas hatdrokat adnak.

Breusch® az analilikai szdmelmélet modszereivel hatdrozia meg a kér-
déses hatarokat a 3n -1, 3n 42,4+ 1 és 4n+ 3 szidmtani sorokra. Ponifos
szamszer(i adatokat haszndlt a megfielelé L-fiiggvények zéro helyeinek sz4-
méra és helyzetére vonatkozdlag, hogy minél kisebb hatirokat kaphasson,
Eredménye & kovetkezd:ha & > 10° az illetd szdmtani sorok mindig tartal-
maznak primszdmokat £ és 25 kiztt; a torzsszdamtablik felhaszndldsaval ezt a
hatart 10°rél 7-re esdkkentetie.

Mivel elemi tételekrél van sz, kivinatosnak latszik Breuseh mélyebb
segédeszkizeinek elemi meggondoldsokkal vald helyettesitése. Azok a mod-
szerek, amelyekkel a Tschebyschef tételét igazoltam,** hogy t. i. £ és 2E kiizott
legaldbb egy primszdm létezik, alkalmazhatok a kérdéses aritmetikai sorokra
is, st ugyanezen modszerekkel més szamtani sorokra is levezethetiink hasonlé
tételeket: £ és 2E helyett néhol sziikebb, méshol tdgabb hatdrokat nyeriink.

A modszer alapgondolata abban 4ll, hogy konstrudlunk egy olyan kife-
jezést, amely tartalmazza a kérdéses szdmtani soroknak az illetd intervallum-
ban fekvd dsszes primszamaif, elienben mds primszimokbdl lehetileg keveset
tartalmaz. Ezen kifejezés megbecsiése adja a keresett tételeket,

Az L részben be fogjuk bizonyitani ezekre a kifejezésekre azokat a

* Breusch, Zur Verallgemeinerung des Berfrandschen DPostulafes, dass zwischen X
und 2X stets Primzahlen liegen, Math, Zeitschrift 34 k. (1932) 505—526. old.

** D, Erdés, Beweis eines Satzes von Tschebyschef, Acta Litt. ac. Scient. Regiae
Univ. Hungaricae Francisco-Jesephinae V. (1930—32) 194—148 old.
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segédtételeket, melyekre a késobbiekben sziikségiink lesz. A IL részben alkal-
mazzuk éket bizonyos szamtani sorok primszamaira. Hogy a modszer lénye-
gét még élesebben kidomborithassuk s hogy az ismétléseket elkeriiljiik, a fel-
meriild tételeket még akkor is Altalanosan fogalmazzuk, ha féltételeiket csak
egynéhdny szdmtani sor elégiti ki, Végiil a I1I. részben a 6n 41, 6n-}-5, 4n 41
és 4n -+ 3 szdmtani sorok példdin mutatjuk be, hogy mikép lehet numerikusan
meghatdrozni a fellépé hatdrokat. (Ezek a sorok lényegben megegyeznek
Breuschéival ; a 3n -+ 1 alaku primszamok tényleg azonosak a 6n -1 alakiak-
kal; a 3n- 2 alaki primszdmok pedig a 2 kivételével ugyanazok, mint a
6n -+ 5 alakiak,) A nyert hatirok ezeknél a soroknél sokkal alacsonyabbak,
mint 10¢.

A szamtani sorok elsé tagjat mindig a-val, kiilonbségét d-vel jeldljiik.
Altalaban latin betiikkel poziliv egész szdmokat jeldliink ; a p (megfeleld in-
dexekkel) primszamot jelent, a girog betiik pozitiv szdmokat ; kivételt csak a
3. segédtétel kepez, ahol k =0 is lehet, A kivetkez6kben mindig a < d, d > 2,

fa, d)=1; ha valamely kongruenci4nil nem adjuk meg a modulust, dgy ez
mindig mod d értendd.

I. Segédtételek.

1. § A bevezetésben emlitet! kifejezéseket a kovetkezd alakd kifejezé-
sekbdl épitjiik fel

n
1) r[”—l]kr_rtra-Jrkw

d
) Pyfa, d) =% %)
Mindenekelétt egynéhany segédtételt bizonyitunk be a P, (u, d} alaki kife-
jezésekre.

Elsésorban kimutatjuk, hogy ha {a, d)=1, P,(a, d) egész szim. Legyen
p egy tetszdleges primszdm s tegyiik fel, hogy (1)-nek a szamldloja p-nek
u p(n)-dik hatvanyéval, nevezéje pedig ugyanezen primszam v,(n)-dik hatvé-

nyfval oszthatd, ki kell mutatnunk, hogy upm)_z v,fn).
Ismeretes, hogy

n
p—1

@ vpfn)=[—;~]+[%]+..-<%+%+...-_—_

és mivel v,(n) egész szam, “UP('RJ' = [Fﬂ_'—l-l. amivel allitdsunk p | d esetére

igazolva van. Ha azonban p { d, akkor upm} nyilvan annyi, mint az (1)
szamlélojaban 1évé méasodik szorzat p-vel oszthatdé tényezdinek szama plus
ugyanezen kifejezés p2, p?,... stb-vel oszthatd tényezdék szdma. Azonban

(3) a -+ kd =0(mod p")

kongruencidnak a kérdéses 1 <k=mn intervallumban legulabb{ l?,‘] megoldisa

van k-ra nézve és pedig azért, mert az illeté intervallum ennyi teljes mara-
déksort tartalmaz modp” és igy ebben az esetben is
n n >
i < 2 e

p‘_'



Tekintettel a késdbbi alkalmazisokra, megjegyezziik hogy,
n—1

11 o=+ oe— 1)
) Pyfa, d) =" =

n!

szintén egész. A (2)-ben tényleg mindig az egyenlitlenség érvényes, mivel az
eltiind tagok helyébe, el nem tiiné tagok keriiltek és igy

(p—uyfn)<n; (p—Nvym)<n—1; v,

tgy hogy p | d primszamok a (4) szdmldlojaban legaldbb is oly magas hat-
vanyon Yordulnak eld, mint a nevezdében. A p 1 d primszamokra ellenben
ugyvanazon meggondolas érvényes, mint elébb, u, i. az a kériilmény, hogy a
(3) alatti kongruencia megoldasaira nézve az 1 < I <_ n intervallum helyett a

ilr; k< mn —1 intervallum jin tekintetbe, nem okoz viltozdst.
2. 8§ Pyfa, d) nagysigrendjére nézve az
1. segédtétel ad felvilagositast.

p"m‘ fU — et DI"HJ’
1

ahol a=cafd)=dT] ppt’
K
Bizonyitas : d
_n_ _p-—2 [ it b
p—1 p—lE pu—-]ip—‘l
miatt s mivel hed < a4 kd < (k- 1)d
irhatjuk i
p —27 1 yn " r 1 yn
(5) mp ( P ) < P,(a, d) < (n+ ]_][uﬁpp —1]
rld rl e = p|d ?
ahol mindkét hatar at+om glakd.

3. § A P,fa, d) szimelméleti szerkezetére nezve két segédiételt bizo-

nyitunk be. Az elsd durva megbecslését adja-annak, hogy egy tetszdleges p
primszam mennyivel jarul hozzd a P, (a, d)-hez a mésodik pedig a nagyobb

primszédmokra nézve nytjt finomabb becslést.

2. segédtétel, Legyen p"r" az a legmagasabb hatvdnya p-ne!s amely
foglaltatik P, fa, d)-ben. :

Ekkor pr™ < (n 4 1)d.

Bizonyitas. wp(m =uyfn) — vpm}; ha tehat a (3) alatti kongruencia
1 < k<n intervallumban érvényes megoldésainak szdma {,(n), akkor p T d.
esetére

) = ;tﬂm) = [;—z“ &£ 3 t(n) — [%“ sl

Ha rot a p®<a-+nd < p™ ' egyenlstienségh6l hatirozzuk meg, akkor
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[irJ= pr () =0, ha r >, Tovébbd, mivel 1 < k < nintervallum mod p",
p ==

I%J teljes maradékrendszerbdl és az
p

;TH -+ 1 maradékrendszer egy darab-

jabol all, .Cpr (n)-:::’_ [ ;’t] + 1, tehdt p + d esetére wp(n) =To Azonban ugyanez
&ll p | d esetére is, mert ekkor

I

H%h[z%]} Tt et

n 1 n P 2
< ot — <r — <r =<1+l
< n+p"0p—1 u+a+ndp—1: U+d.= 0+

tehéit mindenesetre p“?™ < p’o <a+nd < (n+1)d.

A 2, segédtételbdl kivetkezik, hogy ha p > {(n -F 1)d, P,fa, d) nem le-

het oszthaté ptel; tehat vagy egyaltaldban nem oszthaté p-vel, vagy pedig
amnak esak elsd hatvanyaval oszthatd. A kovetkezé segédtétel donti el, hogy
n < d esetében, mikor érvényes az elsé és mikor a mésodik lehetfség.

3. segédtétel. Legyen n>d, p>J(n+1d pb=a, b<d Hapa

a-nd . n
© bfkd “P=%
intervallumban foglallalik, akkor P,(a, d) nem oszthatd p-vel, ha azonban p a
n o aT(nt1)d
) k1P~ pfka

intervallumban foglaltatik, akkor P,(a, d) oszthaté p-vel; (de nem oszthato

p*tel).
Eldzetes megjegyzések : Kivételesen eldfordulhat, hogy k=0; ez eset-

ben (6) helyett p}a—l{-’nd érvényes. — Nem feltétleniil sziikséges, hogy a

(6) altal definialt intervallum létezzék, u. i. lehetséges, hogy bi:j Bk (7)

alatti intervallum mindenesetre létezik, mert
s n  nd {a+nd<a+[n+nd_
(8) k+1 d-t+kd b+ kd b+ kd
Amennyiben mindkét intervallum létezik, ezek (8) miatt részben fedik egy-
mést, azonban a kizds részben
a - nd a4+ (n+1)d
©) bt kd ~P< " bFkd
nem fordul elé oly p primszim, melyre nézve pbh=a (s6t egydltaliban nem
fordul eld ily alaki egész szdm); ugyanis (9) alapjan irhatndk, hogy




a+nd < p(b+kd) < a4+ (n-1)d,
ami ellentmondédsban van pfb - kd) = pb = a-val.

A 3. segédtétel bizonyitasa: Mivel p* > n41)d >n
] 'n
[ﬁj=lﬁ] =0 68 Lafn)=tlufn)=---=0 & igy mivel p>Vnd>d
& (p, d)=1, wyln)="1,(n) — [—g—]-

A (6) esetében k< % tehdt k< [-:;‘-]; tovibba mivel az a 4 zd =0
(mod p)-bél, azaz a 4+ xzd = py-bil
ph=a=py
és mivel (p, dl=1, y =1, tovabb4 mivel p(b-+} kd) >a+4nd és y < b kd,
azaz t,m) <k, w,fn)=0.

A (7) esetében azonban %.,: k-1, tehat [El <k tovabbé mivel

plb+kd) <a+(n+1)d és p(b+ kd) =a, p(b-+kd) <a-+nd
azonkiviil mivel pb >p>d >a ¢é8 pb=a, pb>a-}d; eszerint a kivet-
kezé szémok : pb, p(b+d), ..., p(b + kd) mind a + zd alakiak, ahol 1<z<n
s amellett mind oszthatok p-vel; tehdt {,(n) > k-1 és igy (mivel w (ﬂ)<: 1)
wy(n) =1.

4. §. Legyenek p,, p,,...,p; primszdmok d-hez viszonylagos tirzs-
szdmok s ndlandl kisebbek. Tegyiik fel tovdbbd, hogy ¢y, ¢s....,q, szdmo-
kat a kivetkezd feltélelek hatdrozzak meg: p,q, =a, q; <d. (I=1, 2,..., k).
Vizsgaljuk most a kovetkezd kifejezést

P.fa, d)

(qn d)Pyuq(ds d) .. (@ dl’
- i

A TT.fa, d) nagységrendjére vonatkozdlag az 1. segédtételbsl kozvetle-
niil nyerjiik a 4. segédtételt.

T(a, d) =

4. segédtétel.
#)n -+ ofn)
MA@ d)=
ahol { " i
1
g=gld)= 3 —=—t—d.id—
@ p~dP P1+P2+ +'Pk
p<"d
Bizonyitas: [ ] [2] [
w21 18] ... . _ ——]+G(ﬂ}
_lnl’ﬂ'ﬁU= P1 P Py =
n—t—Zo Eiom
it P P P .

(1—an+oln)
L s



Ebbél kivetkezik, hogy T7,(¢, d), n-nel egyiitt minden hataron til névek-

szik, ha o < 1. MéOdszereink csak ezen esetre alkalmazhatok, Az alabbi tdbla-
zat mutatja, hogy ez a leltétel teljesiil: minden szamra €-ig, minden paros
szamra 30-ig s minden 6-tal oszthaté szamra nézve 1358 =6, 23-ig.

d ofd) d afd) d o) d o(d)
2 0-000 000 15 0+610 689 36 0732 364 90 0-79 175
3 0500 000 16 0-844 023 42 D-640 924 96 0D-959 175
4 0-333 333 18 0+569 513 45 0-828 313 102 0-920 561
5 0-833 333 20 0755 478 a0 0-061 647 108 0-898 439
6 0-200 000 21 0+979 287 B4 0-847 181 114 0-963 832
8 0-676 190 22 0+864 569 60 0664 130 120 0+516 463
9 0-842 857 24 (0665 623 66 0° 789 6156 126 0-®=73 606
10 0-476 190 26 0-922 033 72 0-909 534 132 0-941 062
12 0-433 766 28  0-856 099 78 0-846 309 138 0995 792
14  0-701 166 30 0-500 15 84 0-805 081 210 D-772 Bdd

5.8 AT, fa, d) kilejezésnek az a - kd aritmetikai sor tdrzsszdmaira
nézve igen nagy jelentésége van. Ez a kovetkezd segédtételbdl vilaglik ki.

5. segédtétel. Legyen n > d®; ekkor T, (a, d) egyetlen oly p > V(n—+1)d
primszdmmal sem oszthaté, melyre nézve nem &ll fenn p=a.

Eldzeles megjegyzések. TT,(a, d) kilejezés nem feltétleniil egész szam.
Egy tort akkor oszthato egy m egész szimmal, ha rovidités utdn a tért szam-
liloja oszthatd m-mel. Tovdbba egy tirt akkor oszthaté pontosan m'-nel, ha
oszthaté m’-nel, de méir nem oszthatd m” Loyel. Ha 4 és B egész szdmok

pontosan m'-nel illetve m'-nel oszthatok, akkor az %wrt pontosan m" *-sel

oszthat6é, ha r > s, ha azonban r<s akkor ﬁ egyaltaliban nem oszthaté m-

mel. Ha mar most minden p primszamhoz megallapitjuk az r, kivetét gy

P

hogy azg tirt pontosan p’r-vel legyen oszthatd, akkor g:—:ﬁp’y;
— ¥

A

B tort szamlalo-

ugyanis JT "7 pontosan megegyezik a redukdlt alakban felirt
p

javal.

A 5. segédtétel bizonyitdsa. Legyen p >Vm-1)d és n>d; akkor
p =>d, tehdt (p, d)=1. Ennek kivetkeztében a pb = a megoldhato b-re nézve,
gy, hogy b <d & b1, (b, d)=1, ennek kivetkeztében 0 oszthaté egy
py-lel (1=1,2,..., k) Tehat legyen b=p;c; ahol természetesen ¢<d és
mivel pyq =a=pb=pp,c, pt= q;- Most k—1 a kivetkezé egyenlitlen-
ségbbl hatdrozzuk meg:
n

n
e+ p, ~ ¥ =k

Ekkor p>k—1_i—_-—[£]- Ha



n
%+ (5] +1)a
S %+ud
a 3. segédtételbdl kiovetkezik, hogy P [ ]rq,, d) oszthatd p-vel (ugyanis a

akkor

segédtétel erre az esetre alkalmazhat6, mert d< < . tehat [p ]::d és

p}V d mivel P,fa, d) a 2. segédiétel értelmében nem oszthato

pi-tel, a ]'I'ﬂ(a, d} nem oszthaté p-vel. Ha

. “
(|2 1]d g
q'{'—l:(.lpiJ-f- b= e+ P Py ~+nd
¢t kd e+kd — op,+kpd
akkor, mivel p,q; < a, ep; =5,
tt—+nd n
b+ kpd P < T,
ugy hogy a 3. segédtétel értelmében, mar P,fa, d) sem oszthaté p-vel

P

v

II. Bizonyos szamtani sorok primszdmaira vonatkozé tételek.

6. § Az 1. és 3. segédtételek alapjan megbecsiilhetjiik az a - kd alakd,
£-nél kisebb primszdmok szorzatit. Ezt a megbecslést, amely a tovdbbiakban
is nagyon értékesnek fog bizonyulni, adja a kivetkezd tétel:

1. Tétel. Ha £ —

E "
—+0(F)
o< @i "
gk
iz =a
Bizonyitas. Legyen a + nd <& < a4 (n+1)d ; mivel P,(a, d) a 3. segéd-
tétel értelmében oszthato azokl-:al a pnmszﬁmokkal melyekre nézve p =a

mok kozitt eléfordulnak, az 1. segédtétel értelmében, ha n — oo, ill. E—+oc

T p<Pyfa dj ="+ oM < gd o

e

-.I’“~—>

=

p=a

tehat, ha e <0 és8 £ = £ (g),
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Ebbol viszont kovetkezik, hogy ha £ = & (5) és r értékét _E_

. £
< E(8) < =
= dr+ 1 a( ) = gr
bdl hatdrozzuk meg )
_on PS-G;’:’“TP}
E e :; il
illletéleg
(1+ &)
+ 1
. : | at
e e
=
ennélfogva

(142
és ez, ha £ > Ei(#), kisebb mint a'f_‘ ;

Az 1. tételbél a z(E; a, d)-re vagyis azon primszémok szdmdra, ame-
lyekre nézve p =a, p <&, IGlirhatjuk a kivetkezd egyenlitlenséget

E

= I:
8 e v ( £y d’_x(i % d)
(logﬂé] <(vog) =

log®t =
2 to(®
< m p= TI_pr=<e
= & - a & — p=£
log2t — — d=u
p=a
tehat

£
B ]ogcx +o0(E) 1 £
ogee E s
Ak @ d) < mgzg + 10gg —Siogiogf — d TogE 1 ° ( logg )

, elegendd nagy E-re

és igy amennyiben ﬂ‘:v

(10) n&; a, d<p @'

7. § Ha o<1, akkor a 2, 4. és 5. segédictelbdl levezethetjiik a 2, tételt
2. Tétel. Ha o < 1, akkor E— o esetében

s o(&
‘IT 'p:>(amn i

P
1]

1A
| um
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Eldzetes megjegyzés, Ebbdl a tételbil adodik a klasszikus Dirichlet-tétel
specidlis esete: ha (u, d) =1 és ofd) <1, akkor végtelen sok a-- kd alaki
lorzsszdm wvan. A S-ik oldalon 16vé tabldzatb6l tehdt megallapithatjuk, hogy
madszeriink megadja a Dirichlet tételt mindazon szAmtani sorokra, melyek-
nek kiilonbsége kisebb, mint 29, esakhogy d =7, 11, 13, 25 és 27 esetben a
madszert 2d-re, d =17, 19 és 23 esetben pedig d helyett 6d-re kell alkalmaz-
nunk.

A 2, tétel bizonyitdsa. A 2. és 5, segédtételekbdl kivetkezik, hogy (v. &.
még az 5. segédtételhez tartozd elizetes megjegyzéssel) ha n = d2

T, dj< TT (n4+1d T p < {n+0dy VT -
—p<Vin+1)a Vint e <p<<otnd=— p < a+tnd
- p=a p=a
=aﬂfﬂJ I p
p<a-+nd
p=a

ha n— oc; tehit a 4. segédtétel értelmében,

l=am+toin

T p>a
p=<=a+nd T
p%u

Ha most az adott &-hez tartozd n-et az a+nd <E<a+(n41)d egyenlit-
lenséghdl hatdrozzuk meg, akkor & — oo esetre

E 1 —

u—tf)(";“—!)wnéj_“ T E+o@®

Tp>e
p<§
y=a

A 2. tételbdl kivetkezik, hogy

_a‘ i
e £+ 08
':‘T(";: a, d) > T p>w T )
=gy =
p=aua
tehit
: 1—a 3
ﬂ(§| ﬂ., d’)z d Ioga lﬂgg +ﬂ[§]
amibél, ha ¥ < I—;gloga, elég nagy E-re kivetkezik
3 . o
nE; a, d)>y Togk'

8. § Az 1. s 2, tétel kombindciojabol adédik a

3. Tétel. Ha 0 <1, 1 > d—il— T Okkor E-nek elegendd nagy érié-
keire legaldbb egy p=a primszdm létezik a & < p < AE intervallumban.
Bizonyitas. Elegendé nagy & érték mellett az 1, és a 2, tétel értelmében

1— &

3 5
um+0(ﬂ{a g+ +eld)

T p< < T p
p<§ = T u
p

I

a P=
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Ezen tételnek kizvetlen kivetkezménye a
d— 2 1 1 " .
4. Tétel. Ha a«:‘)( =12 d—1) alkkor S-nek elegendd nagy
érlékeinél E«qpiﬂ mtewafmmbﬁn legaldlbb egy a--hd alakid prim-
szdm vam.

: 5 1 o 1 3
Bizonyitis. Ez esetben u. i. o< E<I ég I 2 gy hogy 4

2-nek vdlaszthato.
. " 1 d -2
rd =6 =12, 3 —_——
Specidlis esetek : d 68 ( =12 az elsi esetben o 5 2[0!—!]
a m#asodik esethen azonban o= 0433766 és ez kisebb mint -Ej— ) %
=(,454515. Tehat E-nek elegend6 nagy értékei mellett a £ és 28 kozott leg-
alabb egy 6k 4+ 1, 6k -5, 12k 1, 12k 45, 12k 47, 12#—0—11. tovabba 4k 1
és 4k -+ 3 alakd primszam létezik.
Egyébként d =06 esetre a 3. tétel az mtervallumut még sziikiti, ameny-
nyiben megéallapitja, hogy elegendid nagy £ mellett a £ — AZ intervallumban
legalabb egy 6k -1 és 6k + 5 alaku primszim létezik, ha 4 > 1'5.

9. §. A 4. tételt még élesebben fogalmazza meg az
1 o 2 —8d —1 =
5. Tétel. Ha o< 5 @—TEdF1)  d—TedL) akkor S-nek
elegendd nagy ériékei metlett & (exkl) és 28 (inkl) kozott legalabb egy
a -+ kd alaki primszam létezik.
Bizonyitds, Vizsgaljuk a Kivetkezd kifejezést

.iTZrir!;' d) i
Pofa, d)’

D, fa, d} =

Az 1. és 4. segédtéte] alapjan n — oc eselében

1 — 2ain + o(n)

(11} b (o, dl = '
Ha n = d? akkor @ fa, d) az 5. segédtétel értelmében egyetlenegy olyan

primszdmmal sem oszthat6, melyre nézve p -~ a és p>{2CnF1)d. A 3. se-
gédtétel értelmében azok a primszdémok, melyekre nézve p=a, tovibba

n<p<a-+m+1d és p>V2n+1d = V(n-+1)d, osztéi a nevezdnek, azaz
P, fa, d)-nek, tehit nem osztoi a @,fa, d)-nek. Azok a primszimok, melyekre
t —+ 2nd
1-+2d°
értelmében meég a Iy, fa, d) kifejezésnek sem osztéi. Tehdt a 2. segédtétel
és az 1. tetel értelmében n — » esetre nézve

neézve p=ua ¢és <p<=n p=> V(Zn+1)d, ugyancsak a 3. segédtétel

Dyfa, d)< T (@rn+1)d mr mp <
P V@41 EnrDd<p< ‘3_“‘_’1"' atfnt1d <p<a+ind
14 2d ket
'P!r:+l]d
<{en+1a)'’ e mr <

i,)_::ﬂ-‘i-ﬁﬂd a1 < p<<a-$2nd
=i+ = =
p=a pP=a



—+ 1 =1 + ofn)

[\ A
R

mp =
at(n+1d << p << a+2nid
d P9
d=Tgea " T o™
= Tip
at+m+1)<p< @+ 2nd
p=a
amibdl a (11) alapjan adodik
2d

1=20 — ——-ueln -+ ofti)
e { o — 1)(2f + 1)

a -+ fm 4 1)d f{_PE!?-'I-EM
pP=a
Az n koelliciense a kiteviben a feltevés szerint pozitiv, tehdt a balol-

dalon lévé szorzat elegendé nagy n mellett nem lehet iires. Eszerint elegenddé
nagy n mellet az u+m+Yd<p<a —+ 2nd intervallumban mindenesetre

van legalabb egy primszim, melyre nézve p=gq; ez a primszam,
ha n-t, elegendd pagy & mellett, az a -} nd <& < a - (n+1)d egyenldt-
lenséghél hatdrozzuk meg, az a -+ 2nd < 2a -+ 2nd < < 2t alapjén a E<p<2E
intervallumban tekszik. . - _
Az 5. tétel alapjan kievetleniil elintézhetjiik a d =2 és a d = 4 eseteket ;
1

1 d 1 2 :

mert valoban = 2-nél ST AU E—2 5 =1 = () = o viszont
: 1 d 1 4 14 1
— 4 ese o S o P RN ol SR o P Loy VSO Y =
o eseteben I 7 B Y DU ¥ R == > = g, Ad=10 eset a
1 i 1 10 169 10 A = L
5 m—l—j = Gl @ 378 < 51 = ¢ miatt az 5. tétellel meg nincs
elintézve.

10. § Amennyiben 1- 2d nem lorzsszam, meég elesebben fogalmazhat-
juk az 5. tételt. Ekkor u. i. d ;-3, tehat 14 2d < d%, ugy hogy 1-2d oszt-

hatd & p, pa. ...,y primszamok valamelyikével. Erre az esetre érvényes a

6, Tétel. Ha (=1, 2,... h valamelyik értéke mellett p, | 14 2d és
o< 515___,5;}'(;-——1,}' akkor elegendd nagy & mellett a & (exel) és 28 (incl)
intervallumban legalabb egy p = o primszdm létezik.

Bizonyitas. Legyen 1+42d=pb; 3d >1+42d=p,b > 3b miatt b <d;
viszont abp; = a = p,;q, miatt ¢, =ab. Tehél n>d*>d

és p = VZn + 1]u’:>| [‘3”’

4 1’;1 vsethen a 3. segédtétel értelmében (a1, d)

egyetlen egy primszimmal sem oszthalo, melyre nézve p=a

2n
[zu] & +'l +lld
és P o
By b

; és igy jelen esetben
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T2n 2n
@ +[|E_|+ 1]:1._ . %+ n d i tend_ama
' p TR bp, = 1424

Az 5. tétel bizonyitasdndl alkalmazott meggondoldsokbdl kézvetleniil
adodik, hogy @, (a, d) egyetlen oly primszdémmal sem oszthaté, melyre nézve

pP=a € p ::- _21¢_1 p=>V(2n L 1)d. Tehat a 2. segédtétel és az 1. tétel alap-

. jan n—oc esetre

Dyfa, d) < TI {(2n+1)d} mp mp <
P { Vign+1)d V@ F1d ( < on Zn g +m+1)d<p << u+2nd
T =5 =
p — i
+ ofn)
1(fr‘ —1)
<a me
a4 m—!—l]dg p = a4 2nd
p=un

Ebbil és (11)-bél az 1 — 20 > — miatt kimondhatjuk, hogy az egyen-

,rr —1)

IGtlenség jobboldaldn &ll6 szorzat nem lehet {ires, amibdl viszont a tétel ugyan-

tgy adodik, mint az 5. tétel esetén. d =10 esetében 1-4-2d =21, tehat p;-et

7-nek vilaszthatjuk, (termeészetesen celszerii a p;-t lehetbleg nagynak venni)
1 1 1 61 10

1 . ; )
ez esetben -5 - m =5 T ey 126 2—1—0{10)‘ Tehdat elég nagy

Ere nézve a £ < p = 2£ intervallumban mindig van legalabb egy 10k 1,
10k + 3, Wk 47 s 10k 49 alaka primszam.

Hasonlo madon szigorithatjuk meg az 5. tételt arra az esetre nézve, ha
1+ d nem primszam. Egy tovabbi szigoritasi lehetdség forog fenn p; | 1 424
esetében ; ekkor arra a tényre tdmaszkodunk, hogy a p=a primszdamok me-

a- 2nd 2n e ) o s
lyek a = <p=< == p > ViZn - 1)d egyenlitlenséget kielégitik szintén
]

nem osztéi a @, (a, d)-nek; az intervallumot, melynek p=a primszamai a
&, (u, d) kilejezésnek nem osztoi, tovibbi Teltevések segitségével meég kiter-
jeszthetjiik. Kizvetleniil belathatjuk azonban, hogy ily médon csak oly téte-

leket nyerhetiink, amelyek csak a-::—;— esetekben alkalmazhatok ; ugyanis

ha 0> -i,— a @,fa, d) kilejezés n — oo esetére a U-hoz tart. Egy késébbi

cikkben szdndékozunk az itt alkalmazott médszernek lényeges éleshbitését
adni, gy hogy olyan esetekben is lehessen alkalmazni, amelyeknél (mint pl

d = 8 esetén) a(d) = —;— .

III. A hatirok numerikus meghatirozasardél.

11. § Kinnyii belatni, hogy az elébbiekben eldforduléd o-beeslések mind
helyettesithetik explicit egyenldtlenségekkel, e célbol az 1. segédtétel helyébe
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az (5) explicit egyenlGtlenségeit tesszitk. Ennek kovetkezteben a tételilnkre
vonatkozo korlatok meghatirozasiara elvileg sehol sem okoz nehézséget.
3 .
. y i a—i T2
Az 1. tétel bizonyitasa a T| p szorzat szimira egy « alaki
p<é
p=a
felst korlatot ad. Azonban ez a korlat numerikus szémitdsok elvégzésére nem
igen alkalmas, mert tulsigosan magas és igy célszerf(i lesz az 1. tételt Atala-

kitani, ill. ,numerikus* alakra hozni.

7. Tétel. Ha £ > 1, akkor

||"rl

(12) m p<dE[rc(d}J
Bl k
p=u
Bizonyitis, Vizegdljuk a (4) kitejezést, amely mint lattuk, mindig egész
szam. Mivel
n—1 | yn—1
—1 1 & ( e = 1]
Pofa, d)< 17 p" IE M okd=d"\TT p"
pld k=1 pld

és mivel I, (a,d) minden p = «a primszdmmal, melyre n < p < a 4 nrd fenndll,
oszthato, érvényves a kivetkez6 egyenlitlenség

ﬁ p _:: dl’id“.‘&—l!
o<z p << a-nd
p=u

1

ahol d'_—_dm}:%a(d)= pl-]"..-j pt—1,

Ha most e képletben n holyébe sorba hetessziik ny, = %% ;

Ny= Jd—}:;,---. n,= 1;-; — 1 értékeket, ahol d" ~'<n ~:=;[£" és (7)) a legki-

sebb egész szdmot jelenti, mely =1, akkor elvégezve az igy elGillott egyen-
l6tlenségek szorzédsat s tekintetbe véve az

@ty 4> 1+nk+|{ft>l+ﬁd:1+%>nﬂ.{frzll,I,2...,r;ﬂﬂ=n)
= = [

vonatkozasokat, nyerjiik a kivetkezd egyenlitienséget
ﬁ- p< dn—f—-:q-}-ng-{-u sy dn+n]+n3+ s —Tr—1

p<ua+nd
p=a
Es mivel
—1 d*—1 d'—1
nAmy oy +n<n+"+‘j R A S

(m—1

et [ i A G S R
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irhatjuk
fn— I}d |f1;|__—_1:|rf fn—1)d
T_p{d d""'dd_l e T
P<a-+ nd =
p=4a
m—1d

<e’ ' m—ya.

Legyen most £ > a €s hatdarozzuk meg n-tl aza+(n—1)d < E<a-+nd
egyenl6tlenségbél, akkor fenndll, hogy (n — 1)d < £, tehat N

E

W padbe®—7;
p<E
p=a
azonban nyilvanvalo, hogy ez akkor is érvényes, ha 1 <& < a.
A d specidlis numerikus értékeire (killonosen ha d =2, 4, 6) a 7. tételt
még pontosabban fejezhetnék ki, tgy hogy elegendd nagy & értékek mellett

a (12) egyenlbtlenség bal cldaldn még a £ tényezd se szerepeljen:azonban a
mi céljainknak a 7. tétel fenti fogalmazdsa is elég pontos.

12. §. Ha meg akarjuk hatdrozoi azon & Kkorldtot, melytdl fogva & és
2E kozdtt legaldbb egy p=a primszdm van, még a 4. tétel dltal elintézett
esetekben is célszeril lesz az 5. és i tételek bizonyitasdndl elhaszndlt elja-
riast alkalmazni s lehetdleg kiterjeszteni azt az intervallumot, amely nem tar-
talmaz oly p=a primszdmot, amely egyittal a @,fu, d) osztdja.

A korldtok meghatdrozdasinak modszerét a d =6 és d=4 esetekben
fogjuk bemutatni. Itt nem az a célunk, hogy a korldtokat, lehetGleg leszorit-
suk ; tovabbi csikkentésiiket elérhetjlik egyrészt pontosabb becslés, mésrészt
a 7. tételnek a 11. §ban emlitett szigoribb fogalmazdsa és végiil azdltal,

hogy a kisprimszamoknak (p < [6(2Zn +1) ill. p < Vi2n +1)) a @,fa, d)-hez
vald jarulékat a 7. tétel dltal lehetGvé tett pontossdggal hatarozzuk meg.

13. § Itt a d =06 esetet vessziik tekintetbe, vagyis foglalkozunk a
6k-+1 és a 6k-5 alaki primszdamokkal; az elébbieket jeldljiik p'-vel, az
utébbiakat pedig p“-vel; legyen még rividség okdbol P'= P, (1, 6) és
P" =P, (5, 6) és

, P, " A
Cﬁ,i:,—{?- ‘D”:T;—fzz—:q"—
I s Fmy
B o

{(Ezek a jeldlések csak a 13. §-ban érvényesek.) Ekkor az (5) egyenlitlenség
szerint

H-' >4 zm+1]-‘[[2”|+1)_].«3“““_[?]r;

#
n

_1 —1 | 8
>3 2(n+ 11-1[2?”—1—1) u% n (¢=6.2.3"—=2", 3%)
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Legyen n = 36, akkor J6(2n +1) < V6.3n <5ln < E n << i—g n. Ha
12'n+1

n = p' < 6n-+7, akkor a 3. segédtéte]l értelmében p'|F | ha <p=nm,

akkor ngyanazon segédtétel értelmében p' T P:m: tehat o', nem oszthatéd

médon be!éthutf} hogy gb" nem oszlhato azokkal a torzsszamokkal, amelyckre

uézve = [?’! 1) < p' < 6n 4 11. Tehit a 2. és 5. gegédtétel értelmében

@, < 171 6(2rn+1) mnmy m e
P = VeEn 41 o< 'i“" 41y BT < pr<12n41
— 13 =i
D, < 17 620 1) mr m 2
P < V&En+1) Pt <= %i_ 1 Onb11<p" <1245

azonban
m 6Ee+1)< (120 6y V120 +5 *
p =V 11
és a 7. tétel értelmében
mr
prii_;m-i-u ! -
" < = (n 1)e™
mop ,‘_ ig +1)

o 2
1— fn-1) §|-:r‘ﬂ + 1)

gh‘[ﬂ + ]}rz“n

v o 12
P )

ugy hogy
nmy ;

b 47 << pr < 12 1 l E*.ﬁ;_’” __’.L

_Ti _'[.w (= 613 n+1)7 (_ C +1] {12”‘}‘("}_”} izn+h
11 < p" < 120+ 5 I 5 77

—10e ® (n 41720 +5)" 12046 V20
Ha tehdt a
m és mp
b+ 7<p" < 12mn+1 fin+ 11 <p" < 12n+435

szorzatok valamelyike iires, akkor

in—177

- e 3 i2n 6
w © g%(mrus[gn+51{12n+u)"‘V 0 (1opt g TV ERT
n— 77 _ 26 H 1
ha tehat nz__gu, a 2 W : = b";;l% =2";_ miatt
In 41
@ ° <(i2n4 6PtV EnEE

* si(n) jelenti a primszdmok szdmat neig.
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azaz mivel a=23.38f3>2*,

(13) o+ 2 (1o 1 g+ e iBEE

Azonban, ha m > 66, 7(m) < -"-E-— 3. Tehat, ha V12n +6 = 66, n > 400, mi-
utdn azonban 14 z < 27 és gy

(120 + 6)1° + 7 PET < (195 4 6)" BV RTFT

19y L R 199 L B e H e e—
gt (?’W—Fﬁ)m ES el E [;Eﬁﬂj)l”i 120+ 86 < 910} % el i2n 6] <

10¢12n - G123
<2

»

a (13) kovetkezményekép tehat fOlirhatjuk :
% (1204 6) <10(12n +6)73, (122 +6)'3 < 15

ami n = 400 esetén nem 4ll. Tehdt, ha n > 400, van egy p’' tirzsszdm, melyre
nézve 6n 47 <p <12n+1 és egy p” tirzsszdm, melyre nézve

6n4-11 < p” g 12?1_—1— 5. Ezek a primszamok a E < p < 2E intervallumban
tekszenek, ha az n-t a E-hez abn+1<E<bn+T7ill.abn+5<E < bn+ 1t
egyenlotlenségekbol liatarozzuk meg. £ >2500ra nézve mindkét esetben
n = 400 és igy eljutunk a B

8. Tétel-hez. fa & > 2500 akkor & (excl) és 2§ (incl.) kizitt mindig van

6k 41 és 6k 45 alaku p_rimszam.
14. §. Itt a d =4 esetre hatrozzuk meg a korlatokat, tehat a 4k -1

68 4k + 3 alaku primszamokrol lesz sz6, melyeket most p' ill. p”-vel jeldliink ;
legyen tovAbbA rividség kedvéért:

P,=P, 1, 4), P,=Pf3 1) ¢

itt «=4.2=28 ¢és igy az (5) alatti egyenlitlenség alapjén

1 _nfa

¥ I 7 - I —r %- = g
CDT?} 2[re+1)_1[[%‘]+1) S [;]23(n+1) ' ent3 8=
o, | = =

=3n+1)"! @43~ 2"
Legyen n > 81, akkor 2f2n {1 < 4lfn < %— &£ % A 2, segédtételbdl kivet-

kezik, hogy han < p' < 4n 45, p'| P,:ha B—RQ—[Llcp'gn, p T Py,

a
[y [atnts 2 AETHY

HE)
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ha —{p « ] (mlvel [2 ] <= 3n < I—H-[;i!—}] p | P, és vegil ha
Bnl;l-l {p'é p' 1+ P,. Igy tehat rp" nem oszthatd p-vel, ha
2 + ! < p < 4n 45 hasonl6 médon lathats, hogy @, nem oszthaté p”-vel ha
Sﬂl;i_ : < p" <dn -4 7. Eszerint, a 2. s 5. segédiéte]l értelmében mindenesetre
@, = M 42r4-1) m 7 mp
p =)+ e {!_*1[."4_” 45 p < Smt1
@, < T 42nt1) m e ™
pi}{d[?n-[—_f: < “r,,_H] Iﬂ+f<p"<:8n—4—.!

Azonban itt
T 4@n+1) < (8n 44y VFd
r<Vign+1D
és a 7. tétel értelmében

mn p
P oS I - LI ik
0 <15 (mt12 «:{n+1}2
PP <t l
fehat
" z TT. v 9 — 25 .
TR St I 2 U 3n41) 243 Butay T
m e ’ -

dn T < p" < Hnh3
Ha tehat a m» és m szorzatok valamelyike

n45< pr=—8141 dn+7<p < SnA3

iires, akkor
Ay — 25 :rz}lr'in

1 ?(F.Es'n—l--l -4
g I [n+1)2{n+3}{5n+4) —(n +1}1[3ﬂ—|—1){8ri+4) =

< (n4-1)3%8n & 4]?.{ th +4 <(2n —'—1)3(8?'! + d}rﬂrﬁu +4_ 9— 6{3?1 + 4]:1--{- ?I'-‘P'Bn+d.

azaz
I S

(14) 2 7 < (8n4a)f+7nTe
tehdat, ha n > 4, akkor

e
== 4 Ty
o7 < (gn)* +7V
Mivel m = 66 esetén m) < % —3; 3fn =66, n > 454-re

Un

ol 2 < gn ™
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Tovabba 2" > 1+ 2¢-b6l1 (ha z > 3)
6_
287 gn, ha n > 724
bn

2T ™™

tehat

3

és igy 9n < 1020 .

g
Azonban, ha n > [yégJ
inkdbb helytelen, ha n = 1500.

Ha n > 1500, akkor van egy p' ill. p" primszdam, melyekre nézve
dn+5<p' <Bn+1, dn+7<p”"<8n+43

Amennyiben az adott & hezaz n-tadn+1<& <dn+5ill. an+3 <& <dn+-7
egyenlGtlenségekbdl hatarozzuk meg, gy p’ és p” a & < p < 28 intervallumba
esnek, ha £ = 6007, akkor mindkét esetben » > 15600, tehdt bebizonyitottuk a

kovetkezd tételt:

9, Tétel. Minden £ = ti007-re nézve van 4k -1 és 4k 3 alakd primszdm
a & < p < 2§ intervallumban.

15. §. A torzsszamtablazatok segitségével kinnyen meghatirozhatjuk
E-re nézve a pontos alsd hatdrokat, amelyektdl fogva & (exel) és 2E (inel)
kozott 1étezik a kivant alakd torzsszam. Azt taldljuk, hogy a 6k 41 alakua
tirzsszamokra nézve ez a hatar 35, a 6F 4 5 alaktiakra nézve 25, a 4k 1
alakdakra (5 és végiill a 4k + 3 alakdakra 35.

Az elemi szamelmélet egy ismeretes tétele alapjdn az utolsé megdlla-
pitds kivetkezményeképen be lehet bizonyitani, hogy 1! 2! és 6lon Kiviil
egyetlen faktoridlis sem bonthaté fel két négyzetszam Osszegére,

E dolgozat szdszerinti forditdasa a Matematische Zeitschrifthez 1952, szep-
temberében bekiilditt cikkemnek. Giovanni Ricci, pisai tandr 1933. decem-
berében megjelent dolgozatanak (Sul teorema di Dirichlet relativo alla
progressione aritmetica, Bollettino dell' Unione Matematica Ttaliana 12,
304—308. 1) modszere hasonlé az envémhez.

ez az eredmény nyilvanvaléan helytelen, lehdt még
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