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|On Niels Henrik Abel|

® Az 5-odfokd polinom=0 gyokképletes
megoldhatatlansdga
® Csoportelmélet (I. Abel csoportok)
® Elliptikus fliggvények
Amivel mi taldlkozunk:
® Abel szummacié
® Abel tétel (analitikus fliggvények, konvergencia)
® Abel dtrendezés




Szemerédi Endre matematikaja

Szemerédi Endre generacidm nemzetkozi viszonylatban egyik
legkiemelkedébb matematikusa. Kornyezetemben mindenki
nagyon oriilt, hogy Endre egy ilyen nagy elismerést kapott, az
Abel Dijat. Persze, itt kell megemlitenem, hogy Endre kordbban
is kapott mar tobb kiemelkedGen fontos matematikai dijakat.

Endre tiszteletére tartott eléaddsomban megprébdlok egy
nem-technikai jellegii izelit6t adni Endre matematikai
teljesitményérol, elsosorban a hozzam kozel allo teruletekrdl.
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%Szemeredl thm )

(Regularity Lemma )
(Pszeudo—VeIetlen ) (Extremalis Grafok/‘ )
Graf Limesz )

o000

CSum—Product )

Erd6s-Turdn sejtes megoldasarol, a

Regularitdsi Lemmardl,

az utébbi némely alkalmazasardl a kombinatorikaban,

a Szemerédi-Trotter illeszkedés-becslési tételrdl,
Szemerédi hatdsardl a kombinatorikdban.

Szemerédi hatdsardl az Elméleti Szamitégéptudoményban.
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|Mir6l nem beszélek?

Endre sok fontos tételét id6 hidnyban dtugrom:
® Korai szdmelméleti tételek, Erdéssel és Sarkozyvel.

® Bizonyos kombinatorika tételeit,
® Bizonyos szdmitégéptudomanybeli tételeit.
® Bizonyos geometriai tételeirdl,

A kép Columbus Ohio-ban késziilt, ahol egy konferencia-partin (Hypergraph Seminar,
1972) Erdd8s és Divis Szemerédi egy cikkét olvassak, vitatjak.
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| Professzoraink]

Gratzer, Erdds, Turan, Rényi Rényi Katé, Turan, S6s Vera, Erdds
Dobogdkd (1957), Lake Louise (1962)
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Szemerédi tétel: Az elozmények és a tétel

1. Tétel (Van der Waerden)

Ha adott egy ,,szinszam”, £, és egy szamtani sor hossz, k, akkor
megszinezve N-et ¢ szinnel, lesz egy monokromatikus k hosszisagti
szamtani sor a szinezésben.

4

Sejtés (Erd6s-Turan)
Ez (vdW) kovetkezik a megfelels siiriiségi verziobdl: Ha A C N

also sliriisége pozitiv, akkor minden k-ra van k-tagu szamtani
sorozat A-ban.

2. Tétel (Szemerédi)
IGEN!
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Magyarazat: ry(n)-rol

DEFINICIO
re(n) :== a maximdalis sok egész szam [1, n|-ben k-tagd szamtani
sor nélkiil, pontosabban ennek szdmossaga.

® Van der Waerden: Ramsey tipusu tétel

"o

® Szemerédi tétele siiriiségi tétel, vdW azonnal kovetkezik
beldle.

® K. F. Roth: Fields medal, ... r3(n) = o(n).
® Tim Gowers: Fields medal, ... rx(n)-hez kapcsolédd

Terry Tao Fields Medaljaban is fontos szerepet jatszottak a Szemerédihez kapcsolédé

eredményei
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r(n)-tél a Green-Tao-ig

Van-e minden k > 3 egészre olyan k-tagl szdmtani sor,
amelyikben minden tag primszam.

Erdés emliti a cikket a BJMT ,,Paul Erdds is 80”-beli cikkében, akkor még csak 18
tagui sort ismertek, komputer segitséggel

Sejtés (Erdds sejtés)

Ha egészek egy A = {ay, ap,...} sorozatdra

1
Yi-c

akkor minden k-ra A tartalmaz k hosszisagu szamtani sort.

3. Tétel (Green-Tao)

Van akarmilyen hosszii szamtani sor primekbdl.




Ki volt Abel? A szamtani sorok A regularitasi lemma Miért hatdsos a Regularitdsi lemma? Szemerédi és a Szamitégéptudomany

re(n): merre tovabb?

Ergodelméleti bizonyitas: Flirstenberg
Firstenberg-Katznelson: tobbdimenzids
Leibman, ...

Polinomialis

A Fiirstenberg-Katznelson féle ergodelmaleti hozzadllas akkor valt igazin meggy3z6vé,
amikor a kombinatorikus hozzaallassal elérhetetlennek tiiné tételeket is elérhetévé tett.

Gowers munkéassaga azonban nagy mértékben visszahozta ezt a teriiletet is a

,,klasszikus matematikaba”.
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|Hales-Jewett tétel|

Ez a vdW-nek 3ltaldnositdsa, bar ez nem latszik azonnal.
‘Csak vazlatosan mondom ki! ‘ mert kivulallénak bonyolult,
technikai.

#® Adott a szinszdm, mondjuk 23. Egy nagyon nagy dimenzids
kockét: [1, m]9-t szineziink 23 szinnel. Ekkor, ha tehdt d elég
nagy, akkor minden szinezésben van
MONOKROMATIKUS KOMBINATORIKUS EGYENES.

A kombinatorikus egyenes egy olyan vektor-sorozat, ahol mindegyik koordinata vagy

konstans, vagy 1,2,...,m.

® Hales-Jewett tétel egy Ramsey tipusu tétel (sokak szerint az

egyik legfontosabb?) de ez is rendelkezik siiriiségi altalanositassal:
density version. (Firstenberg-Katznelson)
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Density Hales-Jewett

Q

o

O

O[O|0|O|0|I0I0[O[O
O

Eredete Kombinatorikus Jatékelméleti. Szoktuk jatszani, Amdéba, vagy OX néven.
(?) Tetsz8leges k-uniform hipergrafon értelmezhet6 a van der Waerden is, és annak
silirliségi valtozata is (7).

4. Tétel (Fiirstenberg-Katznelson (komb.: Polymath!!!))

Adott m kockaméretre és € > 0 also siiriiségre létezik olyan d
dimenzid, melyre ha kivalasztjuk a d-dimenziés m-kocka. em¢
racspontjat, az mindig tartalmaz KOMBINATORIKUS EGYENEST.
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Arithmetic Progressions in sumsets

4. Tétel (Szemerédi-Van Vu, Finite sumset)
Legyen A-ra

As::{Zx ; BQ.Aés[B]<oo}

xEB

Ha c > 0 elég nagy, és

AN [n]| > cv/n,

akkor A sum-set-je, As tartalmaz n hosszisagu AP-t.

® Analog tételek ¢ A-ra és £* A-ra,

ahol KA az g-tagﬁ Osszegek K*A pedig az { xiilonbszd tagu Osszegek halmaza.
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A regularitasi lemma: mit mond ki?

Az allitds heurisztikusan: Minden G, graf approximalhaté
altaldnositott véletlen graffal

Jelolés:

DEFINICIO (e-REGULARIS CSUCSHALMAZ-PAR)

Adott egy G grdf. A, B C V(G) (diszjunkt) halmazpdr c-regularis,
ha minden X C A, Y C B-re, ahol |X| > ¢|A|, |Y| > ¢|B|, teljesil

’

(X, Y) — d(A,B)| < <.
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A Szemerédi Regularitasi Lemma

4. Tétel (Szemerédi, 1976 (7))

Minden ¢ > 0-ra és k € N*t-ra létezik olyan M egész, hogy minden
G, grdafnak van olyan csiicsparticidja,

V(Gr) = U UlbU... U, U z%

ahol k < k < M és majdnem mindegyik (U;, U;) -regularis:
legfeljebb 5(‘2‘) halmazpar kivételével mindegyik,
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A Regularity Lemma sziiletése

® FEredeti, komplikdlt verzié
® A kvantitative Erdés-Stone: Adott G, és

e(Gy) > <1 - %) <'27) + cn?, (1)

m(n, p,c) = max{t : Kps1(t,t,...,t) C G, subject to (1)}.

Legyen

5. Tétel (Kvantitativ Erdés-Stone)

m(n, p,e) = c(p, e, k) log n.

® Erddés-Stone
® Bollobas-Erdds, Bollobas-Erdds-Sim.
® Chvatdl-Szemerédi: pontos, és ehhez bizonyitotta SZE. ..
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The Regularitasi Lemma

Mihelyst Szemerédi bebizonyitotta a Regularitdsi Lemma-t, az
Extremalis Grafelmélet teljesen megviéltozott .

Theorem (Szemerédi)

For every € > 0 every graph G, has a vertex-partition into a
bounded number of classes U, ..., Uy of almost equal sizes so
that for all but at most 5(’2() pairs i, j the bipartite graph
(generated by G,) is e-regular
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The regularity lemma, precisely

Theorem (Szemerédi)

For every € > 0 and integer k every graph G, has a
vertex-partition into the classes Us, ..., Uy of almost equal sizes,
for some k < k < K(, k) so that for all but at most 5(’2‘) pairs i, j
the bipartite graphs (generated by G,) are c-regular.
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The reduced (or cluster) graph

Fix two parameters: ¢ and 7> ¢
Start with the Szemerédi partition Uy, ..., Up.
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The reduced (or cluster) graph

Build a graph on the classes: the vertices of Hj are the classes
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The reduced (or cluster) graph

N\ A
D)

DA\
%}dz"’

]

Connect the pairs of classes (U;, U;) by a cluster-edge if they are
classes c-regularly connected, with density d(U;, U;) > 7




Ki volt Abel? A szamtani sorok A regularitdsi lemma Miért hatdsos a Regularitdsi lemma? Szemerédi és a Szamitégéptudomany

The reduced (or cluster) graph

Exce
tional
set

Reduced Graph

The vertices of Uy are often distributed (randomly) in the others
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A Hk és Gn

Ismerve Hy-t, sok mindent megtudunk G,-rdl.
® Mert véletlenszeriivel kozelit

® és a véletlenszer(iben sok minden konnyebb.
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A Regularitasi Lemma korai sikerei

Probléma (Brown-Erdés-T.Sés)
Hatdrozzuk vagy becsiiljiik meg f(n, k, £)-t. J

Az elsé nehéz eset (6, 3):
6. Tétel (Ruzsa-Szemerédi)
cnr3(n) < f(n,6,3) = o(n?) J




Ki volt Abel? A szamtani sorok A regularitasi lemma Miért hatdsos a Regularitdsi lemma? Szemerédi és a Szamitégéptudomany

Ramsey-Turan

Turan tétel alkalmazasai
Turdn: geometridban, analizisben, ...
Katona: Valdszinliségszamitasban
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Ramsey-Turan

: ‘ .f B 2 e -~
® Ramsey-Turan kezdete: Turdn, Sés Vera, Erdos
® Endre Regularitdsi Lemmdjdnak egyik elsé alkalmazdsa (17!)

7. Tétel (Legegyszeriibb nemtrividlis Ramsey-Turan)

RT(n, Ka, 0(n)) < %rﬂ + o(n?).
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Ramsey-Turan folytatas

Bollobds-Erdds konstrukcid
Erdés-Hajnal-Sés-Szemerédi
Erdés-Hajnal-S6s-Sim.-Szemerédi
Balogh-Lenz

L I )
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Masfajta Regularitasi Lemmak

® Frieze-Kannan: Gyengébb konkluzié de kisebb osztalyszam
— lterdlva kiadja az eredeti RL-t.
— Ugyanez jelenik meg Lovasz-B. Szegedy-ben

® Kohayakawa-Radl: Ritka grafokra (de csak limitaciéval)
- Atsegl't bizonyos nehézségeken.

® Alon-Fischer-Krivelevich-M. Szegedy: e-kontrolldlt
osztalyszam
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A Blow-Up lemma

Komlds-Sarkozy-Szemerédi

Gyakran konnyli majdnem feszitd részgrafot taldlni, de nehéz
feszit6t. Ezt teszi a Blow-Up Lemma

Pdsa-Seymour conjecture, stb



Ki volt Abel? A szamtani sorok A regularitdsi lemma Miért hatdsos a Regularitdsi lemma? Szemerédi és a Szamitégéptudomany

A Turan tétel ,,javitasa”

7. Tétel (Ajtai-Komlds-Szemerédi)
(a) Ha egy G, graf dtlagfoka t, akkor
a(G,) > % (Turan)
(b) Ha azonban K3 Z G, is teljesiil, akkor
a(Gp) > c% log t. (AKSz)

Elesithetd! Dénté 4ttorésekhez vezet!

(i) Megcafolja a Heilbronn sejtést geometridban
(i) Javit a Sidon becslésen: donté dttorés

(iii) Javit a Ramsey becslésen



Ki volt Abel? A szdmtani sorok A regularitasi lemma Miért hatdsos a Regularitdsi lemma? Szemerédi és a Szamitégéptudomany

Haromszog Ramsey

DEFINICIO (RAMSEY:)

R(s,t) a legkisebb n egész melyre K, minden Piros-Kék szinezése vagy
tartalmaz egy Piros K-t vagy egy Kék K-t

R(s,t) < (°TF] 2) Hence R(3,t) < t2.
8. Tétel (Ajtai-KomIés—Szemerédi) 9. Tétel (Jeong Han Kim)

R(3,t) < (1+o0(1))—

'Og t R(3,t) > (c — o(1)) z:t

for some ¢ > 0.

So R(3,t) ~ t?/log t.
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Hatasa algoritmuselméletben
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Parallel Sorting

Bindris rendezés (sorting): Minden lépésnek legfeljebb két
kimenete van.

Legaldbb log n! =~ nlog n eldgazasra van sziikség,
és ennyi elég is.

Probléma (D. E Knuth?)

Lehet-e ezt teljesen parhuzamositani?

Ismert volt: clog? n elég (Batcher algorithm)

10. Tétel (Ajtai-Komlés-Szemerédi)

Van clog n lépésben sorbarendezé “sorting network” (és véletlen
helyett expandert hasznal).
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|Mi az a Sort-olas?

Parhuzamos sorbarendezés: megtehet6-e clog n menetben?
Van-e “sorting network” clog n menetben?
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Mi az a Hash-elés?|

D. E. Knuth: A zenél6 székek problémdja

11. Tétel (Ajtai-Komlds-Szemerédi)

“There is no fast single hashing algorithm” Information Processing
Letters, 1978 Elsevier

Nagy blokkok keletkezése
Double Hashing
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Algoritmizalhato-e a Regularitasi Lemma?

Alon-Duke-Rodl-Yuster
Frieze-Kannan

® |gen, taldlhatunk egy R-Particiét, gyorsan.
® NEM: nem tudjuk eldonteni egy particiérdl, hogy az jé-e.
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Hajnal-Szemerédi Thm

DEFINICIO (EQUITABLE
k-COLORING)

G olyan j6-szinezése, ahol a
szinosztdlyok méretei legfeljebb
1-gyel kiilonboznek.

12. Tétel (Hajnal and Szemerédi 1970)
Ha A(G) < r, akkor G-nek van ,,equitable” (r + 1)-szinezése.

13. Tétel (Mydlarz és Szemerédi)

létezik polinomidlis idejii algoritmus ennek megtalaldsara.
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Pésa-Seymour sejtés

Sejtés (Pdsa-Seymour, Erdds sejtés erdsitése)

Minden G grdfra, ha 6(G) > (k +1)|G
Hamilton kor k-ik hatvanydt.

, akkor G tartalmazza egy

13. Tétel (Komlés-G. Sarkozy-Szemerédi: IGEN!)

Minden G grdfra, ha 6(G) > (k +1)|G
Hamilton kor k-ik hatvanydt.

, akkor G tartalmazza egy
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Erd6s-Sés/Komlds-Sos sejtés

00000,

14. Tétel (Ajtai-Komlds-Sim.-Szemerédi)
Létezik olyan ky, hogy k > ko-ra igaz az Erdds-S6s sejtés:

ex(n, Tx) < %(k—Q)n.

Ugyancsak igaz nagy k-ra a Komlds-Sés sejtés:

15. Tétel (Ajtai-Hladky-Komlés-Piguet-Sim.-Stein-Szemerédi)

Létezik olyan ky, hogy k > ko-ra igaz az Komlds-S6s sejtés: Ha
Gn-ben legalabb n/2 pont > k fokd, akkor G, minden k-pontud fat
tartalmaz.
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Property Testing

Alon-Shapira: Azok a P tulajdonsdgok tesztelhetek, amelyek a
Regularitdasi Lemma miatt tesztelhetdek.
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|Sum-Product |

15. Tétel (ErdSs-Szemerédi)

Ha adott egy A C N, n-elemii halmaz, akkor vagy |A + A| vagy
|A - A| nagy: létezik olyan ¢ > 0, hogy

|A+A|-]A-A| > n?te

Elekes
Solymosi
Bourgain



|Sums and Products|

ERDOS-SZEMEREDI, A jelenség: n egész esetén lehet, hogy a
paronkénti O0sszegek kevesen vannak, pl. a szdmtani sornal,
lehet, hogy a szorzatok kevesen vannak, pl. a geometriai sornal,
de nem lehet, hogy mindketten kevesen vannak:

17. Tétel (Erd6s-Szemerédi, E1983-18)

Legyen 1 < a3 < ap--- < a, egészek egy sorozata. Képezziik
beléliik az dsszes kéttagli Osszeget és szorzatot. Legyen f(n) a

minimuma az igy kapott ,,0sszeg-szorzat” halmaz elemszamanak.

Ekkor

n2

nta < f(n) < ————.
eclogn/loglogn

2—c_

Kicsit gyengébb a sejtett n nél
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General conjecture

Sejtés (Erdds-Szemerédi)
Ha 2-szeres helyett k-szoros osszegeket €s szorzatokat vesziink,
akkor legaldbb n*=¢ szdmot kapunk.
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Geometria, Szemerédi-Trotter

A Wikipedidban ez is egy kiilon fejezet!

18. Tétel (Point-line incidences)

Ha adott n pont és m egyenes, akkor az
illeszkedésszam

O(n*Pm?3 + n+ m).

Eles.

4

19. Tétel (Pach-Sharir féle altaldnositas)

Ha adott a sikban n pont és m gorbe és . .., akkor az
illeszkedésszam

I(P,C) < c(b,s) - ( k/(2k=1) p(2k=2)/(k=1) 4 pp 4 m)
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Altalanositasok, alkalmazasok?

® Solymosi-Tao
® Elekes-Szabé ( — Elekes-Sim.-Szabd)
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Graph Limits

A Lovasz-Szegedy, majd Borgs-Chayes-Lovasz-Sés-Vesztergombi és masok altal kifej-

lesztett Gj elmélet nagyon szorosan kapcsolédik a Szemerédi Regularitasi Lemmahoz.
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Amire a legbiiszkébb?
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