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Ujabb bizonyitas a Turan-féle graftételre ¢s
megjegyzések bizonyos altalanositasaira

KATONA GYULA — NEMETZ TIBOR —SIMONOVITS MIKLOS

. Turan Pal 1941-ben a kovetkezd tételt bizonyitotta be: [1]
Legyen n= q(k—1)+r, ahol ¢, k é r egész szamok, tovabba
O=r=k— 1. Jelolion G2 egy nszogponta, £ élii grafot. Ha teljestil, hogy

" k—2 . F ,

E=Esln, ky = 2= 1) (1° —:")+(2)+ akkor a G} graf tartalmaz k
szogpontt  teljes részgrafot. (Ezt a kovetkezOkben teljes k-asnak
fogjuk nevezni.) Azaz: a G} grafnak létezik olyan k szbgpontja, amelyek
koziil barmely kettdt osszek6td €l a grafhoz tartozik,

Bizonyitotta tovabba, hogy van és csak egy olyan £, éli graf van.
amelvben nincs teljes k-as, és ez a kovetkezd:

g+7
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Soroljuk az n szdgpontot k—1 osztalyba agy, hogy # osztalyba
g1, a tdbbibe g pont jusson. Szerepeljenck a arafban azok és csak
azok az élek, amelyek kiilonboz8 osztalybeli pontokat kdtnek Ossze.
Az fgy értelmezett Tp, grafnak, mint az kénnyen beiathato, £y ¢le van,
¢és nines benne teljes k-as, ami azt jelenti, hogy £, 1-nel kevesebb
s7zaimi ¢l még nem biztositja egy teljes k-as Ictezéset.

Turéan [2]-ben a kovetkezd problémat veti fel: Vezessink be egy
sltalanosabb eraffogaimat. Ha adott n pont és a pontok osszekdtése
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(pontparok kivalasztasa, élek megadasa) helyett pont m-eseket valasz-
tunk ki valamilyen mdodon, m-es grafhoz jutunk. Ennek tehat specialis
esete a kettes, 1ll. élgraf. Egy m-es grafban ,teljes k-as’ alatt olyan rész- -
grafot értiink, melynek birmely m-ese a kivalasztottak kozott van.
Ekkor a fenti tételnek megfelel6 probléma igy fogalmazhato:

Legyen adott egy n szogpontu graf. Legalabb hany me-est kell
kivalasztani, hogy akarhogyan is valasztjuk ki azokat, biztosan legyen
az m-es grafban ,teljes k-as”*. Ez még megoldatlan probléma, csak
sejtések vannak ra. Legegyszerlibbnek latszik a probléma m = 3, k = 4-re.
Ezt megoldani probalva jutottunk el az eredeti Turan-tétel ujabb két
bizonyitasahoz, amelyek a 2. fejezetben szerepelnek. Az ezekben alkal-
mazott modszerek bizonyos becslésekre adnak lehet8séget az dltalanos
esetben, ezt adjuk mega 3. fejezetben. Ezek m =3, k =4 esetén aranylag
jok, ezzel az esettel kiilon foglalkozunk a 4. fejezetben.

Megemlitjiik, hogy az eredeti bizonyitason kiviil ismeretes még egy
Zykovtol [3] és egy Andrasfay Bélatol [4] szarmazd bizonyitds is, sét
Dirac G. [5] egy ujabb altalanosabb tételébdl is kovetkezik a tétel.

Mivel a komplementer grafban (amely éppen azokat az m-eseket
tartalmazza, amelyek az eredetib8l hidnyoznak) gondolatmeneteink
egyszeriilbben fogalmazhatéak meg, a problémat Aatfogalmazzuk a
komplementergrafra. (Ilyen alakban all a probléma Turan idézett dol-
gozataban 1s.) -

Egy n szigpontu grdfban Ieﬁﬂa’bb hdany m-est kell megadnunk, hogy
ne legyen benne .jiires k-as™? (,,Ures k-as”-nak nevezziik a ,,teljes k-as”
komplementerét, tehit egy olyan k-ast, amelynek egyetlen m-ese sincs
a kivalasztottak kozott.) Ha egy grafban nincs ,.teljes k-as’”, akkor a
komplementerben nincs ,,iires k-as”, ha az eredeti grafban legfeljebb
Ey(n, k, m) m-es lehetett, hogy ne legyen ,,teljes k-as”’, a komplementer-
ben legalibb M(n) = [::?]—-Eﬂ(n, k, m)-es sziikséges, hogy ne legyen
wures k-as”. A tovabbiakban hasznalni fogjuk még az M, = MZ(n)
jelolést,

Ratérve a komplementer grafokra, Turan iétele a kovetkezot
jelenti:

Legyen Kj,, a Turdn-féle Ty, extréem grdf komplementere, aza:
Ky, az az n szogpontu grdf, melynek szogpontjai a leheté legegyenleteseb-
ben vannak k —1 osztalyba sorolva, tehat minden osztalyban g, ill.
g+ 1 pont van (regularis graf esetén g-+1) és a pontok kozott azok
¢s csak azok lesznek Osszekotve, melyek egy osztalyba tartoznak.
(Ebben nincs ..iires k-as”’, mert k kivalasztott pont kéz6tt mindig van

* Vagy maskeép legfeljebb hanv m-est lehet kivalasztani, hogy a grafban
ne legven ..teljes A-as™ 7
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olyan kett4, melyek ecgy oszialyba tartoznak, igy éllel vann.ak Hssze-
kotve.) Ha egy G" n sz {:gpnﬂm grafban nincs lires k-as”, akkor vagy
tobb ¢l van benne, mint K} -ban, vagy izomorf azzal.

(Vagyis Kj, -ben fogtuk le a lehetd legkevesebb <cllel az 8sszes
k-ast. A tételben az extrém graf unicitasa is szerepel.)

2. 1. Bizonyitds Turan tétei€re.

Ebben a bizonyitasban modositsuk g és r értelmezését gy, hogy

= g(k—14r) legyen, ahol O=r=/k — 1. (E,(n, k) kifejezése g és r-el,
mint kdnnyen verifikalhatd, igy sem valtozik.) Ezzel a jeldléssel mindig
van olyan osztaly, amelyben ¢+ 1 pont van, és # = & — | esetén minden
osztaly 1lyen.

A bizonyitas # — 1-10l p-re valo teljes indukcioval térténmik. Ha
n-=/k, az allitas trividhs, Kj, az ures grat.

Tegyiik fel, hogy az &liitas az n — 1 szOgpontu grafokra igaz. Legyen
adott egy G" n szbgpontd graf. Elég csak azt az esetet vizsgiini, mikor
G" élszama nem n’!g\mbb K’q, -¢nal. Ekkor azt keil bizonyitani, hogy

ay ha G" élszama is M, és nincs G"-ben ,,lires k-as”, gy G" €s

e 1zomorfak,

b) ha G" élszama kisebb, mint M., akkor tartalmaz , lUres k-ast”’.

c-.:’ bizonyitdsa: Lathato, hogy Kj, -ban egy pont foka g vagy ¢ —1,
aszerint, hogyv a pont egy ¢ -+ 1 vagy e‘rﬂu g pontot tartalmazo osztalyban
van, es igy Kj -ban a maximalis iﬂkﬁzam g. (Az egy pontbdl kiindulo
glek szamanak maximuma,)

K.énnyen beldthats, hogy G"-ben is ¢ a maximaiis fokszam. Ugyanis
neni lehet minden pont leg[we:mn g — l-edfoka, mert ekkor fokszam-
fjrxszeze azaz a két q.u:i:., élszdima kisebb lenne 244, -nal, tehat G” ¢lszama
18 Ki; élszamandl. De G" egyetlen pontja sem lehet t g-nal magasabb
foka, mert azt a pontot elhagyva egy "~ '-hez juinank, mig K"-bdl
Lllu:Ey /A EEY rfﬂﬂdFGl’Li eppen K7~ 1!-her jutunk. Azonban G"'-nek
kevesebb élc fenne, mint K"-'-neck, {gy az indukcios feitctel matt
tartalmazna lires k-ast”. Ez G"-ben i3 tires volna, ami ellentmond
feltevésiinknek. gy G"-ben is a maximalis fokn pont énpen g-ad fokd.
JelGhion P egv maximalis fokt pontet. Ezt hlmzﬁrvﬁh a kapott ¢" -
benn sem lchet az el@bbiek szerint ,.ires X-as™, s ugyanannyl éle van,
miat A7 '-nek, 1zy izomorick az Lndhlhf.m u.l EVes nuad G'-et Ggy
k-.:,l‘.ﬁjilffé tehat K*~ 7 -bdl, hogy ennek g pontjat 6sszekd tju! a P ponttal.

14 &"i -ben & £—1 Gazmh mindegyikeben u‘:r}n:L olyan pont, mely
itines osszekotve P-vel, Ggy minden osztalybol egy ilyen pontot kiva-
lasztva, ezen k—1 pont P-vei egy ,,tres k-ast” alkoina. Mivel ez nem
lehet, kell Iennie egy osztalynak. melynek minden pontjabol fut P-be
él. Ezen osztaly g pontot tartalimaz, mivel P g-adfoki volt (egy osztaly
K'—1-ben g vagy ¢+ 1 pontot tartalmaz). Ezért P-bdl egy g pontot
tartalmazd osztaly minden pontjahoz fut él és mashova mar nem is
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futhat él. Ebbdl kovetkezik, hogy G" izomorf Kj, -nel, mert egyforman
keletkeznek K"—1-bdl.

A b) eset ebbdl egyszerlien kovetkezik. Huzzunk be annyi gjabb
¢lt  G"-be, hogy ugyanannyi éle legyen, mint K"-nek. Ha a kapott
graf nem izomorf K"-nel, akkor a)-bol kidvetkezik, hogy az 1) kibovi-
tett graf tartalmaz iires k-ast, ezt tehat annal inkabb tartalmazni kellett
G"-nek. Ha a kibovitett graf izomorf K"-nel, Ugy G" azeért tartalmaz
.ures k-ast”, mert K"-bol akdrhogy is hagyunk el éleket, lesz ,,iires
k-asa’ : egyik elhagyott él két végnontja, s a tobbi osztaly egy-egy pont-
ja. (Megjegyezziik, hogy az elsd tipusii bovités csak k=n esetén.nem
lehetséges mindig.)

1. Bizonyiias. Legyen M (n) a legkisebb szam, amelyhez létezik
G4y, melyben nincs ,,iires k-as”.

Legyen Dy (n) = (;] — Eq(n, k) —{ )(k—'i e [q i 1)*}', ahol
n=glk—1)+r é 0=r=k—2.

Bizonyitani kell, hogy M (n) =D, (n), amit n-r6l n+ 1-re valo teljes
imdukcidval igazolunk.

Az allitas n=k esetén trivialisan teljesiil.

Tegyviik fel, hogy m-re igazoltuk. Tekinisiink egy G "1 grafot,
amelynek M (n-+1) éle van, s nincs benne iires k-as. Minden élhez
rendeljiink egy multiplicitast, azt a szamot, ahany n-szégpontl
reszgrafjaban van G"*l-neck. A  multiplicitisok 0Osszege egyrészt
(n—1) M (rn+1), masrészt az n+ 1 darab n szOgpontu részgraf élemek
gsszege. Mivel az n szbgponti részgrafok egyikében sincs ,,lires A-as,”
ezért ezek mindegyvikében az indukcios feltevés miatt legalabb M (n)
el van, igy

(n+DMn) = Mn+1-(n—1)
VEGVIS

Mm+1) = J M, (n) ;—tl*}

ahol {x} a legkisebb x-nél nem kisebb egész szam. Nyilvan

{M (1) - Y ]{ — M. 1)+ {gw)}

_,..—. sk

b

Mivel, mint kdnnyen igazolhats, Dyn+ 1) = Dn) +¢g azt kell csak
kKimutatni, hogy

. 2M (1)

f =4 ?_—j‘—*?
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M (n) indukcids feltétel szerinti ériékét behelyettesitve azt kell tehat
belatni, hogy
glg — Dk —1—-r)+q(g+1)-r
- ={.
glk—1)+r—1

A

q— |
Atalakitva

. i, ot
i gk—1)4+r—1
ahol a jobboldali egyenl§ség nyilvanvaldan fennall, mivel r =k — 2, tehat
a tort ¢rteke nem negativ.
A baloldali egyenl&tlenséget atalakitva:

=1,

azaz
gk—-1)—qr—g=qlk—1)4r—1.
Ez viszont teljestil, ha ¢ =1, vagy g =1 és r=0. Ezzel belattuk, hogy
M (n+1) = M(n)+q = Dy(n+1). Hogy valéban annyi, mint a tétel
allitja (azaz M(n+1) = Dy(n+ 1)), azt az bizonyitja, hogy a fentiekben
értelmezett Ky, erafban nincs iires k-as és eppen M, (n+1) éle van.
3. Mindkét gondolatmenetbdl kovetkezik Altalaban is a kovetkezd

1. TETEL:
M (n+1)-(n+1-m) = M{"(n)- (n+1).

Peldaul a masodik bizonyitas alapjin ez a kovetkezdképpen adédik :
tekintsiik » +I-re az extrém grafot, amelyben tehat M(n+1) darab
m-es van. Ha az n+1 darab n szogpontu részgrafban osszeszamoljuk,
hogy hany m-es van és 6sszeadjuk, akkor (n-+1)-M"(1)-nél nem kap-
hatunk kevesebbet. Masrészt viszont, mivel minden m-es (n+ 1 —m)
ilyen részgrafban van benne, tehat éppen (n+1—m) MP(n+ 1)-et
Kapunk, ami a tétel helyességét jelenti. Ebbél a tételbs] kovetkezik az

l. KOROLLARIUM: a ..minden k-as lefogisihoz™ sziikséges és az
Osszes m-esek szamanak hanyadosa m-nel monoton né (azaz viszonvlag
egyre tébb kell).

fkﬂi’(ﬂ—i—l) B M;:”(H-[-rl)-(ﬂ-l—l—-m)\lh
[ 1+ I} [fn'. + 1
i m
B M (1) M (n)

{}iii ntl—m  (n
Fid] H+ 1 m

—

VI

(n+1—m)
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2. KOROLLARIUM:

i [ﬂ]
Iy i
—+ = M. (n) =

k) =117
m, m— 1
Ugyanis
o : . T i_
M) = 1 My () e

gy = —.
H k
IH FH

A felsé becslést megkapandé pedig Turan altal sejtett grafot tekintsiik.

, — 1 :
(Ha a pontokat [::1——_1_‘ osztdlyba soroljuk™ a lehetd legegyenletesebben

¢s az m-es graf tartalmazza az egy osztilyba esd m-eseket, és csak ezeket.
igy egy .res k-ast” nem tartalmazo6 grafhoz jutunk.)

4. Kilon foglalkozunk az m =3, k=4 esettel. Tébben sejtették,
hogy a legkevesebb haromszoget tartalmazé graf, amelyben nincs iires
4-es, a kovetkezd: Soroljuk a szégpontokat 3 osztilyba a lehets leg-
egyenletesebben és a graf harmasai (kovetkezSkben hiaromszogei) legye-
nek azok a haromszogek, melyeknek minden pontja egy osztalyban van,
vagy két pontja van az elsg osztalyban, egy pontja a masodikban, vagy
ket pontja a masodikban €s egy pontja a harmadikban, vagy két pontja
a harmadikban €s egy az els6 osztalyban van. Jeloljitk H"-nel az fgv
kapott harmas rendszert. Konnyen lathato, hogy ez a graf kielégiti
a kovetelményeket; nincs benne , iires 4-es’.

Bizonyitjuk, hogy ha n # 3s, akkor van mds graf is, mint H", melyben
ugyanennyi hdromszdg mellett nincs iires négyes. Ha n = 35+ 1, ill.
n = 35+ 2, végezziik el az elGbbi osztalybasorolast tigy, hogy az elsd,
ill. az elsG két osztalyba s4-1 pont jusson. Az els§ osztalybol annak
egy P pontjat elhagyva legyenek a kivilasztott haromszogek ugyanazok.
mint H"~!-ben, azaz az Osszes olyan haromszog legyen kivalasziva,
melynek minden pontja egy osztalyban van, vagy kettS egyben, s egy
a rakovetkezében a megfeleld ciklus szerint. Azokat a tovabbi harom-
szogeket, melyek tartalmazni fogjék a kivalasztott P pontot, jellemezhet-
juk a masik két pont altal alkotott éllel. Ha a H"-et akarjuk meg-
kapni, akkor Ossze kell kotni azokat a pontparokat, melyek az elsd

* Ha ezzel ar Osszes pontot egy osztdlyba soroltuk. dllitisunk semmitmondova
fajul.
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ill. a harmadik osztalyban vannak, vagy az egytk pontjuk az elso,
masik a méasodik osztalyban van. (Természetesen most P-t nem szamitjuk
az elso osztalyba.) Vegyiik ehelyett a P-t tartalmazo haromszogeket meg-
hatarozd élek egy kitté mdodositott rendszerét. (L. 2 abra) Legyen Q
egy masodik osztialyba esd pont. Ez az elsé osztaly s pontjaval volt
dsszekotve, ehelyett most Osszekotjilk a harmadik osztily s pontjaval.
Az élek, igy tehat a haromszogek szama nem valtozott. Belatjuk, hogy
minden négyesben van igy is haromszig. (Tehat minden négyesnek
legalabb egy hirmasa a kivalasztottak kozott szerepel.)) Nyilvan elég
ezt csak olyan négyesekre belatni, amelyekben P és Q szerepel, ugyanis
csak clyan haromszidgek keletkeztek vagy tiintek el, melyek P-t és Q-t
tartalmaztak. Vizsgaljunk tehat egy POAB négyest. Ha az A, B pontok
koziil az egyik, pl. A a harmadik osztalyban van, akkor a négyesbdl
a POA haromszdg szerepelni fog (ui. az AQ él szerepel). Ugyanigy
nem lesz iires a négyes, ha az 4, B pontok koziil az egyik az elsd, a masik
az eis6 vagy a masodik osztalyban van. Marad az az eset, amikor mind
a ketté a masodik osztalyban van. Ekkor viszont O-val egy osztalyba
esnek, igy mar a P elhagyasaval kapott grafban is szerepel az ABQ
haromszog. Ha s =0, 1, tgy nem jutunk 1j grafhoz, s =2 esetén azonban
igen.

F i i |
GG R = esecowca [} wap e gw eressoas i)
iy e, S R o) x-\.".‘l
TR e,
Egh :
Cﬂﬁ-fl'h I;";? {:g-p{lf‘;';’_f 'h.:] B - B - f_.:} Eﬁﬂﬂﬁ&; Q
22 ]
PR PR, P T Y GcePIaTE # Ty ea
-
=454 H=335+2
- if 3
Z.aora

Belatiuk, hogy az igy értelmezett £ graf valoban kilonbdzik H"-t6!
s=2-re. Itt is akkor mondunk egy pontot k-adfokinak, ha éppen k
szerepld haromszog szogpontja.

a) n = 3s+ 1. A P pont elhagvasaval keletkezd részgraf minden pontja
covenld fokszama. Legyen a kozos fokszam k. Ekkor P hozzivétele
utan az elsd osztaly pontjai k +2s— 1, a masodiké k45, a harmadiké
k+s—1 fokiak lesznek, mert 2s—1, 5, 5s—1 él fut ki belSliik. L"-ben
k+-2¢—2, k45, k-5 lesz a fokszam, P-€ azonban k425 —1 marad.
Ha s=2,k+25s—1 nagyobb k-+s-nél is, legalabb harom ilven foku
pontunk volt és csak egy maradt, vagyis a két graf valoban kiillonbozo.

b) n = 3s-+2. Most annak a H""! grafnak jeloljik A-val pontjai
fokszamat, melybSl egy pont elhagyasaval kapjuk H"-et. Ekkor az
egyes osztalyokban k—s, k—s, ill. k—25 pont lesz. Atrendezés utan
P fokszéma marad, a t&bbire k—s—1, k —s, k — 251 1 lesz a fokszam.
Ha s=2, H"-ben nincs k—2s+ 1 foku pont. lgy ekkor is kiilénbozo
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H" és L". Megiegyezziik, hogy a leszamolasnal is kihasznaltuk mar
lényegesen s=2 kikotést.

5. A H" graf fels6é becslést ad az extrém graf haromszogszamara,
amibdl csak

Miln) _ 4
S
3
-et emeljiik ki.
: : e M(n) & g
Most also becslést adunk erre.* Tudjuk, hogy ———~ monoton novo

n

)
sorozat, korlatos, tehat konvergens, igy ha elég nagy értékre ismerjik
az ¢rtékét, az egyre pontosabb becslést szolgaltat.

5
Tétel: M3(n) = 7 [;}, hacsak n=

M3@) =1, M3(5)=3, M3(6)=6, M3(T)=12, M3(8)=20,

M3 (9) = 30.
a) Ha n=4, a sejtés helyes, az extrém graf egyértelmii. Minthogy
| 3 ; ..
_;‘Lf;j’{n)‘-;ﬂ_f,ff’{n_i)t-”—{?--_, , igy n=>5re legalabb 5 Azaz 3 haromszog
SR

ceil. Ioy a sejtés ckkor pontos, M3 haromszdgeinek szama 3, és ez az
egvetlen 3 haromszdges, a kovetelményeket kielegito graf.

b) n==6. M3(5)=23-bol kovetkezik, hogy ha n=6, legaldbb 6
haromszog kell, tehat annyi, mint H¢-ben. Ez az elsd érték, melyre
nem trividlis, hogy a sejtett H® graf az egyetlen j6. Tegylk fel, hogy
K¢ is egy extrém graf. Ekkor semmilyen részgrafjaban sem lehet {ires
négvszdg. Ha egy pontot és az ezt tartalmazo haromszogeket elhagyjuk,
legaldbb 3 haromszdg marad. kell, hogy M3(5) =3 miatt minden pontja
lezfeliebb 3-adfok legyen. Mivel a fokszamaosszeg 18, és minden pont
legfeljebb 3-adfokq, igy kell, hogy pontosan harmadfok( legyen, Ha két
pontot hagyok el, marad legalabb egy hiromszOg, igy van a két pont-
hez, s innen barmely két ponthoz olvan a grafban szerepld haromszog,
amelyben mind a két pont szerepel. Nevezziik k-szoros élnek a pontpart,
ha a két ponthoz van k darab haromszog, melynek ezek pongai. Elozoek
szerint minden €l legalabb egyszeres. Tovabba minden pontbol 3 harom-
szdg indul ki. izy a pontbol kiinduld élek multiplicitdsdsszege 6, azaz
éppen egy ponthoz fut kétszeres él, a tobbihez legalabb egyszeres (minden

* Megemlitjiik, hogy Bollobds Béla egyik diakkori palyazatra irt cikkében
szintén alsd becslést adott erre, de a miénknél rosszabbat.
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ellegalabb egyszeres!) Ha két pont kozott kétszeres él fut, ez szimmetrikus
rajuk nézve, azaz igy két-két pontot rendeltiink egymashoz, 3 pontpart
kaptunk. Egy osztilyt éppen az ilyen mdédon egymashoz rendelt két-
két pont alkot.

Feltehetd, hogy az els6 élre tamaszkod6é haromszég harmadik
csucsa €ppen a masodik él pontja, ekkor a masodik élr6l kifutd két
haromszog egyike sem futhat az elsé €l felé, ha ui. futna, kénnyen 1at-
hato, hogy volna az el6bbivel kozos éle, tehat egy negyedik kétszeres él.
Igy a masodik ¢lrdl a harmadik €1 egy pontjahoz fut haromszég, errdl
az €lrol az elsére, onnan a masodikra: ez a ciklus éppen, s ezzel graf
egyertelmiiscgét bizonyitottuk, hiszen H° is ilven.

7
¢) Ha n=7, legalabb M;I(G)-E £ 4—5 azaz 1l haromszog kell.

Bebizonyitjuk, hogy ennyi nem elég. Ha 11 haromszog elég lenne, akkor
33 a fokszamszamosszeg, s nem lehet 6-odfokl pont, mert azt elhagyva
0 pontra csak 5 haromszog jutna. [gy vagy egy harmadfoki pont van
es a tobbi 5-0dfoku, vagy két 4-edfokt és a tobbi 5-6dfoka. Az elsé
esetben elhagyunk egy 5-0dfokd pontot, és az azt tartalmazé harom-
szogeket, ugy, hogy olyan haromszoget is hagyjunk el, mely a 3-ad-
fokat tartalmazza. Igy a 3-adfoka pont misodfoku lesz, a 6 pontra
ugyan 6 haromszdg jut, de nem minden pont harmadfoku, igy ismét
tartalmaz egy Ures négyest, s igy az eredeti graf is tartalmaz. Ha 2
negyedfoka van, s a t6bbi 5-6dfoku, tegyiik fel, hogy nincs benne iires
negyes. Ekkor akarmelyik 5-6dfokut is hagyjuk el, minden pont 3-ad-
fokiva kéne, hogy véljon. (Hisz csak tigy nem lenne a megmarad6 6
szégpont grafban iires négyes.) Igy egy negyedfoku és egy &todfoka
pont kozti €l egyszeres lehet csak, hisz killonben a negyedfoka pont 3-nal
kisebb fokava valna. Mivel egy negyedfokabd! 8 ¢l fut ki, 5 az 6téd-
fokaakhoz, tehat 3 a masik negyedfoktihoz (természetesen multiplicitas-
sall), azaz 3-szoros ¢l koti Gssze a két negyedfokit. Van olyan $todfoki,
melyhez nem fut errdl az élr6l hiromszdg. Azt elhagyva 6-ponti 6
haromszdgl részgrafhoz jutunk, melyben lesz hdromszoros él. tehat
nem lesz izomorf H°-tal, azaz lesz benne iires négyes, ami ellentmond
feltevésiinknek.

Ha tehat n=7, legalabb 12 haromszog kell.

Ha n=8, az 1, tétel miatt legalabb 19, 2, azaz 20, ha n =9, legalabb
30. Minthogy ezek az értékek €ppen megegyeznek a H7, H®, H? grafok
haromszogeinek szamaval, igy M7 =12, M3R) =20, M3(9)=30.
Ezt az eredményt az 1. kovetkezménnyel egybevetve, s figvelembe véve,

hogy (g] =56, adddik, hogy n=8 esetén

20 {n 5 [n
M3n) = %[3] = H(fi]
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Megjegyezzitk, hogy a H" haromszog-graf haromszogeinek

o H ——
szamat, H(n)-nel jelolve, a H(n) !(3] sorozat nem szigorian monoton,
1s— l-edik és 3s-edik tagja megegyezik.
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B 1041 r. Typan [okasas, 9T0 CyNICCTBYCT €IMHCTBEHHUH rpad ¢ (2]_Eu

pebpami  Takoif, wro Jiag Mo00r0 COBOKYMHOCTH H3 K €ro BEPUHIMH MOYKHU
paitty o kpaidmeil mepe ogHO pe@Gpo rpada CcoelMHAINIICE ABE M3 3ITHX BED-
v, ABTOpHI JAI0T ABA [0KA3ATEJLCTBA OTOH TEOPEMEI.

Tlasee, OHM HCCHCAYIOT Ccheaylomwyo 3sajauy Typama: O003HaYUM uCPES
ME™(n) HAUMEHBLICC YKCA0 COBOKYMHOCTEH M 27EMEHTOB, B3ATLIX H3 MHOMKE-
CTBA X1, X3, oo, Xn, COCTOSUIETO 13 # 9JIEMEHTOB TaK, 4T0 J00as COBOKYIHOCTE
Xigy Xigy eeey Xgo 1 DMEMCHTOB COJCPIKAT IO KpaHHeH mepe OHy COBOKYIHOCT M
JjleMenTOR HAwel cucremsl, Ecn m=2, TOraa Mel mony4iam npeipiyuiyio Teo-
pemy Typana. Ecnu m=2, Torga OnpeiencHue BEITTMHHBI M ny wanercs
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i
In 1941 Turdn proved that there is a unique graph of E]—»En edges so that eve-

ry k-tuple of its vertices spans at least one edge. The authors give two new proofs
for this theorem.

Further they investizate the following problem of Turdn: Denote by M{™{n)
the smallest number of m-tuples formed from » elements xi, -.-» Xu S0 that every
k=tuple x:, ...,x;, should contain at least one m-tuple of our system. If m=2 we

obtain Turdn’s theorem stated above, for m=2 the problem of determining M ()
reems very difficult. The authors show that

i
ME™ () [ }

it

is @ monotone increasing function of # and hence tends to a limit as n - <. Further
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