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Hol talalkoztunk?

Az egyetemen.
Az Analizis I tanszéken

Milyennek lattam Gyurit?

#® Nagyon okos, gyors, vilagosteji

#® Nagyon hatarozott, talan kedvesen kemény?

#® Nagyon kedves, nemcsak azért mert
mosolygos volt, hanem mert valoban kedves volt.
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Gyuri és a matematika: ''korai'' hatasok

#® Hajnal hatasa
® FErdos hatasa
® [Lovasz hatasa
— a térfogat kiszamithatatlansaga
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Gyuri és a matematika: az incidenciak

Fontos az alabbi Szemerédi-Trotter tétel incidenciakrol:

1. Teétel. (Szemerédi-Trotter) Létezik egy ¢ > (0 konstans,

melyre, akarhogy is adunk meg m pontot €s n egyenest, leg-
feljebb

en?3m?B3 + ¢(n +m)

incidencia lehet kozottiik.
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Altaldnositas: Pach-Sharir tétel

Legyen P egy n pontd halmaz, C m darab egyszeri gorbe,
ahol a gorbék szabadsagi foka & €s multiplicitas tipusuk s.
Ekkor a kozottiik fellépd incidenciaszam,

I(P,C) < c(s, k) (n?’%lmgz—:? +n + m)

ahol
® [ degrees of freedom = barmely £ ponton at legfeljebb s gorbe

€s
$» multiplicity type s
= barmely két gorbe legfeljebb s pontban metszi egymast.

Spencer-Szemerédi-Trotter |, | Pach-Sharir

9
)

Székely |.
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Hogyan kiillonboztessiik meg kombinatorikusan

az egységkoroket az egyenesektol?

(a) Hogyan tudjuk megkiilonboztetn1 az egységkoroket az
egyenesektOl kombinatorikusan?

(b) Lehet-e korok egy csaladjanak kb. annyi haromszoros
pontja, mint ugyanennyi egyenesnek?

— IGEN, mert ,,inverzidval” atvihetjiik az egyeneseket
korokbe

(¢c) De ha egységkorokre szoritkozunk? Lehet-e n
egységkornek kb olyan sok haromszoros pontok mint n
egyenesnek?
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Hogyan kulonboztessuk meg

az egys€gkoroket €s az egyeneseket, kombinatorikusan?

Kombinatorikusan = az incidencia matrix alapjan
= A metszet-tulajdonsagok alapjan.

Lehetséges-e, hogy abrainkrol csak hissziik, hogy
egyeneseket, egyenesszakaszokat latunk rajtuk, de azok
nagy fix sugaru korok, korivek?
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Tétel az egységkorokrol, Elekes-Sim-Szaboé

Van egy olyan 77 > 0 abszolut konstans, hogy

Ha rogzitiink 3 pontot a sikban: A, B, C'-t, és a 3 pont mind-

egyikén keresztiil n egységkort, akkor ezek legfeljebb cn® "
haromszoros pontot hataroznak meg.
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Az eredeti probléma

Kvadratikus metszetszam
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Harom gorbesereg

Egyenesek esetén lehet kvadratikus a 3-szoros
pontok szama is
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Harom korsereg

Tekintsiink 3 egységkor-sereget, 3
rogzitett ponton keresztiil.

Ezen az abran nem latunk (?) haromszoros pontokat, (kivéve
a 3 kiemelt pontot): a koroket véletlenszeriien valasztottuk

Kaphatunk-e > cn® haromszoros pontot?

NEM: csak < n*~" hdromszoros pontot kaphatunk.
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Van-e emogott egy altalanos tétel?

(a) Magasabb dimenzi6?

Keérdés: Igaz-e hogy:
Ha R%-ben vannak s dimenziés feliileteink, akkor a
t-szeres pontok valamilyen értelemben kevesen vannak?

Kell valamilyen Nem-elfajulasi teltétel:. ..

Szoritkozzunk R>*-beli gorbékre.

Gyakran az R?beli kérdés vetitéssel reduldlhatd by R>-re.
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A burkolo gorbe

Eredménylinkben centralis a
» gorbeseregek burkolé gorbéje.

N

N
. sbhi’\‘\\\&\\\\

\ /|

|-paraméteres gorbesereg
#® Impliciten, analitikusan parametrizalt
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A burkolo gorbe analitikus leirasa

A burkol6 gorbe bizonyos értelemben egy szingularitas:

F(x,y,t) =0. « analitikus parametrizacid

Fiy(x,y,t) = 0. « parcialis derivalt ¢t szerint

® Kikiiszobolve t-t, gyakran megkapjuk a burkol6 gorbét:
d(z,y) = 0.

® Problémak az analitikus agakkal
® LEgyszeriuség végett gondoljunk polinomokra vagy algebrai
fliiggvényekre.

Vigyazat: fuggvényekrol beszéliink, nem gorbékrél: Allitasaink fiigghet-

nek a paraméterezéstol!
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1. Példa: Korok Burkolo Gorbéje




Erint6 egyenesek Burkolé Gorbéje

L8
'

F— .

Ha egy elég sima gorbét tekintiink, az érintd egyenesel egy
gorbesereget alkothatnak, €s maga a gorbe lehet ezek burko-
10ja.
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Hibas! | A gorbék befedhetik a burkol6 gorbéjliket

A gorbesereg betakarhatja a Burkol6o Gorbét

e etuaaa,

A geometriai kép: Van egy 1-paraméteres gorbeseregiink,
amelyik befedi a sik egy részét a maradékot pedig nem.

Ekkor a hatarvonal a burkol6 gorbe.

illeszkedések — p. 21
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A gorbesereg betakarhatja a Burkolo Gorbét 11

Csusztassuk el y = 27 grafikonjat ¢-vel:

y = (z—1)%
Itt y = 0 a burkol6 gorbe.
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Analitikus alakban:

A gorbék F(xz,y,t) =0 Fy(x,y,t) =0
= (-t | (v —t) —y=0 3(x—t)+y=0
(x —)° + (y/3)** = 0

(y/3)** +y =0
Az z-tengely: y = 0 a burkol6 gorbe. . .
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Elfajult esetek

Egységkorok harom ponton at:

i'\
«//5:\\
VRN
NS
) \\"-

oS ,
"\? N
N

</,

Y,

N

Multiplicitas nélkiil szamolunk

Mellékesen, a piros kor végtelen sok 3-szoros pontot ad!
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Concurrency fiiggvény: a haromszoros pontokat irja le:

Tekintsiink a 3 paramaterezést €s oldjuk meg Oket: fejezziik ki a

paramétereket.
Fl(x7y7t)zo A :901(377:(/
F2($7y7u):() A = ¥2 ($7y

B(zyv)=0 < v—eOa( Y

Harom gorbe kozos pontjara:

U(t,u,v) =0 ie. Y(pi(z,y),p2(x,y),p3(x,y)) =0

Itt ©; (x, y) lehet sokérték fiiggvény. Ez sok technikai bonyodalomra
vezet, de ez a dolog 1ényegéhez tartozik.

Feltessziik, hogy ¥(., ., .) polinom.

\Ij a concurrency ﬁlggVény. Elekes Gyuri és az illeszkedések — p. 25



Altalanos Tétel (kissé 1j jelolések)

Feltételek: Legyenek I'(, 'y, '3 1-paraméteres gorbeseregek, implicite
parametrizaltak az Fy, F5, F3, fliggvényekkel, melyek analitikusak a

G; x T; tartomanyokon és folytonosak a cl(G; x T;)-n. Tegyiik fel, hogy a
concurrency tiiggvény, ¥ = W(ty,t9,t3) € Clty, 2, t3] polinom:

Hat := p;(x,y) az F;(x,y,t) = 0, egy analitikus aga, i = 1, 2, 3-ra, akkor

(1) V(p1(x,y), 02(2,y), p3(x,y)) =0

(1) I's-nak van egy parcialis burkolo gorbéje, £, amelyik nem
parcialis burkolo gorbéje a masik két gorbeseregnek;

(1)) E C G1NGyNcl(Gy); ésvanegy P € £, és annak egy U
kornyezete, melyekre 1’1 és 1’y befedi U -t.

(ii1) £ részivei nem részei valamelyik v € 'y U T's U I'5-nak.

7}1,F2,F3 (TL) — O(RQ_H),
alkalmas n = n(deg(F')) ésn > ng = no(deg(F))-re.

Konklazio:
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A geometriai feltételek

A geometrial feltétel az, hogy az egyik gorbeseregnek
van parcialis burkol6 gorbeje, €s a masik ketto ezt
transzverzalisan metszi: a harom érintd kiilonb6zo.
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A concurrency fiiggvény szerepe

Tekintsiink a racsot: (a, b, ¢) egész koordinatakkal.

® Asik: x +y + 2z = ¢ sok racspontot 1s tartalmazhat.

Transztformaljuk a racsot:

® (loga,logb,logc) ahol a, b, c egészek. ryz = const iff

log x + log y 4 log z = const: sok altalanositott racsponton megy at.

® [tt az Osszeget a logaritmussal transzformaltuk, de tetszoleges
mas fiiggvényt 1s hasznalhattunk volna.

® A lényeg: A megforditas is 1gaz: egy sima fiiggvény, ha sok
altalanositott racsponton megy at, nagyon specialis alaku.
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Elekes-Szabo tétel

Lazan!!!

Ha a |0, 1]-en megadunk 3 n-elemd halmazt, €s

tekintjiik ezek szorzatét: egy n° elemi 4ltaldnositott
racsot,

Ha van egy szép F'(u, v, w) fliggvényiink,
amelyik ezen n’ pontbdl sokan megy ét...

akkor

F(u,v,w) = p1(u) + p2(v) + p3(w)
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Elekes-Szabo: Black Box

Rogzitsiik d € Z*-t. Léteznek egy n = n(d) € (0,1), k = k(d)
és ng = no(d), hogy

ha V C C? 2-dimenziés < d foku algebrai feliilet, és végtelen sok n-re
létezik T, Ty, Ty C C gy, hogy |1T1| = |T5| = |13 = n és

|V M (T1 X TQ X Tg)’ Z n2_";

akkor vagy V' "hengeres", vagy van egy P € V' pont és egy U kornyezete,
ahol a feliilet linearizalhato: atirhato

r+y+t=20

alakba nemlinedris transzformacioval (!?).

Persze, itt tobb magyarazat kéne ...pl. arejtdozkodo csoportokrol
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Az egységkorok és egyenesek megkiilonboztetése

Létezik egy n € (0, 1) abszolut konstans, és egy ng melyekre:

Ha (a1, b1), (as, b2), (as, b3) harom kiilonb6z6 pont a sikban és 'y, I's, I's
harom egységkor-sereg, ahol ¢ < 3, a I';-beli korok atmennek (a;, b;)-n.
Ekkor

Tr, 15 (n) = O(n*7"),

n > ng esetén.
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A bizonyitas lényege:

#® Ha sok 3-szoros metszéspont van, akkor
alkalmazhatjuk az Elekes-Szabo Endre tételt:
A paramétereket a 3-szoros metszéspontokban
kifejezziik az egyenletekbOl.
Kapunk egy

(I)(tlv t27 t3) — O

polinomot, amelyik nagyon specialis alaku:

p1(z,y) + p2(x,y) + @3(x,y) =0

€s ez a sik bizonyos pontjaiban ellentmondasra vezet:
Ezek koziil kettd analitikus, de a harmadiknak 1gazi
szingularitasa van.
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Tobbértéku fuggvények, agak

...Ez baj !!!
...Bajez?
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Historical remarks and examples

Earlier results for straight lines

Studying the incidence structures of points and straight lines (more
generally, of points and certain curves) has been one of the fundamental

tasks of Combinatorial Geometry for long.

140 years ago Sylvester: famous ,,Orchard Problem” which, in a dual
form, asks for arranging n straight lines in the Euclidean plane so that
the number of triple points be maximized. Sylvester showed that if £
is the family of all straight lines then 7;(n) = n*/6 + O(n).

Later on Burr, Griunbaum and Sloan slightly improved his lower
bound.
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Earlier results on unit circles

An ,,orchard-like” problem was posed by Erdos:

arrange 7 unit circles in the Euclidean plane so that the number of

triple points be maximized.

Denoting the family of all unit circles by U/, an upper for the above
problem by 7;,(n). Now 73;(n) < n(n — 1) is obvious (since, as before,
already the number of pairwise intersections obeys this bound). Also, a
lower bound of 7;,(n) > cn®? was proved by Elekes. The gap between
these two estimates 1s still wide open.
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Egységkorok és egységtavolsagok

Az egységkorok specialis szerepet jatszanak a Kombinatorikus
Geometridban.

Itt az egyik legérdekesebb probléma:

Erdos Sejtés. Minden € > 0-ra van egy ng, melyre, han > ny,
akkor n pont kozott az R?-ben legfeljebb n'*¢ egységtavolsdg
lehet.

Az egységkorokre vonatkozo bizonyos allitasok ezzel
ekvivalensek.
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Gyuri a Rényi Intézetben
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Gyuri és Panni

|
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Gyuri az erdon C
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Gyuri és Panni
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