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Két bizonyitdst ismertetiink Feuerbach fenti tételére.

Jelolések. Az ABC csticst hdromszog harom oldaldnak hosszat jelolje a, b és ¢ a szokdsos
modon. Jelolje K a koriilirt kort, kézéppontja O, sugara r, jelolje B a beirt kort, kézéppontja
Q, sugara o, és legyen a hiromszog teriilete t, félkeriilete s, silypontja S, magassigpontja
M, az oldalak felez6pontjai H,, Hy, és H.. A Heron formula kifejezi a hadromszog teriiletét az
oldalhosszakkal, ¢ = 1/s(s — a)(s — b)(s — c). Tovabbi teriiletképletek: ps =t = absiny =
abe/(4r). Ezekbdl, és a Heron képlet kifejtésébdl kapjuk, hogy

abc
o= 2 1
re at+b+c (1)
o - Gmal-b6-0
s
_ —a® = b — & — 2abc + ab® + ac® + ba® + bc? + ca® + cb? @)
B 4(a+b+c)

A Feuerbach kor. Jelolje F az oldalfelezd pontokon dtmend kort. Mivel a H,HyH,
héromszoget az ABC-b6l az S centrumii és —1/2 ardny kicsinyitéssel kaphatjuk, az F sugara
r/2 és centruma, F', rajta van a haromszog Fuler egyenesén: F az OM szakasz felez6pontja,
S harmadolja OM-et es OF-et. Euler (1707-1783) is tudta, hogy F Atmegy a magassigok
talpponjain és az M-et a csicsokkal Osszekotd szakaszok felezOpontjain. Ami miatt F-et
mégis Feuerbach kornek hivjuk az a kévetkez6 szép tétel:

Tétel 1. F érinti a beirt kort és a hozzdirt koroket.

Feuerbach (1800-1834) 1822-ben doktori disszerticiéjdban a korok kozéppontjainak
tdvolsagit szémolta ki. Megmutatta, hogy |FQ| = |37 — p|. Mivel a hdromszog minden
adata kifejezhetd a, b, c-vel, ha mésképp nem legaldbb implicit médon egy egyenlet(rendszer)
gyokeként, ez a szamolas elvileg elvégezhet6. Ha az ABC pontokat egy koordindtarendszer
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(0,0), (1,0) és (z,y) pontjaiba tessziik, akkor csak 2 paraméterrel kell szimolnunk. Azonban
az egymasra épilé mennyiségek kiszamitisa egyre magasabb foku egyenlethez vezethetnek
amit egyre nehezebb kezelni. Ezért az 1. Tétel legtobb bizonyitdsa vektorokat hasznil. Az
alabb ismertetett szdmolas relativ rovidségével tiinik ki. A gondolatmenet 1ényegesebb eleme-
it (2. Lemma) t6bb mint 30 évvel ezel6tt Reiman Istvan feladatmegold6 szakkorén tanultam
és elolvashaté Reiman Istvdn: Geometria és hatérteriiletei c. kényvében (Gondolat Kiadd,
Budapest, 1986).

Kényelmesebb a tavolsadgok négyzeteinek meghatirozasa, elkeriilhet6 a gyokvonds, csupan
raciondlis tortfiiggvények jonnek eld. Az (1)-b8l és (2)-bdl maris ismerjitk az (3r — )2 =
1r? — ro+ o? utolsé két tagjat a,b, c-vel kifejezve. Az aldbbiakban az |FQ|? kiszdmitdsakor
csupan a, b, c és r szerepel.

Vektorok. Sokat egyszeriisithet a koordindtarendszer centrumdnak szerencsés megvdlasz-
tasa. Esetiinkben jelolje az O pontbdl az X-be vezetd vektort X. Ekkor [A| = |B| = |C| =T
Bérmely centrum esetén S = %(A + B + C). Mivel a helyvektorok kezdépontja O és az O,
S, M és F pontok az Euler egyenesen vannak kapjuk, hogy M =3S = A 4+ B + C és

1
F:§(A+B+C). (3)
Lemma 2. A+ BB+ cC
a c
= 4
Q a+b+ec (4)

Bizonyitds: Jelolje P a (4) jobboldaldn 4116 tortet. Beldtjuk, hogy rajta van a szogfelez8kon.
A C— A vektor hossza b igy az %(C —A) egy A-bdl C felé mutat6 egységvektor. Hasonloképp
%(B — A) egy B-felé mutaté egységvektor. E kettd Osszege, azaz (bB + cC — (b+c)A)/be, az
A-bdl induld szogfelezén van. A szigfelez6 egyenes barmely pontjat megkaphatjuk mint ezen
Osszeg egy skaldrszorosit az A-hoz adva. A tortektdl megszabadulva kapjuk az A-n dtmend
bels6 szogfelezd paraméteres vektoregyenletét:

fa(z) =A+z(bB+cC— (b+c)A)

Ha z végigfut a valds szdmokon az f4(x) vektorok a szogfelezd pontjait adjdk. Az eredmény
ismeretében konnyti az ellendrzés, az f4(z) alkotta egyenest két pontja meghatarozza: z =0
az A csicspontot adja, x = 1/(b + ¢) a BC szakasz azon pontjit amely azt c¢ : b ardnyban
osztja, azaz a szogfelezd talppontjat. Az x = 1/(a + b+ ¢) értéket vilasztva latjuk, hogy P
rajta van a szogfelez6n. P rajta van a tobbi szogfelezén is, igy sziikségképpen P = Q. O

A legegyszeriibb vektortulajdonsdgokon kiviil (6sszeadds kommutativitdsa, linedris kom-
bindcié) sziikségiink lesz a skaldr szorzat fogalméra. Mivel egy vektor énmagdval vett
szorzata a hossz négyzete, egy tetsz6leges | XY| tdvolsdg, illetve a négyzete, igy szdmolhaté:
IXY]? = X - Y2 = X2+ Y? - 2XY. A skaldr szorzat kommutativitdsdn és bi-
zonyos asszociativitasan kiviil csak az AB, AC és BC szorzatok értéket hasznaljuk. Mivel
2 =|B - A|? =|B|? + |A?| — 2AB = 2r2 — 2AB kapjuk, hogy

L,

1 1
ABZ’]"2—§C2, AC:TZ—EbQ, BCZTQ_ga' (5)
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A bizonyitas. Sziamoljuk ki a két kozéppont F és Q) tavolsigat.

o o [aA+bB+cC\?
Q" =1ql _< a+b+c
1

@rorar
1

B (a+b+c)? (ar? 4+ b°r? + *r? + 2abr® — abc® + 2acr® — ach® + 2ber? — bea?)

a C

9 abc

"G +b+c
Ebbdl (1) adja Euler tételét, hogy

a’?A? + b’B? + ¢?C? + 2abAB + 2acAC + 2bcBC) =

Q> =1 —2rg (7)

és ebbél 11 > p.

1
F? = |F*= 1
1

= 3 (9r2 a2 p?_ 62) (8)

(A+B+C)>=-(3r" + 2AB + 2AC + 2BC)

] =

aA +bB + cC
a+b+ec

1
= ——— (aA? +bB?*+¢cC* + (a + b))AB + (a + ¢c)AC + (b + ¢)BC) =
a+b+c

= Pt ((a +b)(r? — %3) +(a+o)(r? - %bz) + b+ - %cﬂ))

2FQ = (A+B+C)

= 3r? (ac® + bc?® + ab® + cb* + ba® + ca®) 9)

" 2(a+b+o)
A (6), (8) képletek Gsszegébél vonjuk le a (9)-t.

[F - Q" =F?+ Q" - 2FQ
1T2 N —4abc — (a + b+ c)(a? + b2 + c2) + 2(ac? + bc? + ab? + cb? + ba? + ca?)

4 4(a+b+c)

1, 2abc N —a® — b — 3 — 2abc + ab® + ac® + ba® + bc? + ca® + cb?
_= —-r- —

4 4la+b+c) 4a+b+c)

Ebbél az (1) és a (2) felhasznaldsdval adédik, hogy

2_12 2 1 2
[F-Q"=7r"—ro+e"=|5r—¢) -

Tehat az F'() szakasz hossza %7‘ — o és igy az F kozépponti %r sugaru kor (a Feuerbach kor)

és a @ kozépponti g sugaru korok belilrdl érintik egymadst. O
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Zar6 megjegyzések.
1. Lassuk be, hogy az a oldalhoz hozzairt kor kozeppontjaba mutatd vektor

—aA + bB + cC
—a+b+c

Qa:

2. Készitsiink a fentiekhez hasonlé bizonyitdst arra, hogy a beirt kor kivilrdl érinti a
hozzairt koroket!

3. Poncelet (1788-1867) tétele szerint ha egy k oldald Ai,..., A, poligon csicsai egy
K koron vannak és egyidejiileg oldalai egy B kort érintenek akkor a K tetszdleges X = X,
pontjabdl kiindulva a B-hez érint6ét hizva és igy a K-bdl a kovetkezd, Xo pontot nyerve, majd
ezen eljarast folytatva a k-adik 1épés utan a kapott torottvonal zarodik, Xy = X;.

Az Euler formuldra (7) tdmaszkodva, lassuk be Poncelet tételét a k = 3 esetre!

4. A 2. Lemméhoz hasonlé tétel (lényegében ugyanolyan egyszerii bizonyitdssal) min-
den dimenzidban igaz, pl. ha A, Ao, A3, Ay egy tetraéder csicsai, és A1, Ao, Az, Ay a
koréirt gomb kozéppontjabdél odamutatd helyvektorok, és Q a beirt gomb kozéppontjaba,
@-ba mutatd helyvektor akkor

Z t;
Q: 7Az’,
15i§4t1+...+t4

ahol t; az A;-vel szemkozti lap teriilete.

5. A (8) egyenletet hasznilva bizonyitsuk, hogy sin? a + sin? B + sin? v = 2 akkor és csak
akkor ha a hiromszog derékszogi!

6. Igazoljuk, hogy az F Feuerbach kor érinti az ABM, ACM es BCM haromszogek beirt
és hozzairt koreit is. (Ez tovabbi 12 kor!)

Bizonyitas inverzidval.

Ismertetjiik a Feuerbach tétel legegyszeriibb bizonyitdsat, amelyet egymastdl fliggetleniil
M’Clelland (1891) és Lachlan (1893) taldlt és amelyet a legtobb tankonyv atvett (pl. D.
Pedoe: Circles, MAA publication, 1957, 1979, 1995). A {6 gondolat (a Lemma 3) aldbbi
bizonyitasa 1j, a szokasosnal valamelyest egyszeriibb.

Jelolje Ay az a oldalon a B beirt kor érintési pontjat, jelolje A; az a oldalhoz hozzairt ‘H
kor érintési pontjit, és jelolje f e két kor kozos szimmetriatengelyét, az A ponton dtmend
belsé szogfelezét. E két kornek 4 kozos érintdje van, az £, £y, . oldalegyenesek, és egy
negyedik £/ egyenes amely az £, tukorképe f-re. Legyen B’ és C' a B és C csticsok f-re
vonatkozé tiikorképei, B', C' € £,.

Mivel |CAg| = s—c és |BA1| = s—caz AgA; szakasz felez6pontja H, és hossza |a —2(s —
c)| = |c — b|. Tegyik fel, hogy b # c és jelolje i az AgA; dtméréjii korre vonatkozé inverzidt.
Ekkor Z(Ao) = A(), Z(Al) = Al, z(éa) = éa.

Lemma 3. i(B) =B, i(H) =H ési(l.) = F.
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Bizonyitds. Az inverzié megtartja az érintkezést, igy i(B) érinti i(£4,)-t az i(Ag) pontban.
Kapjuk, hogy B képe 6nmaga. Hasonléképp adddik, hogy i(H) = H.

Azt kell még bizonyitanunk, hogy i(F) = £,. Mivel F tartalmazza az inverzié centrumait,
H,-t, igy képe egy egyenes. Belatjuk, hogy Hy és H. képei az £, egyenesre keriilnek. Tekintsiik
Hy-t, a H, esete analég. Legyen X a H,H,, és £, egyenesek metszéspontja. A B'AC" és B'Hy X
haromszogek hasonldsiga adja, hogy

|HyB'|

B~ AR _ e~ b/2
|AB'| '

= |AC!

= |AC"

Ha itt ¢ — b/2 negativ, akkor X a [HyH,| szakaszon kivil van. Kapjuk, hogy |HyX| < ¢/2 és
igy X a [H,Hp) félegyenesre kerul. Tovabba

C

c c—b/2 1
H X ol = VLI~ 1X]) = £ (5 =522 ) = Se -2

2 c

Tehat i(Hp) = X igy i(Hp) € 2. O
Végiil, mivel az £, a B és H kozos érintdje, igy F kozos érintd (kore) ezen korok képének.
Mivel H helyett méas hozzdirt kor is dllhat, igy F mind a négy érint6 kort érinti.

Appendix, az inverzié néhdny tulajdonsiaga

Az O kozéppontu r sugart korre vonatkozé ¢ inverzié a sik O-n kiviili pontjainak egy bi-
jekcidja, oly médon, hogy a P pont képe rajta van az O-bdl indulé P-n 4tmené félegyenesen,
és |OP| x |Oi(P)| = r%. Ez egy involicié, azaz i(i(P)) = P.
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— Egy O-n dtmend £ egyenes képe 6nmaga (pontosabban i(¢\ {O}) = £\ {O}.)

— Ha O ¢ ¢ akkor képe egy O-n dtmend kor.

— Egy O-t tartalmazé kor képe egy a centrumot elkeriild egyenes.

— Egy O-t elkeriil6 kor képe egy masik kor, kézos hasonlésagpontjuk O.

— Az inverzié megtartja az érintést, érinté egyenesek és korok képe érintik egymdst.
(Val6jdban tobb igaz, az inverzi6 szogtarto).



