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E dolgozat a Komjath Péter tiszteletére tartott Akadémiai eladas kibé-
vitett valtozata. Céliink néhany fontos és nehéz kombinatorikai probléma
kozott 0j kapcsolatokra ramutatni. A kovetkezs témakat emlitjiik:

— Hogyan fiigg egy graf kromatikus szama, y(G), a lokalis kromatikus
szamtol és a ténylegesen hasznalt szinek szamatol.

— Kever6 permutéaciok és részben rendezett halmazok Dushnik-Miller
dimenzidja.

— Grafok gyors szinezése parhuzamos processzorokkal.

— A Kneser graf, K(n, k), Praga dimenzioja.

1. A LOKALIS (m,r) SZINEZES

Egy G graf f szinezését, f : V(G) — [n], lokalis (n,r)-szinezésnek
hivjuk ha egyfeldl egy jo szinezés n szinnel, masfel§l minden pont kérnyezete
legfeljebb r szint kap. Azaz, ha xy € E(G) egy él, akkor f(x) # f(y), és
|f(N(z))] <r,ahol N(z) :={y: zy € E(G)} az x szomszédainak halmaza.

Erdss kérdezte, hogy milyen Osszefiiggés lehet egy graf kromatikus sza-
ma, X(G), a lokalis kromatikus szam és a ténylegesen hasznélt szinek szama
kozott. Nyilvan x(G) < n. Jelolje C'(n,r) az (n,r)-szinezhetd grafok maxi-
malis kromatikus szamat. Ha r = 1 akkor a graf nem tartalmazhat péaratlan
kort, igy x(G) = 2 azaz C(n,1) = 2.

Egy fontos példa az Erdés és Hajnal [3] altal sokat vizsgalt shift graf,
S3(n). Ennek csucsai az [n] := {1,2,3,...,n} haromelemi sorbarendezett
részhalmazai, V = {(a,b,¢) : 1 < a < b < ¢ < n}. Két csucs (a,b,c) és
(x,y, z) kozott megy él ha b = x es ¢ = y, azaz (x1, 9, x3) Osszekotott az
(w9, x3,x4)-gvel. Mint ismeretes, e graf kromatikus szama (1+0(1)) loglogn.
Az f((a,b,c)) = b fiiggvény egy természetesen adodo (n, 2) szinezés. E példa
mutatja, hogy C(n,2) > (1 + o(1)) loglogn.
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Erdss és Komjath bizonyitottak, hogy a fenti becslés aszimptotikusan
optimalis.
C(n,2) = (1+o0(1))loglogn.

Ez az eredmény megnyitotta a lokalis kromatikus szam pontosabb leirasadhoz
vezetd vizsgalatokat amelyeket roviden Osszefoglalunk a kévetkezo fejezetben.

2. A NAGY SZINEZO MATRIX

Hajnal Andras és Komjath Péter egy univerzalis graf probléméara redu-
kalta a C(n,r) meghatarozasat. Definidljuk az U(n,r) = (V| E) grafot a
kovetkezoképp

Vi={(a,A):1<a<na¢AACq]|A <r}
E :={(a, A) 0Osszekotott (8, B)—vel haa € B és € A}

Ekkor
C(n,r) =x(U(n,r)). (1)

Ez 4tfogalmazhato a kovetkezd méatrix alakban. A nagy szinez6 matrix
M.(n,r) egy n X n matrix melynek elemei a [c] részhalmazai a kovetkez
feltétellel. Barmely 1 < < ... <1, < ... <1, <n esetén

[ﬂ{Aiu,iu 0<u< a}} \ [U{Aia,iv ca<v<r}| #0. (2)

Ekkor (Id. Erdés et al. [2]|) létezik nagy szinez$ méatrix akkor és csak akkor
ha C(n,r) <ec.

E matrix alkalmazhato egy tetszéleges (n,r)-szinezett graf, speciélisan
az univerzalis graf U(n,r), c szinnel valé atszinezésére. Nevezetesen, (o, A)
szine a (2) definiciéban emlitett nemiires halmaz barmelyik eleme lehet.

E két Osszefiiggés, és az extremélis halmazrendszerek elméletének segit-
ségével egy egész sor egyenlGtlenséget és aszimptotikat sikeriilt bizonyitani,

pl.

C(n,r) <r2"loglogn. (3)
min{}1 logn, 2" ?(loglogn — 1)} < C(n,7). (4)

Ha logn < r < y/n akkor
C(n,r) < 8r*logn. (5)



Tovabbé az r > /n savban pontos formulat sikeriilt talalni.

3. KEVERO PERMUTACIOK ES DIMENZIO

A m,...,mqg €Sym, permutaciokat r + 1-keverének nevezziik, ha béar-
mely 7 elemt A C [n] részhalmazra és barmely = € [n]\ A elemre van kozottiik
olyan ; permutaci6 amelyben x megel6zi A Gsszes elemét. Legyen d(n,r) a
minimalis d amire ez lehetséges. Mivel d < n, a d(n,r) jol definialt. Nyilvan
d(n,1) =2 (ha n > 2).

Hajnal és Spencer [13] meghatarozték d(n,r) nagysagat, nevezetesen

log, logyn < d(n,r) < (1+ 0(1))3r2" loglogn, (6)

har > 2 fix és n — oo.

Egy részben rendezett halmaz (‘poset’) P dimenzi6ja, dim(P), az a mi-
nimalis d amelyre P rendezéstarté modon bedgyazhato az Euklideszi térbe,
R%be. Mas széval, a minimalis olyan d amelyre létezik d darab lineéris kiter-
jesztése P-nek, mq, ..., my, amely minden x,y € P, x £ y part megfordit, azaz
valamely i-re x <; y. E dimenziorol tovabbi fogalmak, definiciok taldlhatoak
a [15] monografidban.

Trotter észrevette, hogy a Hajnal és Spencer altal fent vizsgélt probléma
equivalens a Boole halo els6 és r-edik szintje altal alkotott poset dimenzidja-
val,

d(n,r) = dim(B,(1,r)).

Igy d(n,r)-re alkalmazhatoak mindazon tjabb becslések, melyek elsésorban
Kierstead, Brightwell, Talysheva, Kostochka, Hurlbert, Trotter és masok ne-
véhez kapcsolhatoak. Lasd pl. Fiiredi és Kahn

d(n,r) < (r+1)*logn.
Egy fontos attekintés (és lényeges 1j eredményeket is tartalmaz) Kierstead 8|
cikke.
Tétel C(n,r) <d(n,r).

Ezen észrevétel tulajdonképpen nyilvanvald, de mindenesetre egy 1j rel-
acié a sokat vizsgalt poset dimenzi6 és a lokalis kromatikus szam probléma
kozott. Bizonyitasahoz szinezhetjiik az U(n, ) univerzalis graf (o, A) pontjat
azon ¢ szinnel, 1 <7 < d, amelyre a keverd permutaciérendszerben o <; A.

4. EGY ALKALMAZAS: PARHUZAMOS PROCESSZOROK



A parhuzamos processzorokkal vald szamitas hatarait vizsgalva N. Lini-
al [10] a kovetkezd modelt definialta. Tegyiik fel, hogy egy n cstcst G graf
minden csticsdban van egy végtelen kapacitasi processzor, amely azonban
csak a szomszédos processzorokkal tud kommunikalni. Belatta, hogy ez a lo-
kalitasi korlatozas egy olyan globalis paramétert mint pl. a kromatikus szam
csak meglehetGsen nagy szamu iteracié utan tud jol approximélni.

A kiindulasi allapotban az i-edik cstcs érteke 7. Linial megmutatta, hogy
az i-edik processzor barmilyen algoritmusa esetén is legalabb O(loglog n) szin
sziikséges ahhoz, hogy egy A maximalis foku grafot lokalisan szinezhessiik és
azutan ezen szinezést O(log™®) iteracioval ily modon a grafot A? szinnel szi-
nezhessiik. Természetesen a szokésos szekvencialis algoritmus O(n) lépésben
ad egy jo A+ 1 szinezést. Masfel6l meg is adott egy O(A%logn) lokélis szint
hasznalo eljarast. Ezen eljarasokat Szegedy és Vishwanathan [14] élesitet-
ték egy olyan lokélis szinezést definialva amely csak O(A22 loglogn) szint
hasznal.

Természetesen a nagy szinezd matrixot hasznalva a fenti szinezés 1étezése
nyilvanvalo, és a |2| eredmények az algoritmust annyira gyorsitjak amennyira
az ebben a modellben csak lehetséges. Az algoritmus implementalasaban
hasznosnak tiinik a szinez6 matrix helyett a kever6 permutaciok alkalmazésa.

A targykorben tovabbi eredményekért 1d. pl. [1, 7].

5. EGY TOVABBI ALKALMAZAS: GRAFOK PRAGA DIMENZIOJA

A Kneser graf K(n,k) csticshalmaza az [n] k-elemi részhalmazai ahol
két csucs Gssze van kotve ha a megfelel§ részhalmazok diszjunktak. A (3, Ey)
és (Vy, By) grafok szorzata egy olyan graf melynek csticshalmaza a Des-
cartes szorzat V; x Va és a szorzatgraf két csicsa (vy,v9) és (wy, we) 6ssze van
kétve ha (v, wq) Gssze van kdtve Gi-ben és (vq, wo) Gssze van kétve Ga-ben.
Tehat a v; és w; csucsoknak kiilonbozniiik kell. A G graf Praga dimen-
zidja (méas szoval szorzat dimenzidja), dimp(G), az a minimalis d amelyre
a G beagyazhato indukalt részgrafként d darab teljes graf szorzataba. Més
formaban az a minimalis d melyre a GG graf csicsai oly moédon reprezentélha-
toak a d dimenzios valos tér kiilonb6z§ vektoraival, hogy az x-et reprezentalo
v(z) = (vi(x),...,ve(x)) vektorra az igaz, hogy az (x,y) akkor és csak akkor
él ha v;(z) # v;(y) minden koordinatdban 1 < i < d. Ismét egy méas formé-
ban az a legkisebb d amelyre taldlhato a G-nek @1, ..., @4 joszinezései (nem
feltétleniil minimalis szami szinnel) oly modon, hogy minden két csics meg-
kiilénboztethets legyen és minden (a,b) parra melyek nincsenek Gsszekotve

legyen egy olyan i melyre ¢;(a) = ¢;(b).
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A Praga dimenziot NeSetril, Pultr és mas cseh matematikusok vezettek
be. Poljak, Pultr és Rédl belattak, hogy

log, logy(n/(k — 1)) < dimp(K(n, k)) < Cy[log,[logy n]] (7)

ahol Cy < (k — 1)%k. Kés6bb (elegendSen nagy n-re) belattak, hogy Cj <
(81/64)k*/Ink, 1d. [12]|. Legutobb Korner (1d. [9]) mutatta meg, hogy Cy <
(k/2) + o(1) ha n — oo, amelyrél azt sejtik, hogy mar a lehetd legjobb.
Az n = 2k esetet pontosan meghatarozta Lovasz, NeSetfil és Pultr [11].
To6bbek kézott megmutattak, hogy d (nemtrivilis) teljes graf szorzata valoban
d. Ennek kovetkezménye, hogy dimp(K (2k, k)) = [log, (%fﬂ = 2k—0(log k).
A fenti bizonyitasok meglehetGsen bonyolultak. Azonban az [5] kovetkezd
eredménye azonnal megadja a dimp (K (n, k)) korrekt nagysagrendjét.

dimp (K (n,k)) < d(n,2k —2).

Bar ezen eredmény nem javitja a Korner féle felsG becslést, s6t Ci-ra megle-
hetdsen gyenge korlatot ad, abban az esetben amikor k gyengén tart végtelen
hez, akkor a Kierstead féle becslések egy sor 0j felsé becslésre vezetnek. Pél-
daul, dimp (K (n,logn)) = O(log® n/loglogn).
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