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MINIMALIS RELACIOS ADATBAZISOK

FUREDI ZOLTAN
Budapest

Jelslje # az n-elemii halmaz dsszes k-elemii részhalmazanak rendszerét. Legyen M egy olyan
matrix, amely Z-t indukdlja minimélis kulcsrendszerként. DEMETROVICS és KaToNA [7] belattak,

hogy ekkor az M sorainak minimalis szima s(F")= VZ(}:_ 1) és, hogy ez a becslés pontos a k=1
és 2 esetben. Ismeretes, hogy s(Z5)=n-+0(1) (1. [9]).

E dolgozat célja, hogy alkalmas M mdtrix megadasiaval megmutassa, hogy altaldban is rog-
zitett k& mellett

S(FD) = O (=D,

1. Alapfogalmak

Az itt kovetkezd relacios adatbazis modellt Copp [4], ARMSTRONG [l] és
DemeTROVICS [3] dolgoztak ki. Egy Osszefoglalé dolgozatot 1. pl. DEMETROVICS—
Kartona [7] vagy (magyar nyelven) Bfikfissy—DeMETROVICS—GYEPESI [3]. Itt csak
a legsziikségesebb definicidkra szoritkozunk.

Jeldljon M egy nXm-es matrixot (adatbazist). Az oszlopok halmazat X-szel,
a sorokét V-vel fogjuk jeldlni. (|X|=n, [V|=m). Egy »CX részhalmazt kulcs-
nak neveziink, ha a x oszlopai 4ltal alkotott részmatrix minden sora kiilonbozd.
A » kulcs minimdlis, ha nem tartalmaz tovabbi kulesot (x"<x, x"=x, »" kulcs).
Az M iltal induk4lt minim4lis kulcsok rendszerét J# (M)-mel, vagy roviden #-val
jeldljiik. Nyilvan 2-ban nem létezik két egymdst tartalmazé halmaz, mds néven
A egy Sperner-rendszer.

1.1. ALLiTAs (L pl. [2)). TetszSleges F Sperner-rendszerhez 1étezik olyan matrix,
amely indukdlja. (Azaz IM, melyre F=4(M).)

1.2. KOVETKEZMENY. n oszlop esetén a minimalis kulcsok maximélis szima
n
e 1)
2

Legyen F tetszOleges Sperter-rendszer n ponton. Az 1.1. allitas szerint léte-
zik olyan M matrix, amely indukélja. Természetesen felvet6dd kérdés, hogy mennyi
ennek minimalis sorszama. Legyen

$(F) = min{m: F = A (M), MnXm-es matrix}.

Vagyis s azt a minimalis sorszamot jelsli, ahany sorii mdtrixszal % indukélhaté.

2. Minimilis induk4lé adatbazisok
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Jelolje A% X azon maximalis részhalmazait, melyek nem kulcsok. Azaz
AF={GCX:G nem kulcs, de YGEG' CX esetén G’ kulcs}. Az F és AF
halmazrendszerek egyértelmilen meghatirozzdk egymast.

2.1. AvvritAs (1. pl. [2], (S(f)]if}A?Ié‘s(F)— ]
A Sperner-tétel és a 2.1. éllitds kovetkezménye a kovetkezo allitds.

2.2. ALLitAs. Ha F egy Sperner-rendszer n ponton, akkor

n
S(F) = B‘] ik

A kovetkezd eredmény, melyet bizonyitas nélkiil kozliink, alsé becslést ad a lehet-
séges maximalis s(F) értékre (DEMETROVICS—GYEPESI [6]):

2.3. Térer. Létezik olyan & Sperner-rendszer n ponton; melyre

n

)

3. Uniform rendszereket indukalé adatbazisok

A 2.3. tétel bizonyitdsa (1. még [3] és [7]) nem konstruktiv. A konkrét konstruk-
ci6k keresése vezethet az uniform rendszerek vizsgalatdhoz. Jelolje F az n-elemii
alaphalmaz Osszes k-elemii részhalmazabol 4ll6  halmazrendszert. Nyilvin
AFr=97 4, igy a 2.1. allitasbol kapjuk, hogy

OVETKEZME n m=[ 1
3.1. KOVETKEZMENY. V2 [k* l]{s(gf'k Y= [k— 1] +1.
DEeMETROVICS ¢s KATONA [7] meghatdroztak s(F) értékét, ha k=1,2, n—1,n.

3.2. TETEL. s(Ff)=2, s(FH=(1+V8n+1)[2] és
s(FH=mn, s(F"=n+l.

Tovabba bebizonyitottak, hogy

(3.1 n = s(F) = 0(n3/?).
A felsG becsiés a nyilvanvalo
(3.2 S(F) = s(FD+s(FAD

Osszefiiggésbdl adodik.
Legutébb feloldhaté blokkrendszerek segitségével sikeriilt bizonyitani sejté-

siiket, miszerint s(F)=n+0(1).
3.3. TETeL (L. [8]). n=s(FFH)=n+8.
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4. Eredmények

A fent emlitett eredmények koziil azokra koncentralunk, melyekben a kulcsok
nagysdga rogzitett. A 3.2. és a 3.3. tétel azt mutatja, hogy a 3.1. kovetkezmény alsé
becslése adja s(F") pontos nagysdgrendjét (legaldbbis a k=1, 2 és 3 esetekben).
E dolgozat célja, hogy alkalmas M matrix megaddséval bizonyitsa, hogy ez minden
k-ra igy van, azaz

4.1. TéteL. Ha n=k=1 egészek, akkor s(Fp)<=n*—1/2.2k

Felmeriilhet 2.3 tétellel analég kérdés a k-uniform kulesrendszerek esetén is.
% —2 Lni(2k—2)}/2

k—1 ] )

Jelolje fi(n)=max {s(F):F cF"}. Konnyii ellendrizni, hogy fi(n)=2. A fenti
tétel adja, hogy fi(n)=2"% Kissé talan megleps, hogy egy egyszerii konstrukcié is
csak ilyen sok sorral imprikalhaté. Ezzel kapcsolatos a kovetkez6 probléma:

4.2. TéteL. (1. [8]). Létezik olyan #'C % melyre s(.9’7)>]/5[

4.3. PROBLEMA. Hatdrozzuk meg max {|AF|: F CF"}-et. Mdas szoval: Egy n
pontt k-griafnak hany maximalis fiiggetlen pontrendszere lehet? A k=2 eset meg-
oldoty: diszjunkt hiromszogek rendszere 3'"/?l-ot ad.

A max s(#") meghatirozésa, a minimalis sorszdmra alsé becslést nyijtéd techni-
kak hijan, nagyon nehéznek latszik.

5. A konstrukci6 elkészitése, véges testek és differenciahalmazok

A 4.1. tétel bizonyitasahoz sziikség lesz néhany eddig nem szerepelt fogalomra.

Jeloljon Q egy véges g-elemdi testet. (PL. ha g prim, akkor 0=(0, 1, ...,g—1)
a modulo g-vett szorzdssal és Osszeadéssal) Az AcCQ részhalmazt differencia-
halmaznak mondjuk, ha két A-beli elem kiilonbségeként minden testelem meg-
kaphaté. Azaz, ha az x=a;—a; egyenlet megoldhaté minden x€Q esetén
(a;, a;jc A).

5.1. LEMMA. A g-elem(i véges test tartalmaz egy legfeljebb 2 Vg tagu differencidl-
halmazt.

Bizonyitds. Legyen e a Q egységeleme és a=[Vgq|. Végil legyen A=
=10, ¢, 2e, ..., ae}\J {2ae, 3ae, ..., a%}. Ez az A nyilvan differenciahalmaz, hiszen
minden (g¢—a)-nil kisebb x egész felirhato6 x=aa—p dlakban, ahol 0=f<a
& oa<gq. Végil a g—a é g—1 kozott egészek is elGallithatéak (modulo g)
0—p alakban. Ennek az 4-nak a szdmosségéra:

4] = a+liJ =y +ILI = [Vql+1Val =2Vq].
a| = a1
(Ugyanis minden x=0 valésra [x]+|x]=[2x].)
Végezetiil kénnyen lathat6, hogy ha }/g nem egész szdm, akkor az 4 — {0}

is differenciahalmaz. Ezzel a lemmadt igazoltuk.
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5.2. Megjegyzés. Véges test helyett a differenciahalmaz véges csoportra is értel-
mezhetd. Mi itt tulajdonképpen azt bizonyitottuk, hogy a g-elemii véges ciklikus
csoport minimélis differenciahalmaza legfeljebb 2 V¢ elemii. Altaldnos tételt (amely
minden csoportra igaz) nem ismerek, de a mohd algoritmussal (vagy LovAsz LAsSzLO
[11] egy tételének kdvetkezményeként) kénnyen igazolhatd, hogy

(5.1) tetszBleges g-elemii véges csoport minimdlis differenciahalmaza legfeljebb
g/log g elemii.

Azt hiszem az (5.1) altaldban nem javithato.
Az itt ismertetendd konstrukciénk csupan véges gyiiriiket haszndl, igy a fenti
megjegyzésnek egy pontosabb felsé becslés kidolgozdsaban lehet jelentsége.

5.3. Megjegyzés. Az 5.1. lemma egyszeriisége ellenére azért is j6] hasznalhatd,
mert bizonyos értelemben elég kozel van az igazsdghoz. (Konstans szorzd erejéig.)
Ugyanis

(5.2) Tetsz8leges AcQ differenciahalmazra |4|=Vq.
Val6ban az osszes @;—a; parok szdma éppen [A4|* (g;, a;€ A), igy ha ezek ki-
adjak a O osszes elemét, akkor |A4%=|0Q|. (Raadasul e parok nem is mind
kiilonbozoek.)

5.4. Megjegyzés. A szamelméletben és egyes algebrai struktirdkban sokat hasz-
nalt a perfekr differenciahalmaz fogalma. Ez olyan differenciahalmaz, mely az x+0-ra
az x€Q elemet egyértelmiien 4llitja el6 a;,—a; alakban. Ilyen perfekt differencia-
halmaz csak a g=n*+n+1 esetén létezik (ahol n egész szam).

Bd&vebbet errdl 1. [10]. .

6. A 4.1. tétel bizonyitisa, a konstrukcio

Legyen AcQ a g-elemii véges test egy minimalis szamossaga differencia-
halmaza, mely tartalmazza a 0-t és az l-et. Az 5.1. lemma szerint ¥A|:a~:2]f§.
Definidlunk egy ¢X24*~'-es M matrixot, melynek elemei testelemek lesznek és
egy-egy sora egy-egy legfeljebb (k—1)-edfoki @ feletti polinom, 0,1,...,g—1
helyen felvett helyettesitési értékeibdl all. Legyen a 2 polinomhalmaz a kovetkezd:

P={e, X _oX T3t oex i ¢ 1=0 vagy 1, és minden c;€A4}.
Legyen M egy QX%-es matrix, ahol a p-edik sor x-edik eleme p(x) (pc2,
x, p(x)€ Q). Belatjuk, hogy ez az M rendelkezik a kivant tulajdonsdgokkal.

6.1. Lemma. Az M mdtrix p” é p”-edik sordnak ko6zds elemeinek halmaza
éppen a (p'—p”) polinom zérushelyeinek halmaza.

A 6.1, lemma bizonyitdsa trividlis, hiszen ahol p’(x)=p”(x), ott (p"'—p”) (x)=0.
6.2. KOVETKEZMENY. Az Osszes legalabb k-elemii halmaz kulcs.

A 6.2. kivetkezmény bizonyitdsa. 1tt hasznaljuk, hogy a QO véges test és ezért
a Q feletti legfeljebb (k — 1)-edfokt polinomoknak legfeljebb (k — 1) gydkiik lehet.
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6.3. Lemma. Ha a Q feletti p polinom legfeljebb (k—1)-edfoku és {6 egyiitt-
hatéja 1, akkor felithaté p’—p” alakban, ahol p’, p”€2.

A 6.3. lemma bizonyitasa a differenciahalmaz fogalmabol adédlk hlszen ha
p(x)=cp_x* 14 .. +c,x+cu, akkor az osszes ¢;-t szézbontva a]—a; alakra
(aj,al€A) a p (r)— 2 aix’, p”(x)— Z a;xt polmomok klelegitlk a lemma
feltételeit.

6.4. Kt‘wemnzmﬁnv. Az M Altal indukalt kulcsok k6zott nincs egyetlen k-ndl
kisebb elemii.

A 6.4. kovetkezmény bizonyitdsa. Legyen TcQ |T|=k—1, T={t;,....t; ...).
Tekintsiik a pr=(x—1t) (x—1) ... (x—1)... legfeljebb (k—1)-edfoku 1 fdegy itt-
hatéju polmomot Ehhez talélhato a 6.3. lcmma szermt egy, olyan p’ és p"c?,
melyre p’—p”=py. De ekkor a 6.1. lemma szerint a p” és p”-edik sorok a T hal-
mazban megegyeznek, igy 7 nem lehet M 4ltal indukalt kulcs.

Osszefoglalva

6.5. TéreL. Ha n=k=1, akkor a fent definialt M-re #(M)=F2.

A 4.1. tétel bizonyitdsa. Nyilvanvalo, hogy ha Q oszlopaibdl elhagyunk néha-
nyat, akkor (d meumaradt oszlopok halmazat Y-nal jelolve)

(6.1) g | A M[Y) = F2.

Ebbél a Csebisev-tételt hasznilva (mely szerint minden n és 2n kozott létezik prim-
szam) legyen n=¢=2n adddik, hogy
k—1
kE (k—1)/2

; k—1
s(F)=s(F) =s(F) =2"" =202q) T <204n) T =2'n"

7. Tovabbi bizonyitisok

A 4.2. tétel bizonyitdsa szintén alkalmas konstrukcié megadasdval torténik.
Particionaljuk X-et, X=X, U ... X,UY, ahol g=|n/(2k —2)] és |X;| =2k -2 (1 <i=<q).
Legyen # ={F:|F|=k, FC X, va]amely: -re}. Ekkor AF ={A:{AN X} =k — 1 minden
i-re, ¢s Y A}. Kovetkezésképp |AF| :[Zkk_ 22] . Végiil a 2.1 allitast haszndlva kap-

hatun alsé becslést s(F)-re.
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MINIMAL RELATIONAL DATA BASES

Z. FUREDI

Let F;' denote the system of all k-element subsets of an n-element set. Let M be a matrix
which generates F' as a minimal key system, DeMeTrROvVICS and KaTona have proved ([7]) that

in this case the minimal number of the rows of M is s(F )«-V2[ ]] and this bound is exact

for k=1 and 2. It is also well known that s(F3')=n+0(1) (see [8]).
The purpose of this paper is to show that generally for a fixed value of &

S(F)=0(n%- 12,
This is done by definition of an appropriate matrix M.
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