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Megprébaljuk megvildgitani, hogy miért és hogyan miikodik a végesen axi-
omatizalt Godel-Bernays-halmazelmélet. Ennek sordn létrejon egy masik
végesen axiomatizalt konzervativ kiterjesztése a ZF halmazelméletnek, amit
cilindrikus-Goédel-Bernays-, CGB halmazelméletnek neveziink el. Ezen az
axiomarendszeren j6l latszik, hogy min mulik, hogy véges sok formulaval
tudtuk helyettesiteni a végtelen sok formulat jelentd vetitési axidmasémat.

Bevezetés

A halmazelmélet a matematikusok k6zos nyelve, lingua francaja. Az a tény, hogy
van ilyen k6zos nyelv, a matematikat a legdemokratikusabb tudoményagga te-
szi. Példaul, alljon el6 akar egy dokkmunkas egy halmazelméleti levezetéssel,
ha az a levezetés korrekt és érdekes allitashoz vezet, akkor az jé6 matematika,
fiiggetleniil attol, hogy esetleg a szerzéje egyaltaldn nem jart egyetemre.

Jelenleg, és mdr régota, a Zermelo-Fraenkel-, ZF halmazelmélet a legelterjed-
tebb halmazelmélet. Azonban ennek az elméletnek végtelen sok axiémadja van,
pontosabban van egy olyan axidmasémaja, ami végtelen sok allitast fog Gssze
egy sémaba. Ez nem baj, de j6 par alkalmazasndl j6l jonne, ha ez az axiéma-
rendszer véges lenne. Példaul, a Godel nemteljességi tétel kovetkezménye, hogy
ZF-bdl nem lehet sajat konzisztencidjat bizonyitani. Ha a ZF axiémarendszer
véges lenne, sokkal egyszertibben megfogalmazhatd lenne a sajat konziszten-
cidja. Ezzel a céllal jott létre a Godel-Bernays-, végesen axiomatizalhaté GB
halmazelmélet.

A 7ZF ugyan nem axiomatizdlhaté végesen (ezt (Montague, 1961) bizonyitot-
ta), de ha tudunk tébb dologrol beszélni, mint a halmazok, akkor ezen a bévebb
nyelven el tudunk véges sok dolgot mondani, hogy ennek a véges sok allitdsnak
az eredeti kisebb nyelvre vett kovetkezményei pontosan a ZF kovetkezményei.
Szakszoéval ugy mondjuk, hogy az 1ij végesen axiomatizalt elmélet a ZF konzer-
vativ kiterjesztése. A GB halmazelmélet is ilyen véges konzervativ kiterjesztése
a ZF-nek.

A GB tehat tobb dologrél beszél, mint a ZF halmazelmélet — nevezetesen
a GB a halmazokon kiviil beszél az tin. osztalyokrdl is — azonban ha csak a
halmazokra koncentralunk, akkor azokrél a GB nem mond (implikdl) se tébbet,
se kevesebbet, mint a ZF.
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Sokak szdmara az, hogy a GB halmazelmélet miért miikodik, az ,blivészmu-
tatvany”, végig lehet kovetni a bizonyitast, de nem latszik vilagosan, hogy pon-
tosan mi az a gondolat, ami miatt mkodik. Ebben a cikkecskében megprébaljuk
megkeresni a gondolatot, kozben pedig bemutatjuk a GB egy olyan véltozatat,
ami ugyanolyan j6l miikodik, mint a GB, és rdadésul a gondolat is latszik, hogy
miért mikodik. Megjegyezziik, hogy azt, hogy egy végtelen (de algoritmussal
megadhatd) axiémarendszert hogyan lehet altalaban végessé tenni azatal, hogy
kiboévitjiik a nyelvet, (Kleene, 1952) és (Craig és Vaught, 1958) mar alaposan
kitdrgyalta; mi itt mds szempontbdl kozelitiink a kérdéshez.

1. Az els6 gondolat

A ZF halmazelmélet a halmazokrdl beszél, a kétargumentumd ,.eleme”, € re-
lacidjel segitségével. Az az axiomaséma, ami a ZF-et végtelenné teszi, az un.
vetitési axiomaséma azt mondja ki, hogy halmaz osztalyfiiggvénnyel vetitett ké-
pe halmaz, ahol ,osztéalyfiiggvény” azt jelenti, hogy formulaval megnevezhetd
Osszesség (azaz osztaly), amely torténetesen fliggvény. Ezt a formulasémat egy
mondattal el tudjuk mondani, ha hasznaljuk az ,osztaly” fogalmat, de csak vég-
telen sok formulaval tudjuk kifejezni a ZF halmazelmélet nyelvén. Nevezetesen,
a fenti egyszert allitast a kovetkezé axiomaséma fejezi ki a ZF nyelvén:

(AxSémaVet) ,Halmaz osztalyfiiggvénnyel vetitett képe halmaz”:

VX, Y, %, V1, s VL0, Y, Ve, o s Vi) A (3,2, v, .., v) = Y = 2]
— YudvWwlw e v «— Ix(p(x,w,vy,..., v, ) Ax €u)],

ahol ¢(x,y,vq,...,V,) tetszbleges formula a ZF nyelvén. Ez tehat végtelen sok
allitas, minden egyes ¢(x, y,vy,...,v,) formuldra egy darab 4llitas.

Teljesen jok lennénk, ha egy kvantor tudna a formuldk felett futni a nyel-
viinkben. Ez az els6 gondolat a GB végesen axiomatizalt halmazelméletben (és
a variansaiban). Ahhoz, hogy kvantor tudjon a formuldk felett futni, kell adni
nekik egy ,,univerzumot”. Terjessziik ki tehdt a nyelviinket egy 4j szorttal (az-
az univerzummal), a formuldk Fm szortjaval. Nevezziik el a régi univerzumot
a halmazok Hm szortjanak, azon az eleme relacié az €. A fenti formulaséma
kifejezéséhez sziikségiink lesz majd arra, hogy egy formula a halmazok mely
Osszességét jeloli ki, azaz mit jelent a halmazokon. Ezt ugy fejezziik ki, hogy
a valtozo-kiértékeléseket w hosszu sorozatokkal reprezentdljuk és bevesziink a
nyelvbe egy relaciot, ami a halmazok és a formulak szortja kozott all fenn, el-
nevezzik telj -nek, és k telj ¢ azt jelenti majd, hogy k halmazok egy «w hosszu
sorozata, ami kielégiti a ¢ formulat. Azt, hogy ,halmazok egy w hosszu soroza-
ta”, ki tudjuk fejezni a halmazelmélet szokdsos nyelvén, jel6ljon Sor(k) egy ilyen
formulat. (Sor(k) tehét azt mondja, hogy k fiiggvény, aminek w az értelmezési
tartomdanya; a természetes szamok w halmazat pedig tudjuk, hogy hogyan lehet
kifejezni a halmazelmélet szokasos nyelvén, 1. pl. a kévetkezd fejezetben is.)

Azt is ki kell fejezni valahogy, hogy Fm-ben formuldk vannak! Azt nem tudjuk
kifejezni, hogy Fm-ben pontosan a formuldk vannak, de elég a mostani célhoz
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az, hogy Fm tartalmazza az Osszes formulat. Ezt pedig egyszer(ien el tudjuk
mondani a formulafelépitési szabalyok leutanzasaval, igy:

Vi,j € wip € FmVk[Sor(k) — (k telj ¢ «— k(i) € k(j))],

Vi,j € wdp € FmVk[Sor(k) — (k telj ¢ « k(i) = k(j))],

Vie wVy € FmIp € FmVk[Sor(k) — (k telj ¢ «= Ju e Hmk(i/u) telj y)],
Vi, y € Fm3p € FmVk([Sor(k) — (k telj ¢ «— (k telj ¢ Ak telj x)],

Vi € Fmip € FmVk[Sor(k) — (k telj ¢ «— —(k telj ¢)].

A harmadik sorban k(i/u) azt az w hosszu sorozatot jeldli, amit tigy kapunk k-
bol, hogy az i-edik tagjat kicseréljiik u-ra. Azt fejeztiik ki, hogy minden konkrét
formuldhoz van az Fm szortnak egy eleme, hogy az «w hosszu sorozatok pon-
tosan akkor elégitik ki a konkrét formulat, amikor az Fm szort neki megfeleld
entitdsdval telj kapcsolatban vannak.

Ahhoz, hogy a most elmondott gondolatot ebben a formaban tovabb tudjuk
vinni, posztuldlni kell, hogy elég sok «w hosszu sorozat létezik. Ezek 1étezésének
posztuladlasara altaldban pont a vetitési axidmasémat szokds hasznalni. (Példaul,
vegyiik azt a p(x,y) formulat, ami azt fejezi ki, hogy y = (x,x). Ha ezzel a
p(x, y) formulaval vetitjiik az cw-t a megadott médon, akkor az {{x,x) : x € w}
halmazt kapjuk, ami a (0,1,2,...) sorozat.)

Ahelyett, hogy az «w hosszt sorozatok 1étezésének vetitési axiomaséma nél-
kiili posztuldldsaba belebonyolédnank, a kdvetkezd fejezetben finomitjuk az itt
elmondott gondolatot 1igy, hogy csak a 3 hosszt sorozatokat kelljen hasznalni.

2. Cilindrikus-Godel-Bernays-halmazelmélet

Alfred Tarski bizonyitotta 1943-1944 koriil, hogy minden halmazelméleti ¢ (x, y)
formulahoz van olyan 1(x, y) halmazelméleti formula, ami csak kevés eszkozt
hasznal, de mégis ugyanazt jelenti a ZF egy kicsi ZF, szeletébdl bizonyithatéan.
A ZF,-r6l csak azt kell tudnunk, hogy vehet6 a jelen cikkben késébb megadott
ZF axiémarendszer vetitési séma nélkiili részének. Az, hogy csak kevés eszkozt
hasznal a v, azt jelenti, hogy legfeljebb csak 3 valtozojel fordulhat el benne
(legyenek ezek x, y,z) és a v € w alakt atomi formuldk kozil is csak az x € y-t
hasznélja (tehdt pl. nem haszndlja az y € x atomi formulat sem).! A p(x,y)
formulaban csak az x,y valtozéjelek lehetnek szabadok. Van algoritmus, ami
megadja a ¢ formuldhoz a neki megfelel6 1) kevés eszkozt hasznal6 formulat.
Tehat

() ZFoEVx,y o, y) = (x, y),

1A szokésos jelolésrendszer szerint 1) csak kevés eszkozt hasznal pontosan akkor, ha ) € Ly és
4 un. ,restricted” formula.
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ahol | a bizonyithatdsdg jele. A fenti tétel a Tarski-Givant: ,Formalization of
set theory without variables” konyv {6 tételének egy kovetkezménye, 1. (Tarski
és Givant, 1987) Chap. 4 (kiiléndsen 4.4). A bizonyitdsa azon mulik, hogy ZF-
ben ki lehet fejezni a par-képzést 3 valtozojellel, és a par-képzés segitségével
ezutan tetsz6legesen sok (de véges szamu) halmazt 6ssze lehet kodolni egyetlen
elemmé.?

Ezt a tételt felhasznalva az el6z6 fejezetbeli w hosszu sorozatok helyett lehet
mindig csak 3 hosszu (u, v, w) sorozatokat haszndlni, és a formula-felépitési sza-
balyokat is ennek megfeleléen kimondani. Ebben a fejezetben ezt a valtozatot
irjuk le részletesen. Ezen verziot elmondtuk a Tanszék LaPoM szemindriuman
2007-ben.

Ha mar az egyszer(sitésnél tartunk, a nyelvet is egyszertisitjiik. Nevezetesen:
csak egy szortunk lesz (B-vel fogjuk jelolni), ami az osztdlyok univerzuma lesz
(a régi Hm és Fm szortok unidja), és csak egy binér relacidjeliink lesz, amit
megintcsak €-vel jeloliink (ez a régi € és a telj unidja lesz). Az osztilyokon
beliil a halmazokat (a régi Hm elemei) tigy kapjuk vissza, hogy azok az osztalyok
mindsiilnek halmaznak, melyek elemek is egyben. A régi Hm szortot V fogja
jelolni. Eztan a régi € relacidt ugy kapjuk vissza az 4j €-bél, hogy a régi e-ként
a halmazok kozotti relaciét tekintjiik.

Nyelviink: egyenléségjeles elsérendii logika, egy darab kétargumentumu nem-
logikai ,,€” reléciéjellel. B-vel jeloljiik az 6sszes osztalyok gylijteményét. A (B, €)
alaku strukturakat akarjuk axiomatizalni. Pl. az, hogy X NY € B, csak annyit je-
161, hogy ,X NY osztdly”, azaz (3Z)Z =X NY.

Axiomak

(AXExt) , Extenzionalitasi Axioma”:

X=Y—oWrveX—veY]

(I) Osztalylétezési axiomak

(AxBA) ,,Az osztalyok konkrét Boole-algebrat alkotnak”:
AVI)(VX,Y)[XEVésV-XeBésXnYeB].

A kovetkez6 jeloléseket haszndltuk fent:

XCY — Vv(veX-vey,
V-XeB < @E2)(W)[veZ—(veViésveX)],
XNYeB < @AZ)(W)[veZ—(veXésveY)].

2Tarskinak ezt a triikkjét fejleszti Németi tovdbb a (Németi, 1986) magyar nyelvii disszertéci-
6éban. Ennek tovébbvitele (Andréka és Németi, 2012), ez utébbi eredményt elmondtuk a Tanszék
LaPoM szeminariuman is.

187



Tehat az ,,... € B” alaku kifejezések csak roviditések! V-t hasznalni fogjuk mos-
tant6l konstansként, V az az osztdly, amire (VX)X C V igaz. Ez jogos, mert
(AxExt), (AXxBA) F (A'V)(VX)X C V.

Jelolés:

v={(xy) <= v={{x}b{xy}}
v={(x,y,2) < v={(x,(y,2)), ahol
v={x,y} <= (Vz)[zev—(z=xvagyz=y)] stb.

(AXExt)F (v =(x,y) ésv={(u,v)) > (x =uésy =v).

Kés6bb majd lesz egy olyan axiéma, hogy (Vx,y € V)(Iv € V)v = (x, y). Emiatt
az (x, y, z)-t kifejezésként haszndlhatjuk.
(AxCA) ,,A tripletek osztalyai cilindrikus algebrat alkotnak”:

co(X) {{x,y,2) : (Ax)x', y,2) € X} €B,
aX) = {{xyz2) :(3y)x,y',2) €X} €B,
CZ(X) = {(X Y,2 ) GZ/)(X,J’;Z/)GX}GB:
{(
{(

d = x,x,x):x €V} €EB,
e = {{x,y,y):xeyeV}eB.

(AxCA) elsé sora részletesebben kiirva a kovetkez6:
(VX)AYIVv[veY «— Ax,y,z,x)v={(x,y,2) és (x',y,2) €X)].
(AxDir) ,,Osztélyok direkt szorzata osztaly”:
(VX,Y)X XY €B.
Részletesebben:

(VX,Y)3AZ)(VWV)[veZ —AxeX,ycY)v=(x,y)].

(IT) Halmazlétezési axiomak

Széhaszndlat: x-et halmaznak hivjuk, ha x € V.
(AxVet) ,Halmaz vetitett képe halmaz”:

(VZ2)(VueV)[Fn(Z)— Z"(u)eV], ahol
Fn(Z)= (Yx,y,2)[{(x,y,y),{x,2,2) €Z >y =2] és
Z'"(w)={y :Ax euw){x,y,y) € Z}.

(AxSet) ,,w, par, hatvanyhalmaz, uniéhalmaz létezése”:

(ueV)[beués(Vxeu)xUix}leul],

(Vx,y €eV)i{x,yt €V,

(VxeV){y:y<xteV,
(VxeV)@yeV)(V)|[vey«—(Izex)vez].

188



(AxFund) ,,Funddltsagi (vagy regularitdsi) axioma”:

(VxeV)[x#0—-y)yexésynx=0)].
CGB = {(AxExt), (AxBA), (AxCA), (AxDir), (AxVet), (AxSet), (AxFund)}.

A ZF halmazelméletet tigy kapjuk a most felirt CGB elméletbél, hogy a hal-
mazlétezési axiomakban AxVet helyére beirjuk az el6z6 fejezetbeli AxSémaVet
vetitési formulasémat, elhagyjuk az osztalylétezési axidmakat és a halmazléte-
zési axidémakhoz hozzaértjiik, hogy minden ami 1étezik, az halmaz:

ZF = {(AxExt), (AxSémaVet), (AxSet), (AxFund)}.

Legyen L a ZF halmazelmélet nyelve, ugyanaz, mint a most bevezett CGB el-
mélet nyelve. (Megjegyzés: B nem tartozik a nyelviinkhoz, B csak egy meta-
nyelvi révidités volt.) Ha ¢ ennek tetszbleges formul4ja, akkor " a ¢ formula
V-re valé relativizaltjat jelsli, azaz ¢"-t ugy kapjuk -bél, hogy minden 3v ala-
kt kvantort kicseréliink dv € V-re és minden Vv alaki kvantort kicseréliink
Vv € V-re.

1. Tétel CGB konzervativ kiterjesztése ZF-nek, azaz tetsz6leges ¢ halmazel-
méleti mondatra igaz, hogy ¢ pontosan akkor bizonyithaté ZF-b8l ha ¢V bizo-
nyithaté CGB-bél. Formalisan:

(VoelL) [ZFF p <= CGBF " ].

Bizonyitas. A fenti tételt a szemantika nélkiili metaszinten bizonyitjuk, mert
ez tobbet mond az alapozd jellegii elméletek kozti kapesolatrdl. Forditd algo-
ritmust adunk meg, ami az egyik elméletbeli bizonyitdsokat dtalakitja a mdasik
elméletbeli bizonyitasokka, és forditva.

Elészor azt bizonyitjuk, hogy ha ZF I ¢, akkor CGB F (V. Ezt tigy bizonyit-
juk, hogy belatjuk az allitast arra az esetre, ha ¢ a ZF egy axiéomadja, és aztdn
belatjuk, hogy levezetésbdl ismét levezetés lesz, ha minden formulajat kicserél-
juk a relativizéltjara. Ezekbdl a 1épésekbdl csak az nem kénnyen lathatd, hogy az
AxSémaVet vetitési séma formuldi(nak relativizaltjai) mind levezetheték CGB-
bdl. Koncentraljunk tehdt az ( AxSémaVet) példanyaira. Vegylink elG6szor egy
olyan példanyt, ami egy kevés eszkozt haszndld ¢ (x, y) formulaval vetit.

(AxCA), (AxBA), (AxExt) miatt az e, d-bdl a ¢y, c¢1, ¢, N, — miiveletekkel felirt
kifejezések (termek) konkrét osztdlyokat jelolnek, tehdt haszndlhatjuk ezeket a
termeket osztdly-konstansokként. S8t, van algoritmus, hogy minden egyes ,ke-
vés eszkozt hasznald” 1) formuldhoz hozzarendelhetiink egy ilyen y(v) kons-
tanst, aminek ugyanaz a ,jelentése”, azaz

(1) CGBF Vxyz(y «— (x,y,2) € y(¥)).
Alabb megadjuk ezt az algoritmust:
Y(x € y) = cyle),
r(x=y)i=cd, y(x=2):=cd, y(y=2):=cod,
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yv=w):=y(w=v), y(v=v):=Vx(VxV), hav,waz x,y,z valtozo-
jelek koziil valdk,

Y(3x@) :=cor(v), r@ye)=cir(v), r(Ez¢):=c3y(v),

vl AY) :=y(e)ny(y), r(=@):=—r(p).

A fenti (1) allitast haszndlva konnyen lathat6, hogy CGB-b6l levezethet6, hogy
) fliggvény a szokasos értelemben pontosan akkor, ha a y(v) osztaly fiiggvény
az ( AxVet) kimonddsaban megadott értelemben:

(2) CGBF[Vx,y,2(y(x,y) Ap(x,2) = y =2)] < Fn(y(y)).

CGB-bél azt kell bizonyitanunk, hogy ha 1 (x, y) fiiggvény, akkor a vele veti-
tett halmazok ismét halmazok. A fenti (2) szerint ha 1 (x, y) fliggvény, akkor
a neki megfelel6 y(1) osztdly is fiiggvény. Emiatt a CGB-beli osztaly-vetitési
(AxVet) axiéma szerint az ezzel vetitett halmazok ismét halmazok. A fenti (1)
szerint a y(y)-vel vetitett halmazok ugyanazok, mint az eredeti y(x,y) for-
muldval vetitettek. Ezzel levezettiik CGB-bél a vetitési séma azon példdnyait,
amelyek kevés eszkozt hasznald ¢ formuldkra vonatkoznak.

Legyen most p(x,y) tetsz6leges halmazelméleti formula. Tarskinak a feje-
zet elején idézett () tétele miatt van hozzd kevés eszkozt haszndld (x, y),
aminek ugyanaz a jelentése ZF, mellett. Mivel ZF csak olyan axiomédkat tartal-
maz ZF-b6l, ami CGB-ben is megvan, azért CGB-bél is levezetheté minden ¢
formulara, hogy ekvivalens a neki megfelel6 kevés eszkozt hasznal6 ¢ formu-
laval. Tehat CGB-bdl bizonyithatéan is minden halmaznak a ¢(x,y)-nal vald
vetitettje ugyanaz, mint a Y (x, y)-al vald vetitettje. Mivel az utébbir6l mér bi-
zonyitottuk, hogy halmaz, kévetkezik, hogy egy tetszbleges halmaz ¢ (x, y)-nal
val6 vetitettje is halmaz. Belattuk, hogy CGB-b6l bizonyithaté az (AxSémaVet)
minden példanya.

A masik irdny bizonyitdsa: Tegyiik fel, hogy CGB I ¢, azt kell bizonyitani,
hogy ZF +- . Ehhez elég bizonyitani, hogy CGB F ¢-bél kovetkezik, hogy ZF |+
@Y, azért, mert (¢") < ((¢)")" logikai igazsdg. Ezt pedig elég megint csak a
CGB-ben lev$ axiémadkra bizonyitani, ami nem nehéz.

Ezzel bebizonyitottuk az 1. Tételt.

3. A Godel-Bernays-halmazelméletrol

Tarski azt is bizonyitotta 1943-1944 koriil, hogy minden halmazelméleti ¢ (x, y)
formuldhoz van egy olyan p un. reldcié-kifejezés, ami ugyanazt jelenti. Mik
a relacidé-kifejezések? Analdgok az el6z6 fejezetbeli osztély-kifejezésekkel. Két
konstans van, az e és a d, és ezekbdl az tin. kompozicid, konverz, metszet és
komplemens o, ~, N, — segitségével lehet 4j kifejezéseket felirni. Ezen p termek-
hez p(x, y) halmazelméleti formuldkat lehet rendelni a kbvetkez&képpen:
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e(x,y) = (xe€y), d(x,y) = (x=Yy),
(too)(x,y) = 3Fz(t(x,2)A0(2,¥)), (t)y) = 1y, x),
(tno)x,y) = 1(,y)rno(x,y), (=2)x,y) = 21(x,y).

Ezt a definiciét hasznalva a kévetkez6t bizonyitotta Tarski (ez is megtalalhatd
a (Tarski és Givant, 1987) konyvben): Minden ¢(x, y) halmazelméleti formula-
hoz algoritmikusan hozza lehet rendelni egy p relacié-kifejezést, gy hogy

(**) ZI:0 l_ Vx;y ‘P(X,}’) — P(x:.)’)

Tarski ezen (xx) tételét hasznalva az el6z6 fejezetbeli (x) helyett, és az 1.
Tétel bizonyitasat észben tartva kapunk egy CGB-vel anal6g RGB axiémarend-
szert, ami konzervativ kiterjesztése a ZF-nek. Ezen az j RGB axiomatizdlé-
son mar nem latszik annyira az elsé fejezetben leirt gondolat, mert a relacié-
kifejezések elég messze esnek a formuldk ,fajatol”, eléggé mas szellemtek. Vi-
szont RGB kozel van az eredeti Godel-Bernays-axidomarendszerhez. Ahelyett,
hogy kidolgoznank az RGB axiémarendszert, végezetiil idemdsoljuk az eredeti
Godel-Bernays-, GB halmazelmélet axiémainak az osztélylétezésekre vonatko-
z6 részét, . (Godel, 1940, 5). Mekis Péter észrevétele szerint CGB ,,gazdasago-
sabb”, mint az eredeti GB.

B1 {(u,v):u e v} osztaly.

B2 X NY osztdly, ha X,Y osztily.

B3 —X osztély, ha X osztdly.

B4 DoX = {u:3v(u,v) € X} osztaly, ha X osztaly.
B5 V x X osztély, ha X osztaly.

B6 X~ = {(v,u) : (u,v) € X} osztily, ha X osztily.
B7 {(w,u,v): (u,v,w) € X} osztély, ha X osztdly.
B8 {{(u,w,v): (u,v,w) € X} osztély, ha X osztdly.

Végezetiil a Godel-Bernays-halmazelmélet torténetér6l didhéjban: A halmaz-
elméletet Georg Cantor ,dlmodta meg” 1874 és 1884 kozott, Ernst Zermelo
1908-ban irt fel egy axiémarendszert, amihez Abraham Fraenkel tette hozza
a vetitési axidmasémat 1922-ben. Neumann Janos 1925-ben felirt egy véges
halmazelméleti axiomarendszert, Paul Bernays 1937 és 1954 kozott ezt a rend-
szert tovabbfejlesztette, 6 kétszortu halmaz-osztaly nyelvet hasznalt, végiil Kurt
Godel sok szempontbdl egyszerdsitette ezt 1939 koriil. Godel egyszortt nyel-
vet haszndlt. Ezen torténet miatt szokds a Godel-Bernays-halmazelméletet von
Neumann-Bernays—-Godel-halmazelméletnek is hivni. A torténetrdl ajanljuk a
vonatkozé Von Neumann-Bernays-Godel set theory oldalt. A vetitési axiomasé-
mardl alapos torténeti attekintést ad (Kanamori, 2012).
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Osszefoglalas

Megprébaltuk megvildgitani, hogy miért és hogyan miikodik a halmazelmélet
Godel-Bernays-féle végesitése. Ennek soran létrejott egy masik végesen axioma-
tizalt konzervativ kiterjesztése a ZF halmazelméletnek, amit cilindrikus-Godel-
Bernays-, CGB halmazelméletnek neveztiink el.
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