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REPARTITION DES NOMBRES SUPERABONDANTS

PAR
PavL ERDOS er Jean-Louis NICOLAS

[Budapest], [Limoges]

RisuME, — Soit o (n) la somme des diviseurs de m. On dit que » est superabondant
si, pour tout mr << m, ona o (m)fm =< o (w)fn. Si l'on appelle @ (X} le nombre de nombres
superabondants inférieurs & X, on démontre que, pour tout ¢ < 5/48, 0 (X) = (log X)'*°
pour X = Xg(2). On donne également guelgues résultats et conjectures sur des sujets
VOTRING.

Summanry.—An integer i is called superabundant if o (n)fn = a (w)fm for every m << n
(o (m) denotes the sum of divisors of m).  Denote by @ (X) the number of superabundants
not excesding &, The authors' proove that for every ¢ < 548, @ (X) > (log X)**=
il X = X, (). Several related results are proved and unsolved problems are stated.

1. Introduction

5. Ramanwawn [14] a défini et éudié les nombres hautement
composés, [Soit @ (n) le nombre de diviseurs de n, n est hautement
composé st (m < n)=(d(m) < d(n).] En particulier, il a étudié
Q, .. (X} = nombre de nombres hautement composés < .X, et montré
que

Qh.c.{x}

limy., ———— =4O
% log X

P. Ernis a montré [3] que le quotient #'fn de deux nombres hautement
composés consécutifs assez grands vérifie

PPN

n (logn)*

aveec c>=0,
ce gui entraine

0,0 (X)=(log X)'*° pour X assez grand.
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66 P. ERDOS ET 1.-L. NICOLAS

J-L., Nicoras a montré [12] que @, . (X) < (log X)°, ¢' étant une
constante calculable mais assez grande.

D’autre part, P. ERpOS et L. ALAoGLU ont défini, dans [4], les nombres
superabondants,

Dernrmion, — On dit que » est superabondant si
(m<n) = (a{m] = U("}),
m n

ol o(n) est la somme des diviseurs de .

On sait que o est une fonetion multiplicative, et que
o (% = (""" =Di(p-1)

pour p premier et o = 1 (¢f [7], chap. XVI). P. Erpis et L. ALaoGLu
ont en particulier démontré le résultat suivant.

Provosttion 1. — Si la décomposition en facteurs premiers d'un nombre
superabondant est n = 22232 Lo g™ L. pt, ona

(1) B @Oy, B30 By

On a également o, = | sauf si n = 4 oun = 36, et g ~ (p log p)/log q
larsque q. et done n, tendent vers Uinfini, p étant le plus grand nombre premier
divisant n. On a enfin, lorsque n— o,

(2) p~logn.

D’autre part, J.-L. Nicoras ([11], p. 182) a montré que si n et ' sont
deux nombres superabondants consécutifs, on avait, pour une infinité
de n :

Ly

1
n Jlogn

Mous nous propesens de démontrer le théoréme suivant.

TuEOREME 1. — Seit Q (X) le nombre de nombres superabondants = X;
5i¢ = 5/48, on a Q(X) = (log X'*° pour X assez grand.

La méthode de démonstration du théoréme 1 ne permet pas (on le prou-
vera avec le théoréme 2) de montrer que le quotient #'/n de deux nombres
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REPARTITION DES NOMBRES SUPERABONDANTS 67

superabondants consécutifs assez grands vérifie

! 1
3 %= !
@ 1 i (log n)"

MNous allons d'abord rappeler les propriéiés des nombres colossalement
abondants, qui sont des nombres superabondants privilégiés faciles a
calculer (§ 2). Au paragraphe 3, on étudiera les propriétés des nombres
superabondants compris entre deux nombres colossalement abondants
conséeutifs, Au paragraphe 4, on montrera, dans le lemme 4, que. pour
presque tous les nombres N colossalement abondants, D'inégalité (3) est
vérifidée pour n voisin de N, ce qui démontrera le théoréme 1.

On utilisera constamment le lemme suivant do 4 Hodmser, INGHAM
et Huxiey.

Lemme F. — Soit ®(x) fe nombre de nombres premiers < x; il existe
t < | tel gue
x+x X x°

SR = P——

’(x+xT)—m{x) ~ =i .
log(x+x") logx logx

Le meilleur résultat actuel est dd & Huxrey [8] : I"équivalence précé-
dente est vraie pour T = 7/12.

MNotaTions, — Pour deux fonctions f(x) et g (x), la relation f{x) & r(x)
signifie que g (x) = O (f(x]h

Remargues, — Soit /" une fonction additive. On définit » comme « fhau-
tement abondant » si (m < n) = ( f(m) < f(n)). Dans |'article [4] (p. 466,
n® 9), il est dit gque «si f(n) # clogn, alors les nombres fhautement
abondants ont pour densité O», Cela n'est pas vrai si 'on choisit
Fip) = logpet f{p*) = 0 pour k = 2. Les nombres ~hautement abondants
sont les nombres non divisibles par un carré, dont la densité est 6/x* (¢f. [7].
chap. XVIII). Cela n’est pas vrai non plus si I"on choisit f(n) = logn
pour n impair, et f(n) = 0 pour n pair,

MavcLAlRE a remarqué, que 'on pouvail déduire immédiatement du
théoréme 12 de P. Erpdis ([6], p. [8), le résultat suivant ;

Si, pour tout ¢, on a

1
II#P‘.I*EWP =00,
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68 P. ERDOS ET 1.-L. NICOLAS

(cest-d-dire si f est suffisamment différente de la fonction ¢logn), alors
les nombres f~hautement abondants ont pour densité (.

Dans le méme article, la table numérique des nombres « o-hautement
abondants » (p. 467} doit étre modifite pour 1800 < » < 2340 par

" facteurs de n o (m
1 B0O, .. ... 2331 5 6045
1920, co50 20 3 8 6120
1980, ..... e LT S | 6 552
) 11, 1 p E R L L 6 944
2180 ... ... *-3F 5 T 440
2340,..,.. & 3 3 13 7644

2. Nombres colossalement abondants

DiFmiTion, — On dit que N est colossalement abondani, s'il existe
& > 0, tel que la fonction o (n)/n'** atteigne son maximum en N.

Remargue, — Cette définition est légérement différente de celle de [4]
{p. 455).
Si N est colossalement abondant, on a, pour tout n,

o(n)
;l-ﬂ = hr_lu;n

(4

ProposiTion 2. — Pour tout & = (0, il existe au moins un nombre colos-
sulement abondant associé @ &, que U'on note N, D’autre part, tout nombre
colossalement abondant est superabondant,

Deémonstration, — On sait que

i o _
nloglogn

ol v est la constante d'Euler (¢f. [7], chap. XVIII). Pour & fixé, la fonction

o (n)fn'** tend vers zéro 4 I'infini, et a donc un maximum absolu qu'elle

atteint en un ou plusicurs points N, Un tel nombre est colossalement

abondant.

D’autre part, en utilisant {4), il vient

(n<N) = (@ﬁ:ﬂ'(”}(i)' {‘ﬂl),

H N \N N
et N est superabondant.
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REPARTITION DES NOMBRES SUPERABONDANTS 69

PROPOSITION 3. — Soit N un nombre colossalenient abondant associé @ &.
On définit, pour p premier ef o entier =1 @

=IUE“+{IHPE+EJF-1+ —_ "_'pl}}= I‘JE[[P=+1_1]JII{P=+1—P}}

F(p, @)
logp logp

et pour o =0, F(p, ) = +oo. Adlars 5 p est premier et divise N avec
Fexposant o = 0, on a

(5) F(p,a)=e=F(p, a+l).
Démonstration. — 51 «w = 0, on applique Dinégalité (4) avec n = Np.
Il vient :
G (N p) NP)”’“ 14
fi e ped e 3
©) o Hﬁ( . ;

D’autre part,

u.+2_|

e GrY )
U{_N} U{pz} qu-l_l pg+1+.”+p
En comparant (6) et (7), on obtient &= F{p, x+1). Llinégalité

F(p, o) =& est évidente i a =0, 8 a = 1, on la démontre en appli-
quant (4) avec n = Njp.

(7

DivITions. — On pose, pour p premier,
E.={F(pa)uz1l},
E = Upnr\emlrr Eg - {E‘h Bap coey By <o }‘

Pour tout 1 = 0, il 0’y a qu'un nombre fini d’éléments de E supérieurs
& 1. et "on peut ranger les éléments de E en une suite décroissante

il e S

fr e

On pose g, = + oo,
Pour & = 0, on définit x = &y, y = xs, ¥, pour k= 2, comme fonetions
de 5, par
_log(l+(1fx) _
logx

\ F(x, 1)
(8)

( F(—Tk. }T‘:) = ]og{i +{:i{::+ wips xk}}} =
k
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70 P. ERDOS ET 1-L. NICOLAS

Ces définitions ont un sens, car, pour k = I, la fonction 1+ F (1, k)
est décroissante pour tout + = 1, et décroit de +90 4 0. On a de plus,
pour k fixe, lorsque & — 0 (¢f. démonstration du Iemme 2) :

(9) Xy~ M kex.

Prorosimion 4

(a) Sie ¢ E, la fonetion o (n)fn' ** atteint son maximum en un seul point N,
dont la décomposition en facteurs premiers est

(10) N.=[Lp"™  avec u,(e)= [IHE([ p' T =D pt— 1}'11[ 1,
logp

ou, si lon préfére,
| #ue) =k 5l xe<p=<3x avec k=1

(11)
f et a,(e)=0 sip>x=ux.

(b) Soit i = 1 pour tout £ €)e;_y, &, N, est constant ¢t égal (par défi-
mition) d N, Les nombres N, vont rous distinets,

{c) 8 les ensembles E, sont disjoints dewx d dewx, Uensemble des nombres
colossalement abondants est égal a Uensemble des nombres N, 1 <17 :
La fonction o (n)/n' "™ arteint son maximum aux deux points N; et Ny ;.

(ef) Si les ensembles E, ne sont pas disjoints, pour chaque g€ E, 0\ F,,
la fonction o (n)fn' ™ atteint son maximum en quatre poimts @ N, q N,
rNget Ny = qr Ny Les nombres g N, et v N; somt colossalement abondants.

Démonstration :

(@) Soit p un nombre premier fixé. Comme £ ¢ E, alors £ ¢ £, el. comme
la suite #{p, k) est strictement décroissante en &, il existe o unique, déter-
miné par la proposition 3 :

log((p*™ "= 1){(p"— 1))
logp

(12) =F(p,g)>e>F(p, o+1)

En résolvant en = les inépgalités (12), on trouve la formule (10), en désignant
par [x] la partie entidre de x.
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REPARTITION DES NOMBRES SUPERABONDANTS n
8i %, < p < x;, en tenant compte de (8) et (12), on a

Flxgsp @) > F(p, o) = F(x 0 k+1)
=g="F(x, k)= F(p, o+1) > Fix, a+1),

ce qui démontre (11).

(&) Les raisonnements précédents ne changent pas lorsque & varie entre
deux valeurs consécutives de Pensemble £

(¢) Choisissons & = &, = Fig. p). Pour p # g, £¢E, et 'exposant
de p est déterminé par (11) ou (12). D’aprés la proposition 3, 'exposant
de g peut étre choisi égal & B ou f—1. Dans le premier cas on trouve N, 4,
dans le second N, et la fonction o (n)/n' ™™ atteint son maximum en ces
deux poinis,

() Seit & = F(p, o) e E. Alors ¢ est irrationnel, Si I'on avait & = a/b,
a et b entiers, on aurait p" = (14+(1/(p"+...+p))" avec p® ecntier et
{(l+(1j(p"+ ... +p)))" non entier. D’aprés le théoréme de Gel'fond-
Schneider (¢f. [9], chap. 2), £ est méme transcendant.

Du théoréme 1 de LANG (¢f. [107], et aussi [9], chap. 2), on déduil que,
si g, rsont des nombres premiers distinets et si p', g% r* sont algébriques,
alors £ doit &tre rationnel. Mais si g & £, p* est rationnel, et on conclut
gue B, E,.n E, =@,

5%l existe deux ensembles £, et E, non disjoints (ce qui est peu vraisem-
blable), et si I'on choisit

&= F(gq, B)=F{r, T-}EEq"-‘En

pour p # qetp s r, 'exposant de p est déterminé par (11) ou (12). L'expo-
sant de g peut étre fp ou f—1, celoi de r, y ou y—1, d’aprés la propo-
sition 3, ce qui donne les guatre possibilités annoncées.

TasLes numErioues, — Le tableau 1 donme les valeurs de F (p, ).
Les waleurs non indiquées sont inférieures 4 107% Les colonnes
« exposant = { » indiguent 'exposant de p dans N,; Ainsi, pour & = 0,003,
pour p = 7, on a

0,00129 < g < 0,010,
donc P'exposant de 7 dans N, est 2.
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72 P. ERDOS ET J-L. NICOLAS

Tasceau 1
Exposants = 0 1 s i 4
Jil [ e =1 ‘ a=12 | =3 | a=4d | a=35
Bk e e 0,584 96 0,222 39 0,099 54 0,047 31 0,023 08
R ve.. D,26285 007286  0,02305  0,00755  0,00250
T s R 0,113 28 0,020 37 0,004 00 0,000 79 0,000 16
¢ R 0,068 62 0,009 10 0,001 29 0,000 18 0,00003
) 1 0,036 .29 0,003 15 0,000 29 0,000 03
B3 iiiiiiinnenne., DO,02B80  0,00214  0,00016  0,00001

1 eciccinarinenenees  G02017 0,001 15 0,00007

Tanrxav IT
Exposants = 1 2 3 4 3
=1 | k=2 ‘ k=13 | =4 | k=5
- 3,29 5,44 9,08 15,36
e 6,72 15,38 36,3 BE,57
B 16,8 &0, 50 230,4 920, 5
T .4 153.9 812,85 4 531.5
) § B 73.4 354,9 4 580,06 400050, 3
1 100,9 3897,2 3743,5 90 40,7
17.... 1688 1951,4 24 842, 7 335 898,35
Exposants = f 7 8 9
] | w7 | k=B ‘ k=9 | k=10
p=2,. 263 45,7 80,2 142 4 355,4
p=73., 21,7 567,06 1 480, 4 3915.7 10°507,9

Le tableau II donne dans sa &-iéme colonne des valeurs de x en fonction
de x, (x et x. étant définis par (8)), lorsque x, e¢st un nombre premier,
Elle est obtenue 4 partir du tableau I par Papplication v~ si

v(x) = F(x, 1) =log(1+(1/x))/log x.
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REPARTITION DES NOMEBRES SUPERABONDANTS 73

L'ordre de ses termes est donc inversé par rapport & celui de
la table 1. Elle permet de trouver les nombres colossalement abondants
de plus prand facteur premier p donné, Pour avoir p = 97, on doit

choisir 97 = x = 101 = nombre premier suivant 97, et I'on trouve

28.3%.5%.7%.11%.13.17...97  pour x <1009,

28.3%.583 72.112.13%2.17...97  pour x> 1009.

Le tableau IIT donne la suite des nombres colossalement abondants.
On trouvera dans [4] une table des nombres superabondants,

TasLeavu 11

n o (i) o ()

By = 0.58495 : ] 1
& = 026285 2 3 1,5
£y = 0,22239 3 1z 2
g = 0,11328 4 3 % 2,333
g = 0,099 54 4 39 168 2,8
te — 0.07286 g &5 w60 3
6 =  0.06862 8 9 3 1170 3,25
. - 0047 31 B o 5 7 5 360 3,714 3
e —  0.03629 5 9 5 7 19 344 3,838 1
:,= 0,028 89 16 9 5 7 11 232128 4,1870
Be = 0,02308 16 9 57 11 13 3249792 4,509
6es = 0.02308 32 9 57 11 13 6604 416 4,5818
;Iu G’DEU:H 3z 27 5 7 11 13 20 321 280 4,699 3
s::= 0,020 17 32 .27 25 7 1113 104 993 280 4,835 9

- 32 2 35 7T 1 13 17 1 880 79 040 35,1416

3. Ftude des nombres superabondants compris enire deux nombres
colossalement abondants consécutifs

PROPOSITION 5. — Soit N un nombre eolossalement abondant associé d e.
On définit x et x, par (8), Soient p le plus grand facteur premier de N, er P
e nombre premier suivani p. Soft n wn nombre superabondant compris
entre N et NP, et soit b le plus grand nombre premier divisant n avee
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T4 P. ERDOS ET J.-L. NICDLAS

Peéxposant k. On a

(13) R ()~ (x) = 0(/ 5 = O(*2),
ce qui entraine, d'apréx le lemme 1, pour © = 712,
(14) D = X+ O (D).

Diémonstration. — La démonstration est la méme que celle de la propo-
sition 4 de [12] (p. 120) : Pour un entier M quelconque, on définit le
« bénéfice » de M. par rapport & N et a4 g par

bén M = E:IngE —IagM
N o (V)N

et par (4), on a bén M = 0. Ensuite, on monire que, pour un nombre super-
abondant »# compris entre & et NP, on a

bénn = O(i)
5

Enfin on montre que, si © (Ag) —® () Stait trop grand, bén n serait trop
grand, et on n'aurait pas bénn = O (1/x).

Remargquons que le nombre colossalement abondant suivant N est = NP
et done, pour toul nombre superabondant n, il existe au moins un & colos-
salement abondant tel que N = n =< NP

4. Démonstration du théoréme 1

La démonstration du théordme | repose sur trois lemmes.

Lesme 2. — (lemmne technique) @
{a) M existe une seule fonetion y (x) vérifiant y 2 1 pour x = | et définie
par la relation implicite
auelog (L+(1(y* +)) _ log(1-+(1fx)) aer

(15) ufy)=
log v log x

olxh

i :
(B) Quand x— o0, ant a ¥ ~ o 2x el qussi

(16) y(x) = Jz( . o2 lﬂs?t4+alogz}+ﬂ( 1 ))

2logx 8 (logx)* (log x)*
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REPARTITION DES MOMBRES SUPERABONDANTS 75

(¢} La fonction & (x), définie par

(1) 0 () = 10BY () _ log(l+{l,n'{}r=+_:.?_}_’__]_]'
logx logx

est déeroissante pour x = 1. On a, pour x— @,

(18) 0 (x) ~ ngz
2x(logx)
et
(19) ﬂ{x}=.‘1_+l {‘E_EEEE +o _1_2)_
2 Zlogx 2{ogx) (log x)
LEMME 3. — (lemme d’approximation diophantienne). — Soient o = 0

2t B > 0, tels que 2 a+ B < 1. Pour xgy dssez grand, il v a plus de xo/(3 log x;)
nombres premives poentre xg/2 et xy vérifiant

- [ " xuﬁ 3 r 1
(20) IrjseQ, s<x} et D <lo(p)——| < —,
Xg g &xg
ot B{p) est défini par (17).
LemMMmE 4. — Soit p un nombre premier vérifiam le lemme 3 avee

f = (1+1)2. Seient « — (log(1+(1/p)/logp et N = N, le nombre colos-
safement abondant associé a & (done le plus grand facteur premicr de N
eyt p) et soit Ple nombre premier suivant p. Soient n et n' deux nombres
superabondants conséoutify vérifiant N = n = NP. 1l existe une constante
o= 0 telle que

(@n s B S
i (logn)”

Démonstration du lemme 2 7

ta) Pour y = 1, la fonction @ (y)est strictement décroissante, comme
quotient d'une fonction décroissanle par une fonction croissante. Elle
admet donc une fonction réciproque u~!, définie sur )0, +oof. Comme
u{p) = v(x), on a
y=u""(o(x)).

(5 Quand x— o0, on & limy(x)l= 4o, vix) ~ [/(xlogx) et
up) ~ 1/(y* log y).
On doit done: avoir

(22) ylogy ~ xlogx,
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76 P. ERDOS ET 1.-L. NICOLAS

ce qui entraine log(y®logy) ~ log{xlogx), soit logy~121logx,
et (22) donne alors y ~ ,.,'" 2x.
Pour trouver un développement limité de y, définissons £ (x) par la

relation
logl = xlogx.
On a, pour x— @, [{x}~ /2 x et

w0 = PBUHOIE ) _ H,(_I_)
logl Clogl  \Clogl

1 1 1
= +0 =v{x)+ 0 ——]-
xlogx (xmlﬂgx) (xmlugx)

On a denc

@3 W o O O ﬂ(;)

¥ logx

On a d’autre part
(24) u(@)—u(y) =(C—y)u'(§) avec § entre C et y,

el

25) u'(y)= —[(2 v+ DI+ v+ Dy + ) log y+log (1+ (1[0 + )]

y(logy)*

2
- )
ylogy

i~

Comme y ~ § ~ /2 x, (23) et (24) donnent
(26) yx)=L(x)+ 0(1).

Le développement limité de £ (x) s’obtient par itération :
L) =/2x(1+0(1)),

logl = ;lch-l-%lﬂg 24a(l),

= \/ X19BX _ /2 x/(1 +(I0g2/log )+ o (1 log x))

logl
=~,.-"2x(l-— g2 +o( l ))
2logx log x
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REPARTITION DES NOMBRES SUPERABONDANTS if}

En itérant 4 nouveau, et en utilisant (26), on obtient (16).
(c) On a
@7 o (x) =xIch{dy,n’dx]—y log y
xy(logx)®
(1(x+1N—((2 y+ DY (y+ 1Dy +_P+1]}|

|u' (y) | xy (log x)*

la valeur de «'(y) est donnée par (25), et le dénominateur de 6° (x) est
équivalent a (2 x (log x)*)/(»* log ¥) ~ 2 log x. Le numérateur vaut

iy 2y+1
x+1  (p+ DO +y+1)

2 =
ELJ. } — + 0 _lz. = _1210324-0 - .—.-l —=1s
P x x* ylogx x(logx)

en tenant compte de (16). Cela démontre (18).

Il reste & montrer que &' (x) < 0 pour x = 1. Par (27), on doit montrer
x= (0 (v+2)(2 y+ 1), c'est-d-dire, comme v est une fonction décrois-

sante, que
2
0() = u(y) < U(M’)
2y+1
clest-d-dire
log(1+((2y+1)/y*(y+2) _log(1+(LO +3M _ 4 SiE s,
log (¥* ((y+2)(2y+1)) logy
Posons

2y+ 1 42
=lo 1+— log y—lo ( )lo ( > a
o () g( 2}) e i o) S e

En décomposant le dernier logarithme, ¢t en regroupant les lermes
en log y, il vient

g RYEL 1_)—: ( : )
o) log( g )] g(l+}r+;|r1 ogylog| 1+ G
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T8 P, ERDOS ET J.-L. NICOLAS

Quand ye(l, +oul, 141/ +3)e]]l, 3(2) et, par la concavité de la
fonction logarithme sur Dintervalle (1, 3/2], on a

2
1‘38(14‘ 31_);21233;‘2} : ® 1
¥ty ¥ty ¥y

avec o = 0,405 qui est une valeur approchée par défaut de log 3/2.
En utilisant les inégalités valables pour tout u = -1,

s = log{l+u) = u,
14w

on obtient

2y+1_ y—1 1
e R T,

log et log| 1+ )5 -
y+2  2p+1 ( (r+13)  (p+1)°

ce qui donne, pour ¢ (y), la minoration valable pour y = I,

=1 2o log v 1
28 ¥ | - ;
3 W]B(MH)(J:‘H) T TP b

avec ¥ () = 22 (=D v+ 1) (» (2 y+1))—log y. En posant y = | +1,
il vient

2at(t+2)*
= 1 =+ — =] 1 E
Yy =(l+1) DRI og(1+t)
En dérivant, on trouve
’ P(1)
1+1)y= s ATOY
v+ (413243

avec
P(t)=4dar* +(200—4) 1" +(d2a—16)1 7+ (48a—21) 1+ (242 —9).
Comme o = 0,405, on a
P)y= 1,620 +4,1t7+ 1,01 17— 1,561 +0,72.

Le trindme 1,01 £ —1,561+0.72 a un discriminant négatif, donc P(t)
est positif pour ¢ = 0. On en déduit que § (y) est croissante pour y = |
et, comme (1) = 0, que  (v) est positive pour y = 1, et donc aussi ¢ ()
par (28), ce qui achéve la démonstration,
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Démonstration du lemme 3. — D'aprés un lemme de Dirichlet (¢f. [13],
chap. 5, ou [T], ¢hap, 11), étant donnés un réel £ quelconque et un nombre
A= 1. il existe une fraction rfs, avec 5 < 4 telle que | E—(rfs) | < 1/s A.
Posant ici € = B(p) et A = xj, on obtient

e

‘em—f -
& &%y

Daprés le lemme 2, la fonction ©(x) est décroissante. Pour chaque
fraction rfs comprise entre 8 (o0) = 1/2 et 0 (1)= (log 3/2)/(log 2)=0,585. . .,
il existe une seule valeur x, , telle que 0 (x.,) = r/s. Soit §’ > B tel que
2a+p = 1. Pour chaque fraction rls telle que s = x§ et telle que
Xp/2 < X, < Xy, on retire, autour de x,, une zone |x—ux, | < xf.
En dehors de celte zone, on aura

= rx_xr.u[ J"-gr xll:!llnr
[0®]  xollogxo) %

‘Hl{x}-—

Dans chaque zone |x—x,, | <, il y a au plus x5 +1 nombres
premiers, et comme 5 < xj, il ¥ a au plus x3* zones. On retire done
O (x;**") nombres premiers. Comme 2a+p' < 1, il reste donc plus
de x4/(3 log xy) nombres premiers pour lesquels (20) est vérifie,

Démonstration du lemme 4. — Soient py et ¢, les plus grands nombres
premiers divisant # avec les exposants 1 et 2. Désignons les nombres
premiers successifs entourant p, et ¢, par

P Epi<p <Py <Py <Py...

eSS4 =0,<0;<0;...

On applique la proposition 5 avec &; = py, hy = gy et x = p (par (8)) :

(29) Py =x+0(/x),
et, i cause de (8) et (13),
(30) g1 = %+ 0(/x2) = y+ 0/ ).

8i I'on choisit r < x%log x, on aura, d’aprés le lemme 1,

(31) Po=pi+0(p)=x+0(x),
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pr=x+0(x").
De méme, si I'on choisit s < y"logy, on aura
G=y+007) e Q,=y+0(y)

Avec la proposition 5, et comme par (9) x, ~ :;’.l:x, on voit que, pour
r< x"log x et 5 < »"log y, les nombres premiers ¢, ... ¢, vont diviser n
avec 'exposant 2, les nombres @y ... Q. py .. p wvee l'exposant 1,

On prend pour ¢ et & les valeurs fournies par le lemme 3. Comme
B=(14+1/2, onaw< (1-P)2<(1-1)/4, et comme ¢ > 1/3, il s"ensuit
que

Ll

sExp = ro Sl
log y
Si rfs > B(p), on considére
(32) r:1=nP[ P,‘
LS RO

Sirly < 0(p), on considérerait de mémen, =n (0 ... @I (P, -.. pI)Y;
les raisonnements seraient tout 4 fait semblables. On va montrer que

a(ny) _ oln)
ny n

(33)
On a

a(ny) _ o), 1 ' !
u;‘ [L-.( F)H"“(Hurfq?ﬂ.}})

_alm)  (1+(/x) IT.- (1+(1de)1-[. (11 +3))

no (L + ) (=) ) O +a))
et
hgm —~log@=- S+ 5;+8,
n, n
avec

=-PIB!(|+ )‘*h‘(l"'y;:_f):’hl(“‘:")(; E:) -“5
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compte tenu de (15) et de (20), car x = p;

S;=E,':,lﬂg(l+%‘)—lug(i+ ) =P E: o(%)

en utilisant le théoréme des aceroissements finis, (31) et la relation r < .
On a de méme

A i 1 -y sy ]
Sa=2- 1lug(l+ +y)_lng(lTrL+q,) - o(f_)_ ﬂ(x‘oa'”""‘)'

Les sommes 5, et 53 sont négatives, et S;+5; = @ (5/(x"* 7). Comme
B=({14+1)2 on a §+5:+5; >0, ce qui démontre (33).
Majorons maintenant a,/m,

) L O)

Ifagf-r' = 53+ 83+ 8¢,
fl

HdVEC

Sy=rlogx—slogy =slogx :_iugy)ﬁguﬁcy
5 logx x5

S, ﬂ;.ZLllogf?‘ =% Iog(l+ P'_"‘) = a(ﬁ“) = o(f%)
X X Xo Xo

So=— Tius Ing(ﬁ) == Ths 1os(1 - ﬂ)
y y
£ L x5
o) ofet)
ce qui donne
(34) 1ug’*-1=a('“gx°)+o(%)=o(i),
n x5 X *5

pour tout ¢ < min (x, ({1 —t)/2)—x). En choisissant o légérement inférieur
g (1—t)/d, et P légtrement supérieur & (I +1)/2, on peut prendre, pour ¢,
toute valeur inférieure & (1 —1)/4 = 5/48.
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Maintenant, pat (33), on a (o (n))n, = (o (0))/n; d’aprés la définition
des nombres superabondants, cela eniraine n < »" = n,, dong, par (34),

aue
n' 1
log—= 0] —].
i (ﬁ)

Comme par (2) et (29), on a
logn ~p, ~ p=2x<xq
on obtient (21}, ce qui démontre le lemme 4.

Démonstration du théoréme 1. — Soient X assez grand, et N, le nombre
colossalement abondant précédent X Soient g, associé 4 N,, et x, défini
par (8). Soient py le plus grand facteur premier de Ny, et P, le nombre
premier suivant pg. On a

No=X < Ny Py,

par (11) :
Po =Xy <Py,
et par (2) :
Po ~ Py~ log Ny,
On a donc
{35) xp~ log Ny ~ logX.

On conserve les notations du lemme 4. Si p vérifie le lemme 3, on a

Q(NP)—Q(N) > (logN) » x5,

et
0(X) = Q(No) = ¥y vicitinat e semme 3 [Q(NP)— Q(N)] -0 x5,
3logx,
On en déduit par (35)
{lﬂgX }1 +g
exlx loglogX '

Comme cette inégalité est vraie pour tout ¢ < (1—r)/4, on a aussi,
pour tout ¢ < (1—1)/4 et X assez grand,

Q(X) = (logX )",
ce qui démontre le théoréeme 1.
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5. Nombres sans cube superabondants

DfFNTioN. — Soit o* () la fonction multiplicative qui vaut
c*(p')=o(p’) sia <2 et 0*(p®) =0 si o= 3 On dit que n est un
nombre sans cube superabondant si

L *
(36) SR ' L
m n

Cette définition est équivalente & la suivante. Soit % 'ensemble des
nombres entiers non divisibles par un cube, On dit que # est un nombre
wsans cube superabondant», s p e el si mMEe W,

o(m) _on)

m n

m<n =

Les propriétés de ces nombres sont trds voisines de celles des mombres
superabondants. 5i #* est un nombre sans cube superabondant, et
s'erit n* = [ p*, on a (¢f. proposition 1) :

2zmzay ... 20,

Un tel nombre dépend done de deux nombres premiers, ¢ (le plus grand
tel que 2, = 2) et p (le plus grand diviseur premier).
On définit sans difficuliés les nombres «sans cube colossalement

abondants » Pour & > 0, il existe N_ en lequel la fonction (o (n))/(n**")
est maximale. 81 T est application de N — ¥, définie par

T{]._.[ pﬂp] - H pl'l'l.il'l. i_-:,....z:l

on a N, = T(N,). Mais il n’est pas vrai que «n superabondant » = « T (n)
sans cube superabondants ». Enfin, la proposition 5 s’adapte aisément
aux nombres sans cube superabondants. On pose :

Q% (X) = card { n* < X, n* sans cube superabondant }.

La démonstration du théoréme 1 est valable, puisqu’on ne considére
que les nombres divisant le nombre superabondant # avec un exposant
éeal 4 1 ou 2. On a done

0*(X) = (logX )" .

BULLETIN DE LA SOOIETR MATHEMATIQUE DE FRANCE



a4 P. ERDOS ET 1.-L. NICOLAS

THEOREME 2. — Sedent n* et n'™ deux nombres sans cube superabondanty
consécutify, on a

PR
lim™ >3/2=1,9,
n*

Démenstration. — Soit o entier = 6. 1| existe, d’aprés le lemme 2, un
nombre réel x tel que
1 1
@37) fl=2BY At
logx 2a

On choisit & = (log (1 +(1/x)))/log x, et N, un nombre sans cube colos-
salement abondant associé & & On désigne les nombres premiers successifs
entourant x et v (définis par (15)) par

caiPrspaspEx<P <P <Pyl

g3 L= =<0 <0, <0;5.. .

N=N'=2"3% . @2 at 0y Qs+ Pui

et les nombres sans cube superabondant n® vérifiant N < ™ < N x sont

de la forme

Qi O,
Po-vo B qp -0ty

=

r étant déterminé en fonction de s par la condition ¥ = n, < Nx. On a,
d’autre part, s = O [\/_l'} par la proposition 5.
Sis= 2 a, ona, avec (37), .
A —2a 2a g=2a
s Mol A

N xr xr—u—l xud—l _xr-u-l »

d’oh il vient

xr—a = },!—21 = 1'
et r—a > 0 c'est-d-dire r = a+1, ce qui entraine que Py, Pas o ..y Past
ne divisent pas n,. Considérons

n’ = n, Pypoo- Pn-n_

Q... 0,
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On a, par (37),
(38) np < My— =1,

et

G*{n: G*f.nl) a1 | in 1
== sl imy | 14— S | e
ny n, 1l ( ’ m)m (|+(1."(Q:'+ Q;JJ)

d’olt 'on tire, par (37) et (13) :

a*(n)) _o*(n) (1 +AF ()

3 o —
" n, n,  (1+Q*+0* n

Siy = 2 @, on voit, par (36), (38) et (39), que n, n'est pas sans cube super-
abondant. On démontre la méme chose pour n,, et il y a donc entre N
et N x au plus 4 ¢ nombres sans cube superabondants. En comparant (37)
et (19}, om a

log

d ’
log2

ce gui démontre le théoréme 2.

6. Quelques conjectures

Il semble difficile de démontrer que I'on a, pour tout n superabondant
{avec #' = nombre superabondant suivant ),

n 1

n {log n}"‘

Si le lemme 4 ne s’applique pas, on peut essayer d’utiliser les nombres
premiers autour de xg ~ .i,-" 3: mais il est difficile de voir si cela suffit
4 résoudre la question,

Il semble un peu plus facile de montrer que Q (X) < (log X)°.

On peut s'intéresser aux nombres M, ot la fonction (o {n)/(n (log m)™)
atteint son maximum. Les nombres Mq sont superabondants, mais il est
difﬁ_cile de les érudier, car la fonction log n n'est pas multiplicative. 11 serait
intéressant de savoir si les M, sont colossalement abondants.
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Les nombres superabondants, et les nombres hautement composés, sont
des mombres qui ont beaucoup de diviseurs. On peut définir d’autres
fonctions pour estimer si un nombre a beaucoup de diviseurs ;

17 Soit d, le plus petit diviseur de » pour lequel on a

{40) Yain aza,d 2 m

On pase f(n) = n/d,. Si n est déficient (¢est-i-dire si o (n) < 2n), on a
d, = n et f(n) = 1. On peut montrer que, poure > Oetn > my(e). ona

Fin)y < exp(l +E}Iw.
log,n

et qu'il ¥ a une infinité de n vérifiant

Fin) 5 exp (1 —e) B2 P08
log, n

Pour démontrer ces formules, on remarque que 'on a

l
Z.ﬂn,.i;_r{n}E} 1,

ce qui entraine

1
EJ(H]&M.MH!E? 1

ol A est I'ensemble des nombres qui ont mémes facteurs premiers que n,
et ¢ sa fonction caractéristique. On évalue cette derniére somme & |'aide
du résultat de DE Bruun [1] @ v étant donné, pour x > x, (), le nombre
dentiers d < x, composés de nombres premiers = x'%, est compris

entre x/(kD'™" et x/(kD'T, ceci pour k=k(x) < .h.f log x.
2° Soit
1
g(n) = max ;(Eiln.d&md}-

1=m=n

Onag(n) = a(n)/n, avec égalité si m est une puissance de nombre premier.

Quel est I'ensemble des n pour lesquels g (n) = o (n)/n? Il semble que
cet ensemble ait pour densité 0, et que 1'on ait lim 1/X Y., g(n) = co.
Il est méme probable que I'on ait limg(n)/n = oo pour presque
tout n (¢f. [16]).
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On peut introduire 1a fonction A (1), une des valeurs de m pour laguelle
le maximum est réalisé :

I
gln) = ﬁﬁ}(zﬂn d54 () d).

On a lim A {(#) = +o00, mais, pour tout & > 0, lim A (n)/n* = 0. Proba-
blement, la densité des entiers vérifiant A (n) < n® est une fonction de o

La fonction g est supermultiplicative :
((nnz)=1) = (g(nyny)=gndeglng)).

Pour obtenir de grandes valeurs de g (i), il faut choisir des nombres n
avant beaucoup de diviseurs entre m/2 et m. On a en effet :

1 1
23’("] = max, e (Zd' |momjz<dsmd) S gLN).

Soit d () le nombre de diviseurs de n. Pour un certain 1, il ¥ a au moins
(el (n) log 2)log n diviseurs de n entre my/2 et m, et cela montre que

log2 din
g{n} = _E_ .L].’
2 logn

Soit m = 2.3, ..., p le produit des & premiers nombres premiers. On sait
que k ~ log nflog log n. 8i d est un diviseur de n, log d est la somme de &
variables aléatoires prenant les valeurs 0 ou log p;; d’aprés le théoréme
central limite des probabilités, il ¥ a plus de ¢, d (i) diviseurs de »n dans
Tintervalle

\.fﬂ,llﬂnl-‘kﬁunnlﬂt Mi!ll v{'nec-;'\."r ogn log n-gn’

et, en reprenant le raisonnement précédent, on en déduit que

cd(n)

« logn log lngn‘

D’autre part, le théoréme de Sperner dit (¢f. [15], et [3], tome 2, p. 114) :
dans un ensemble a4 m éléments, si des parties 4y, ..., d, sont telles

gin} =
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qu'aucune d’entre elles n'en contient une autre, leur nombre A vérifie ©
h= ([ ::2]) Le nombre maximal de diviseurs den = 2, 3, ..., p, compris
m

entre m(2 ¢t m est donc majoré par . cela montre que
'lf . ([-‘5.'"2])
luglogn

giny= ¢ :i'{n‘_l\/
logn

Le théoréme de SPERNER a été généralisé par DE Bruun [2], si
n=pi'p3 ... P la plus grande famille de diviseurs de n, tels qu’aucun
d’entre eux n'en divise un autre, esl obtenu en considérant les nombres

f: I .Piml 0 = ﬂi = o el ll"': [ |-'1al:l

3* Soit h(n) = Y ucyid On a hin) < {d{n}’z}JE, et on peut

montrer que fi{n) = o (d {n}\;nj avec le théoréme de SPERNER ou sa
généralisation. Pour tout £ > 0, on a, pour w= 2, 3, ..., p, assez grand -
hin)

21 1—&) (laga/log loga)
\/ n

Montrons un résultat un peu faible :
Soit p un nombre premier assez grand, et soit p; = p. oy Pas oo P = 4
les nombres premiers suivant p. On choisit & = [p"?/2 log p]. On a, d aprés
lelemme 1,4 < p+p, ce quientraine ¢* ~ p. Onpose : n = p, P + -+ Page

1
Ilya 5 (2;) fagons d’écrire = ww, u < v, & et v ayant chacun & facteurs

premiers, et 'on a toujours

k
ul? = p—; L pour p assez grand.

Jn o472

On a
2k \/ﬂ ik
P L
d’ol
logn
~ (logn)*, ko ——
e Cagy 6loglogn

et i (n) = 2013 —«) logu{lop logm} poyr 5 assez grand.
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L'étude des grandes valeurs de f(n), g (n), i (#) nous améne 3 considérer
les nombres f, g ou &t hautement abondants (voir Introduction). On peut
espérer montrer qu’a partir d’un certain rang, ces nombres sont divisibles
par n'importe quelle puissance de nombres premiers, mais il semble diffi-
cile d’en dire plus.

On peut etudier les nombres pour lesquels 'inégalité (40) est une égalité,
c'est-A-dire les nombres n tels qu’il existe m avee

Yaimazmd =n  ou encore Z“m,,h.l_ L
d n

Lorsque m' =1, on trouve les nombres parfaits {(a(n) = 2n),
Les autres nombres de ce type inférieurs a4 10" sont, avec entre
parenthéses la valeur correspondante de o (n)/n, 24(5/2); 2016 (13/4);
8190 (16/5); 42 336 (853/28), 45 8o4 (85/28); 392 448 (37/12) et
T14 240 ( 143/40),
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