Eine Folge ganzer Zahlen @, < --- heiBle primitiv, wenn «; t g; fiir alle a; < g; gilt.
Behrend und Erdés [1] zeigten vor mehr als dreiBig Jahren, daB fiir primitive Zahlen-
folgen (C, ¢, ¢’, Cy, ... sind positive absolute Konstanten, die wenn sie in verschie-
denen Stellen vorkommen, nicht unbedingt denselben Wert haben)

T ::_ < clog x/(loglog x)"* (1)
ﬂ'l-CX i
und
. —— ()
r a; log a;

gilt. Kiirzlich zeigten wir [2], daB fiir unendliche primitive Zahlenfolgen

. 1 log x =g .
lim Y —(;”2) =0 (3)

x=w a;<x a; \(loglog x)

gilt. Bekanntlich lassen sich (1) und (3) nicht verschérfen.
In einer anderen Arbeit [3] zeigten wir, daB (1) auch dann noch richtig bleibt, wenn
wir nur voraussetzen, daB die Gleichungen

[ais aj] = ara ai < aj < ar (4)
oder
(a;,a;) = a,, a. <a; <a (5)

unldsbar sind. Weiter zeigten wir in [3], daB eine unendliche Folge @, < --- existiert,
fiir welche (4) nicht 16sbar ist, aber fiir jedes x
Y 1> c'x/(loglog x)** (6)
ap<x
gilt. Aus (6) folgt sofort, daB wenn (4) unldsbar ist, die Reihe (2) nicht konvergieren
muB. Es war fiir uns eine groBe Uberraschung, als wir zeigen konnten, da3 wenn (5)
unldsbar ist, (2) gilt; daher benimmt sich die Gleichung (5) ganz anders als (4) [4].
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In dieser Arbeit zeigen wir folgenden
Satz. Ist (5) unlésbar, so gilt (3).
Bevor wir den recht komplizierten Beweis angeben, méchten wir noch einige
Bemerkungen machen. Es sei ¢; < -+ eine Folge, fiir welche
aiq = a;, plg) > Pla,) (7

unlésbar ist. (P(n) ist der groBte, p(n) der kleinste Primfaktor von n.) Dann gilt (2).
(Dies ist ein Satz von Alexander, siche auch [4].) Wir werden jetzt zeigen, da wenn
(7) unlgsbar ist, (1) nicht gelten muB. Wir werden sogar zeigen, daB wenn g(x) be-
liebig langsam gegen Unendlich strebt, immer eine Folge existiert, fiir welche (7)
unlésbar ist und doch fiir unendlich viele x

1 5 log x

= (8)
ai<x a;  @(x)
gilt. Dies ist offenbar die bestmdgliche Abschitzung; denn aus (2) folgt
Y g o(log x).
a;<x d;

(Diese Tatsache erschwert den Beweis unseres Satzes.) ¢; sei eine beliebige Folge, die
gegen O strebt, und x; strebe geniigend rasch gegen Unendlich. Unsere Folge besteht
aus allen Zahlen

x; < a<xte Pl =x%% 1= L2
die fiir jedes j < i keinen Teiler in den Intervallen (x;, x;! ) haben. Es ist klar, daB
fiir diese Folge (7) unlgsbar ist, und aus [5] folgt leicht, daB wenn &; geniigend lang-
sam gegen 0 und x; geniigend rasch gegen oo strebt, (8) fir unendlich viele x be-
friedigt ist.
Nun beweisen wir unseren Satz. Der Beweis wird Methoden anwenden, die wir in
[3] und [4] angewendet haben. Es sei (exp z = &)

J(n) = exp ((logm)""*°)
Lemma 1. Es gilt
% 1 0( log x ,
a loglog x

wobei in Y die Summation iiber die a, < x erstreckt ist, fiir welche (p Primzahl)

¥ Ix llc»glog a €
plag 2
p<Jag)

ist.
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Offenbar gilt

.1 .1 g &
Y=Y+ (10)
a ay 'k

a

. log x . log x 3 ;
wobei g, < exp| —————— )Jin Y ;undexp| ———— | < @ = xin ) 5 ist.
: p((loglog x)z) - ((loglog xf) SR
Fiir ) ; haben wir die triviale Abschitzung

o1 1 log x
Ela_ = 2 5 o(logli x)' b
i logx n
£ T {(lo;:gxlz) B

Fiir die g, in )5 gilt wegen (9)

1 log x 1
1 > =loglog|exp| ——=———— 1} > —loglog x.
& 173 g( P ((loglog x)z)) 3 ¢

p<f(x}

Daher erhalten wir durch eine leichte Rechnung (aus dem bekannten Satz von

Mertens)
1 1 ¥
2 (;+ -+ - /t!
t> Eloglogx PESX) P
3

< cflogx)®™® ¥ (k’—g"’ﬂ‘ 5 cl)/t! = o( o ) (12)

10 loglog x

< 1,1
Yi—< ] (1+—+—2+---)
a fx)<psx P D

k

1
T>— x
3101;103

Lemma 1 folgt aus (10), (11) und (12).

Lemma 2. Es gilt

Z,, _1_ — i log x ,
a loglog x

wobei in Y die Summation iiber die ay, erstreckt ist, fiir welche

Y 1< %loglog a (13)
P:}ﬂ(’;k)

ist,

Der Beweis von Lemma 2 ist dem von Lemma 1 sehr dhnlich und kann dem Leser
tiberlassen werden.

6  Turin, Abhandlungen
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Es sei nun b, < -+ die Teilfolge von a, < -, deren Glieder weder (12) noch (13)
befriedigen. Um unseren Satz zu beweisen, geniigt es wegen Lemma 1 und 2,

5 - o (14)
bi<x b, loglog x

zu zeigen.
Der Beweis von (14) wird nicht ganz leicht sein. B(b,) ist eine Teilfolge von b, < :--,
die wie folgt definiert ist: 5, € B(b,), wenn b, das gréBte b ist, fiir welches

by = by, plg) > f(by) (15)

ist. B sei die Teilfolge der Folge b, < ..., deren Glieder sich fiir kein k in der Form
(15) darstellen lassen.

Lemma 3.

| log x
—=o0o[l—————— .
Z by ((loglogx)m)

Der Beweis von Lemma 3 ist genau dem Beweis von (3) nachgebildet (siehe [2]),
kann also unterdriickt werden. (Wegen Lemma 1 und 2 kann Lemma 2 von [2] an-
gewendet werden.)

Um (14) zu beweisen, miissen wir nun

1

b;eBb) b
by=x
abschétzen. (14) wird (wegen Lemma 3) bewiesen sein, wenn wir zeigen konnen, dafl
fiir jedes £ > O und x > xy(e), b, = b,(2)

il omailinglug 2, (16)

k bieBiby b;
besx

gilt, wenn b, = b,(<) geniigend groB ist. (Offenbar diirfen wir b, = b,(¢) beliebig
groB3 annehmen, da wir notigenfalls die kleinen b einfach weglassen kénnen; leider
diirfen wir aber nicht &, > f{x), f(x) = o zusammen mit x — oo voraussetzen, und
die Tatsache, daB3 wir dies nicht diirfen, macht unseren Beweis viel komplizierter.)

Es seien b,q; = b, die Zahlen von B(b,). Wie in [4] gilt(g;,, ¢;,) # 1. Wenn ndmlich
bug;, = bi,, by, = by, (g5, q;,) = 1 wire, so wire (b, , b)) = b,, was unserer
Voraussetzung widerspricht. Daher gilt fiir die Zahlen von B(b,)

bk'?f: ;’ = 19 veuy (4111 Q_fz) * Is P(q_r) > f(bk) (17)
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Die k teilen wir nun (wie in [4]) in zwei Klassen. In der ersten Klasse sind die &,
fiir welche es ein g, gibt, so daB

1 < 1
rla; p f(bk)lju

(18)
ist.

Es seien py, ..., p, die Primfaktoren von g;. Wegen (17) sind alle Zahlen der Form
byg; von der Form b, p;r, wobei i eine der Zahlen 1, ..., r ist. Es sei jetzt i fest, und wir

betrachten die Zahlen

bepity”, j=1,.., bpit{” < x.

Offenbar gilt (¢§7, ¢)) + ¢, fiir jedes j; < j, < j,, dasonst (a;, @;) = a, wire mit

a, = bpit P r = 1,2, 3, was unserer Voraussetzung widerspricht. Daher folgt
nach 3] (¢{” < x/b.p,)

1 x ] O clog x
— < clog~—/(loglog — < —. 19)
T £ bep; JI[( Eoe kai) (loglog x)''* :

Wegen (18) und (19) folgt daher, wenn k zur ersten Klasse gehort,

L= Z 1 & ¢ log x (20)

naysxbyg; =1 bkqifju) bk(f(bk_))l 2 (loglog x)'"?

SchlieBlich folgt aus (20) (in ) , geht die Summation tiber alle k der ersten Klasse)

1 clog x 1
B S 5 >
;1 szkqj (loglog x)'* % 1!7,J‘"(1E:,,L}""2

clogx = 1 g log x
(loglog x)/* o535, n(f(n))"'* 4 (loglog x)

T (21)

wenn b, = b, () geniigend groB ist.
Um unseren Beweis zu beenden, miissen wir nun zeigen, dafB3 fiir 6, = b,(¢)

1 3 log x
S NS .. 22)
gz ;bkq_; 4 (loglog x)'/* (

ist. In } , lduft die Summation iiber alle k& der zweiten Klasse, also iiber die k, fiir
welche fiir alle Zahlen (17) von B(b,)

1 1

4. . (23)
D%JP (f(bk))”z

gilt,
6%
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Wir nehmen nun an, daB (22) falsch ist, und betrachten die Zahlen der Form

hgi; Tl 24

wobei byg; von der Form (17) ist und k alle Zahlen der zweiten Klasse durchliuft.
Es seien u; < -+ < u; < x die Zahlen (24), der GroBe nach geordnet. Fiir jedes u,

gibt es wegen (23) und (24) ein Z = Z(u;) = f(b;), so daB

1 1
|Z p- @7

v

(25

ist.

Es folgt leicht aus (25), daB fiir jedes «; ein ganzes ¢z existiert mit 2¢ > 1f(b,), so daB
u; mindestens zwei Primfaktoren in (2, 2°*!) hat. Daher folgt durch eine leichte
Rechnung (in 3" lduft ¢ iiber die Zahlen 2 > 4£(5,))

5 <y, Z0) Ba <2y (3 )

i=1 u,— t p n=1 : 2=<p<2"1p
< clogxy 1—2<nlogx (26)
!

fiir jedes feste y, wenn &, = b,(e, ) geniigend groB ist.

Um (22) zu zeigen, werden wir nun beweisen, daB unter der Voraussetzung, daB
(22) falsch ist, fiir geniigend kleines # = #(e) (26) ebenfalls falsch sein wiirde. Dieser
Widerspruch wird dann (22) beweisen. Zuerst beweisen wir

Lemma 4, Es sei S eine Menge von n Elementen und A, ..., Ay, k > c12“;’\fn Teil-
mengen von S, so daf

AnAr=4, i%r, j£r (27
unmoglich ist. Es seien By, ..., B, diejenigen Teilmengen von S, die mindestens ein
Ay, i =1, ..., k enthalten. Dann gilt | > ¢,2" mit ¢, = c,(c,).

In [2] wird ein dhnliches Lemma bewiesen (Lemma 3), aber unser Lemma ist
stirker, denn in Lemma 3 von [2] wird an Stelle von (27) 4; ¢ 4, verlangt, und die
Bedingung (27) ist offenbar schwicher.

Unser Beweis von Lemma 4 ist dem schénen Beweis von Kleitman [6] nachgebildet.

Essei S = S,US,, |5 = B—], 18, = [" —; I}(|A| bedeute die Anzahl der Elemente

von A). Essei 4,n S; = B, 4;,n S, = B, Fiir jedes X = S, betrachten wir die
Familie Fy , der Mengen 4; mit B{"” = X, fiir Y = S, sei F; , die Familie der Mengen
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A, mit 4, S, = B? = Y. Die Familie Fy ;, > Fy,; ist nun wie folgt definiert:
Ay Fi fiir ;A S, = X, und 4; N S, ist in keinem 4, S, mit 4, S; = X
enthalten. Die Familie Fy' , < Fy, , ist wie folgtdefiniert: 4, € Fy , fir4; n S, = ¥,
und 4; N Sy ist in keinem 4; N §; mit 4; n S, = Y enthalten. Die Familien Fx ; und
Fy ,haben offenbar die Spernersche Eigenschaft [7]:

Ist A;€ FX,,, Ay Fx,, dann gilt 4, & A;, und dasselbe gilt fiir Fy',.  (28)

Es ist leicht zu sehen, dalB jedes 4, in
Li) Fx.1 LyJ FY. (29)

enthalten ist. Denn wire z. B. 4; nicht in (29) enthalten, so wiirden wir 4; N S; = X,
A; n S, = Y betrachten. Da aber A; nicht in Fy, U Fy, enthalten ist, existieren
Mengen 4;, € Fy.1,A;,€ Fy,mit 4, n S, > A, S;und 4;, 1 S; 2 A; n S,. Dann
gilt aber offenbar (wegen 4;, N S; = X und 4;, n S, = Y) A; n A;, = A;, was
der Voraussetzung widerspricht.

Wegen (29) konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daf}

[VE:AF3-
| X

o =
>->19%./n 30
523 In (30)
ist. Wegen (28) folgt aus dem Satze von Sperner [7] fiir jedes X = S,

n+1

IFE| < [ 2 ] < 3 2"V n. @)
n+1

]

Also folgt aus (30) und (31) durch eine leichte Rechnung, daB fiir mindestens &, A

Mengen X < S, (da 2"* die Anzahl der X < S ist)

|Ffal > s 2721/ (32)
ist. Es seien
A vondey FoealPhin

die Mengen von Fy';. Keine zwei der Mengen A;,nS; = B,j =1, ..., renthalten
einander. Daher ist die Anzahl der Teilmengen von S;, die mindestens ein B;, ent-
halten, nach Lemma 3 von [2] gréBer als ¢ 2"2_ und da dies wegen (32) fiir mindestens
¢,2"* Mengen X < S, geschieht, erhalten wir durch eine leichte Rechnung, daB die
Anzahl der Teilmengen von S, die mindestens ein 4;,# = 1, ..., k enthalten, grofer
als ¢,c62" = ¢,2" ist; dies beweist Lemma 4.



86 P. Erdds, A. Sarkézi und E. Szemerédi

Mit Hilfe von Lemma 4, Lemma 3 von [2] und der Methode von Kleitman [6] kén-
nen wir folgenden Satz beweisen: Essei|S| = n, 4, = S,i =1, ...,k k > c-,2",f\-"fn, ein
System von Mengen, fiir welche (27) unméglich ist. Es sei 4;, , ..., 4; die Menge der-
jenigen A, die kein anderes A;,i =1, ..., k als Teilmenge enthalten. Dann gilt
r > cgk, cg = cglcs). '

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir hier nicht eingehen.

Lemma 5. Es sei I, < --- < [, £ x eine Folge ganzer Zahlen, fiir welche (I;, 1)) = |,
in verschiedenen Zahlen I unlésbar ist und fiir welche

k
Zl
i=1

gilt. Es seienu, < - < u, £ x die Zahlen von der Form

> ¢ log x/(loglog x)**

—

lit, r<;, I= Lo o0

i
Dann gilt
B
l ]
Y —>c'logx,
=1 U;

wobei ¢ nur von ¢ abhdngt.

Lemma 5 folgt aus Lemma 4 (wenn wir von unwesentlichen Abdnderungen ab-
schen), wie Lemma 1 von [4] aus Lemma 3 von [4] folgte.

Die Ungleichung (22) folgt nun sofort aus Lemma 5. Die / seien die Zahlen der
Form {b,q;} von (22). ¢ sei gleich £/4, und wenn 7 geniigend klein ist, widerspricht (26)
dem Lemma 5. Dieser Widerspruch beweist (22). Die Ungleichung (16) folgt nun aus
(21) und (22), und damit ist unser Satz bewiesen.
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