EGY GRAFELMELETI PROBLEMAROL
ERDOS Pir és RENYI Avrrrén

Bevezetés

E dolgozathban egy grafelméleti lalol)lema\ al foglalkozunk. amelyre
a kivetkezd kérdés vezet: mpgadott szamu repiilétér kozott rendszeres (oda-
vissza) légijaratokat kiv dnunk létesiteni oly médon, hogy barmely repiilGtér-
rél barmely masik repiil6térre vagy kozvetlen jarattal (leszdllas nélkiil), vagy
egyetlen atszdllassal el lehessen jutni, azonban a repiilGterek ka.pacitésa.i
korlatozottak, vagyis el6 van irva, hogy egy repiilGtér legfeljebb hany més
repiilGtérrel allhat kozvetlen légi ]\a.pcqnl‘lthan kérdés, hogvan lehet a széban-
forgd légi hdlézatot igy megtervezni, hogy a fenti feltételek teljesiiljenek és
egyben minél kevesebb légi jaratot kelljen 1étesiteni? E feladat grafelméleti
megfogalmazasihoz a kovetkezdképpen jutunk el: minden repiil6térnek felel-
tessiink meg egv pontot: ezek lesznek a graf szégpontjai (vagy réviden: pontjai).
Jeloljiilk a repiilterek szamat n-nel, akkor tehat a griafnak = pontja lesz.
Két pontot kossiink Ossze egy (nem iranyitott) éllel, ha a megfeleld repiils-
terek kozott kozvetlen légi kd)_)c-‘-:n]at all fenn. Az igy létrejove (parhuzamos
élek és hurkok nélkiili, nem iranyitott) grafra a feltételeink azt kivanjak meg,
hogyv a pontjai fokanak (v a]enma]anak) maximuma egyv megadott ‘szammal
(amelyvet k-val jeloliink) legven egvenls és ugvanakkor a glai atmérgje”
legfeljebb 2 legyen. Egv (6sszefiiggd) graf atmérdjén azt a legklsebb d szamot
értjitk, amelyre igaz az, hogyv a grat barmely két pontja osszekothetd egy
legfeljebb d élbal allé Gittal. (Utnak nevezzik a P; Py, (i =1,2,...,5)
élek sorozatat, ahol P, ..., P, a graf kiilonb6z6 pon’t]al ) Méarmost adott
7 és b mellett az GSSZPS_. a feltételeknek eleget tevd grafok koziil (ha ilvenek
egvaltalin vannak) keressiik azokat, amelyek éleinek szdma minimdélis. Ezt
a minimdlis élszamot, amely nyilvan kizdrélag az » és & szamoktdl fiigg,
F,(n, ;{} val fogjuk jelolni. Ha G, jelol egy tetszbleges n szdogpontu grafot,
15 , Pp ennek pontjait, »(P)) jeloli a P; pont fokdt ,-ben (vagyis
@, azon pont]amak szamat, amely L’ka-l P, 03‘329 van kotve egy éllel), d(G,)
jeloli a G, graf atmérgjét, és N (G,) az éleindk szamat, akkor tehat H,(n, k)-val

jelolve azon n adott P, ..., P, szigpontbdl LepethtO grafok halmazat,
amelyekre d((,) < 2 és max o(P)) = F,
1=j=n
(1) Fyn, k)= min N(G,) ,
Gn€Hy(n, k)

feltéve, hogy a H,(n, k) halmaz nem iires; ellenkezé esetben legven Fy(n, k) =
= +oo. A kettes index Fy(n, k)-ban ill. H,(n, k)-ban arra utal, hogy legfeljebb
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2 atmérsjli grafokrol van szé. A feladat ugyanis nyilvan dltalanosithatd oly
madon, lmc\ ahelyett, hogy barmely repiil6térrdl el lehessen jutni béarmely
misikra l{‘UfehPlﬂ: egy atszallassal, esak annyit kotiink ki, hogy legfeljebb r —1
atszallassal el lehessen jutni, ahol » = 2. Masszéval keressiik az » szogponta
grafok koziill, amelyekben a pontok fnl«mak maximuma £ és amelyek dtmérdje
legfeljebh r. azokat, amelvek minimalis szamu élbél dllnak. Ezt a minimalis
élszdmot F(n. F)-val jeloljiik, tehat

(2) F.n k)= min N(G,),

G € H(n, k)
ahol H (n. k) azoknak a P,.....P, szogpontokbél képezett @, grifoknak
a halmaza. amelvekre d((,) < v és max »(P,) = & (Ha H (n, k) lires, ugy
Fn, k) = —o0.) l=j=n

E dolgozat 1. és 2. §-dban az » = 2 esettel foglalkozunk. Az »= 2 esetre
xonatknzzol.w csak a 3. §-ban tesziink néhany 1119,r_rjegvz.est ezen kérdés részle-
tes dh?kusuﬂoy\ta eav tovabbi dnlm)za,than szandékozunk visszatérni.

Az 1. §-han nwmlzsga]}uk az Fo(n, k) figgvény viselkedését abban
az esethen, ha n és k nagy szamok, és Fy(n, k)-ra aszimptotikusan pontos képle-
tet adunk meg. A 2. §- Imn egy konstrukeiés eljarast ismertetiink, amely bizo-
nyvos a-x?lmptntll\man legjobh megoldasokhoz vezet.

Megjegvezziik, hogyv ha talaltunk egy minimdlis élszdmu Ie,qfel]ebb 2
dtmérGjti n szogponti grafot, amelyben a pontok fokénak maximuma k,
és adva van » kijelslt pont, akkor ezen pontokhoz az emlitett graf ezogpont]alt
még n! kiillonhozé modon 1endPthTJuk hozza. Ezen hozzarendelések koziil
kivalaszthatunk egy olyat, amely még valamely més szempontbdl is optimalis.
Igyv példaul ha adva vannak a repuloterek kozotti tavolsigok, azon légi
Osszekottetés halozatok koziil, amelvek az adott feltételek mellett minimalis
szamu jaratbol dllnak, kivdlaszthatjuk azt, amelynél a jaratok dsszhossza
minimalis.

A feladat felfoghaté nem-linedris programozasi feladatként is. Legyen
E = (¢;) egy n X n-cs 1 és 0 elemekbdl allé szimmetrikus matrix, amelynek
dl'ig()]lalb elemei 1-gvel egvenlGk és sordsszegeinek mammuma I+ 1, tovabba

rn
az E? matrix minden eleme > 1; ezen feltételek mellett a /\1 > &, Osszeget
kell minimalizalni. =S

Mi a kérdést grafelméleti fogalmazasban vizsgaljuk.

A felhasznalt médszerek mind elemiek, a pmhlenn természetének meg-
felelGen, a konstrukciénal azonban a véges testek, ill. véges geometridk elméle-
tét is felhas?naljuk Kz nem az elsé eset, hogv grafelméleti problémék megol-
dasanal a véges testek elmélete alkalmas heo‘edewkoznok bizonyult; a grafok
1-;21111111@&11]&1&, vonatkozd vm&,c_mldtamkban [1] is hasonld tapasztalatokat
szereztiink. (Lasd tovabba a [2] dolgozatot.)

A 3. §-ban néhiny 2 dtmérdji gréafokra vonatkozé tovabbi eredményt
és néhdany momldatlan problémat is megemlitiink.

Eziton is koszonetet mondunk GALLAT TTBORnak értékes megjegyzéseiért,
amelveket a végleges fogalmazasnal felhasznaltunk.

1. §. Néhany egyenlétlenség

ElGszor azt a kérdést vizsgaljuk, hogy mely n, b szdmpérokra létezhet
egvaltalan n szogponti, 2 4tmérdji graf, amelyben a pontok fokdnak maxi-
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muma k. Legyen G, egy ilyen graf és legyenek P,, , P, a G, graf szogpontjai.
Egy tetszolf-gew pontbdl, pl a P, ponthol felte\ és szemlt legfeljebb £ él indul
ki, vagyis P,-bél 1 hosszisagu (eov élbdl 4ll6) uttal legfeljebb £ pont érhets el
AP pnntbol 2 hosszisagni {ket "8l allo) uttal elérhetd pontok szama nyil-
vin locfe]jebb akkora, mint a Py-bol egy éllel elérheté pontokbdl egy éllel
elérhetd és P-t6l kiilombozo pontok szama, és igy P;-bél egy vagy két élhol
4ll6 uttal elérheté pontok szama legfeljebb k L k(k — 1) = k2. Feltevés sze-
rint azonban minden P;-t6] kiilonboz6 pont elérhetd P,-bél 1 vagy 2 hossziisagi
uttal, tehat fenn kell dllnia az

(L.1) n<k*+1

egvenlGtlenségnek. A fenti bizonyitisbol az is nyilvdnvalé, hogy (1.1)-ben
egvenlfség csak akkor allhat ferm, ha minden pont fokszdma £, vagyis
F-adfokt regularis graf esetében.

Az egvenl6ség (1.1)-ben £ = 2 és k£ = 3 esetben elérhets; £ = 2 esetében
az Otszogpontt korre, k=3 esetében az an. PETERSEN-féle grifra (lasd 1.

——

1. abru 2. dbra

abra) A. J. Horrman és R. R. SINgLETON [4] megmutattdk, hogy & = T-re
is elérheté az egvenlGség (1.1)-ben, és bebizonyitottak, hogy a b = 2,3 és 7
értékeken kiviil legfeljebb még k = 57-re létezhet &2+ 1 szdgpontd, k- adfoku,
reguldris, 2 atmérGji graf; hogy wvaléban létezik-e ilven graf k& = 57-re, az
nvitott kérdés.

Mivel ismeretes, hogy egy grafban a paratlan fokszamu pontok szama
paros kell, hogy legven, tehat ha n és k paratlanok, akkor (1.1)-ben nem allhat
egvenldség; ez ese otben kell a grafban lenni legalabb egy legfeljebb & — 1
fok pontnak és igy ha n és k paratlanok, akkor az

(1.1%) n<kk—1)+1

egvenlGtlenségnek kell fenndllni. Az (1.1%) egyenl(jtlenség teljes altalanos-
sagban szintén nem javithaté, mert példdul (1.1’)-ben egyenldség all fenn, ha
k=3 n=7(lasd 2. abra). Mindharom példaképpen emlitett graf egyvben
minimélis élszamu is és igy F,(5.2) = 5, F,(10,3) = 15, F,(7,3) = 9. Az els6
két esetben ez az alabbi 1. tételbél k{jvetkezik; azt, hogy F,(7,3) = 9, késtbh
fogjuk bizonyitani.

A mondottakhbél az is latszik, hogy ha k(n) jeloli azt a legkisebb % sza-
mot, amelyre létezik » szogpontu 2, atmérdjli graf, amelyben a szégpontok
fokdnak maximuma k-val egyvenls, akkor k(r) nem monoton fliggvénye n-
nek, ugyanis k(9) = 4 de k(10) = 3. Mindenesetre lathaté (1.1)-bél, hogy
teljesiilnie kell a k(n) = J/n — 1 egyenl6tlenségnek.

11 & Materatikai Kutatd Intézet Kozleményei VII. B4,
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Most be fogjuk bizonyitani a kivetkezd tételt.
1. Tétel. Fenndll az

n
~2] nin—1)
k 2k

(1.2) Fyn, k) =
eqyenlitlensig.

_ Bizonyitas. Legyen (¢, egy n szogpontu 2 &tmérdji graf, amelyben a pon-
tok fokanak maximuma k. Legven &, éleinek szama N.

Szamoljuk meg a legfeljebb 2 hosszusdgh utak szdmat (,-ben. 1 hosszi-
sagl 0t nyilvan N szdmi van; olyan 2 hossztisdgi 1it, amely egy kijelolt élt
tartalmaz, nyilvan legfeljebb 2(k — 1) van;ilyen médon, figyelembe véve, hogy
minden 2 hosszusagt ut két élt tartalmaz és igy az el6bb kétszer lett szamolva,
a 2 hosszisdgi utak szama legfeljebb (k — 1) N, vagyis a legfeljebb 2 hosszu-
sagn utak szama legfeljebb £N. Marmost barmely két pontot Gsszekot legfel-

{
jebb 2 hosszisdgt ut és igy kell, hogy teljesiiljon a kN = l f egvenlGtlenség;

ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk.
Az (1.2) egvenlGtlenség teljes dltaldnossighan nem javithatd, hiszen
n(n—1)

5 és az oOtszogpontu kornek valoban

nin —1)
2k

az n = 5, k = 2 esetben

)

5 éle van, vagy pl. » = 10, k = 3 esetben = 15 és az 1. Abran lathatd

Petersen-grafnak valéban 15 éle van.

Az (1.2) egyenlStlenség F,(7,3)-ra a 7 alsé korlitot adja. Ez azonban
nem érhetd el. Ugyanis mivel a paratlan foka pontok szdma minden grafban
péros kell, hogy legyen, egy T szdgpontii grafban nem lehet minden pont foka
3. Egy 7 szogpontn, 2 atmérdji grafban, amelynek pontjai fokdnak maximuma
3, kell tehdt, hogy legyen legalabb egy masodfokd pont. Az ugyanis nyilvan-
valé, hogy els6 foku pont nem lehetséges, hiszen egy grafban, amelyben a
pontok foka legfeljebb 3, egy els6 foku ponthél legfeljebb 5 pont érhetd el
legfeljebb 2 hosszisdgi uttal. Ha csak egy masodfokd pont volna, akkor a

y , 6-83 -2 . .
graf éleinek szama 7—‘_ = 10 volna. Ha viszont egynél t6bb masodfoku
pont van, akkor a mésodfokli pontok szdma 3 vagy 5 volna. Az elsé esetben

4-3+3-2 . ; ;
a grafnak —)?— = ¢ éle van. Ez val6ban lehetséges; egy ilyen (2 atmé-
réjti) grafot abrdzol a 2. dbra. Ha 5 misodfoku pont volna, akkor az élek
2.3+ 5-2

szama - = 8 volna. Az ilyen grédf azonban nem lehet 2 atmérdjii;

ugvanis mivel egy masodfoki ponthdl, amely egy k, és egy £, fokd ponttal
van osszekotve, legfeljebb 2 hossziisagu uttal legfeljebb X, + k, pontba lehet
eljutni, tehat barmely masodfoki pontnak ossze kellene kotve lennie a két
harmadfoka ponttal, de ez lehetetlen, mert akker e pontok nem harmad-,
hanem 6tédfokiak lennének.

Igy tehat F,(7,3) = 9 és mivel a 2. dbran lathaté grafnak 9 éle van,
tehat F,(7,3) = 9.
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Megjegyzendd, hogy az (1.1) egyenl6tlenség az 1. tételbdl is levezethetd.
Ugvanis egy n szogpontd grafnak, amelyben a pontok foka legfeljebb £,

legfeljebb -?i—l éle van; igy tehdt 2 &tmérgjii n szogponta graf, amelyben a pontok

fokdnak ma-ximuma k, esak akkor létezhet az 1. tétel szerint, ha n_}'., > f'(n—_}—)—

2= 2k
tehdt ha £? > n — 1, vagyis ha (1.1) fenndll. Az (1.2) bizonyitdsabél egyvébként
az is leolvashaté, hogyv (1.2)-ben egvenldség esak akkor allhat fenn, ha létezik
nk _ n(n—1)
> Y
vagyis ha &* = » — 1, vagyis ha (1.1)-ben egyenléség 4ll fenn. Lme]lett az is
nin —1)

n szogponti k-adfoku reguldris 2 dtmérdji graf, tehdt ha

3

lathatd a bizonyitdsbdl, hogy ha e feltétel teljesiil és létezik élii

2 atmero]u n szogpontii regularis k-adfoki graf, Ggy abban barmely két pont
egy és csak egy legfeljebb 2 hosszisigii uttal van Gsszekotve; az ilyen graf
tehat sem hdromszoget, sem négyszéget nem tartalmaz.

Az 1. tétel szerint

Fy(n, k) 1
(1.3) ._4_(&_)_]‘_ e
n(n —1) 2
A 2. §-ban be fogjuk bizonyitani, hogy az 1. tétel abban az értelemben
aszimptotikusan pontos, hogv megadhaté kj, n; szdmpéroknak (j = 1,2, ...)

olyan végtelen sorozata, hogy n;— 4 oo {es lgv természetesen k; — —|— DG)
és ugyanakkor

(14) lim Fap kil 1

Jote my(n;— 1) 2
Mint fentebb ramutattunk, (1.2)-ben egvenldség csak akkor allhat fenn,

hak = Jn — 1. Ha tehat k> n — 1, akkor sziikségképpen F,(n, k)}m.

2k
Most be fogjuk bizonyitani, hogy ha % lényegesen nagyobb, mint |'n — 1,
akkor Fy(n, k) nemecsak nagyobb kell, hogy legven, mint n(nz;—]) , hanem

e szamnak kozel a kétszeresénél is nagyobbnak kell lennie. Ezt fejezi ki a
2. Tétel. Legyen k*> 8n, akkor

(1.5) Fo(n, x)>—i_—ll.

L—}-—

Megjegyzés. A 2. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy a 2. tétel aszimptotiku-
san pontos.

A 2. tével bizonyitasa. Legven @, egy n szogpontu 2 &tmérdji graf,
amelyben a pontok fokdnak maximuma k. Jelélje r a @, graf azon pontjainak
szamat, melyek foka >£;’2 magukat e pontokat jeloljék P, P,, ..., P,.
Legyenek Q,, Qs ..., Q,_, a G, graf tobbi pontjai. Jelolje N a G, graf éleinek
szdmat. Jelélje aj @, azon éleinek szamat, amelyek egyik végpontja P, mésik
végpontja pedig a @, ..., @,_, pontok egvike; jel6lje tovabba y, a Gn graf
azon éleinek a szamat, amP]} ek egyik végpontja @, masik végpontja pedlg a
Qoo @y Qusqy - .-, @, pontok egyike. Akkor

11*
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1 n-=r rofopt n=r i | ]
(1.6) = ‘y;+2(f— «Lh%[ I;
= (= ;% 2] 2 |

ugyanis barmely @, és @, (i # j) pont vagy egy éllel van dsszekotve, vagy egy
Q: P, Q; 2 hossziisdg, dttal, vagy egyv ¢; @, @; (h =14, h = j) 2 ]10=s-7u5dgu

uttal. Tehat tekintve, hogy ;i < k(i =1, ...,7) ésy, g%(f =1, ....,n—7r),
.I(‘ n—r r -
(1.7) = ‘:‘ y, + f.:_,\.:rrj-‘; (n—7)(h —r—1).
= k=1 j=1
Mivel
r ]_ n—r
= l;‘i‘j Dy=\
F=1 = h=1
tehat azt kaptuk, hogy
(1.8) INzZznm—rin—r—1)>nn—1)—2m.
Marmost nyilvan
(1.9) Li <IN
és gy )
N = ﬂn - l]
; + 8 H

Ezzel a 2. tételt bebizonyitottuk.

\1?0'_](,(_{‘ zendd, hogv az (1.5) egvenlStlenség az n — 1 < £* < 8n esethen
is érvényes, ez esethben azonban nem mond Wjat az 1. tétellel szemben, mert
ebben az esethen kisebb alsé korldtot ad meg F,(n, k)-ra, mint az 1. tétel;
ezért mondtuk ki a 2. tételt csak k%= 8n-re.

A 2. tételt kifejezhetjiik a kovetkezd alakban is: Ha k2 = 8nd, ahol
A=1, akkor

(1.10) Fyin ) = n(n —1)

(]

Iyen mdédon a 2. tételbdl kovetkezik, hogy ha £; és »;

; gy tartanak
végtelenhez, hogy

(1.11) lim ﬁ = L oo,
jote 1y
akkor
Fo(n, k; )K

IEV
—

lim inf
j=+= myn;— 1)

A 2. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy a k; és n; szamsorozatok meg-
xalaszthqtok oly modon hogy teljestiljon az (1.11) feltétel és amellett fenn-
alljon, hogy
(1.12) i 2% &) %

Jee ae,),(?a — 1)

=1.

i . 5 . ke
Az (1.5) egvenlStlenség tehat aszimptotikusan pontos, ha P + oo,
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2. §. Kozel extremalis 2 atméréjii grafok konstrukeidja

Annak bizonyitdsdhoz, hogy az 1. tétel aszimptotikusan pontos, a kiovet-
kezd lemmara lesz sziikségiink .

1. lemma. Ha P tetszbleges primszdamhatvdany, létezik olyan n = P? +
4+ P L1 szigpontit 2 dtmérdjis graf, amelyben a pontok fokdnak maximumea
P+1.

Megjegyzés. A? ] lemma szerint létezd graf éleinek szdma nyilvan

{P + 1) (P2+ P+
2

. tehat az 1. lemma szerint, ha P primszamhatvany,

akkor

ﬁwi(PE-:_EJ_}_l,P—i—l)(P+1] <l;i
(Pt PL1)(P2 4+ P) ~ 2  ap

és igy, ha k; a P; ++ 1 alaki szdmokon fut végig, ahol P; primszdmhatvany,
és n; = P34 P, + 1, akkor (1.4) fenndll.

Az 1. lemma ]JIZODYltaSﬂ Legyen GF(P) egy P elemii véges test (Galois
test). Legven PG (P, 2) az ezen test segitségével konstrualt xefmx projektiv
(Desargues-féle) sikgeometria. A PG(P. 2) geometria ,,pont” ]alt homogén
koordindtak segitségével adjuk meg, vagvis e trmmetria, pontjait az (a, b, c)
elemharmasok reprezentaljak, ahol «, b, ¢ GF{P) elemei, amelyek nem mind-
hirman egvenltk O-val (a GF(P) test zérus-elemével). Az (n, b, ¢) és (Ja,
ib, i) elemharmmnlx_ ahol 2 a GF(P) test egy O-tdl kiilonbozd tetszbleges
eleme, feltevés szerint ugyanazon pontot hatarozzak meg. Illyen médon PG(F, 2)

3

kilénbozé pontjainak szama {3—-—11 =P L P14 1. A PG(P,2) geometria
egy egvenesén’’ azon (x, y, z) koordindtdakkal biré pontok halmazat értjiik,
amelvek eleget tesznek az ax + by + ez = O egyenletnek, ahol a, b, ¢ GF(P)
tetszéleges adott elemei, amelyek nem mindhdarman egvenlék O-val; az a, b, ¢
elemhidrmast az el6bb definidlt egvenes (vonal-) koordindtdinak nevezzik
és az egyenest roviden [, b, c]-vel jeldljiik. Az [a, b, c] és [2a, A b, Ac] egye-
nesek, ahol 2 GF(P) egy 0-tol kiilonbozé tetszéleges eleme, nwl\ an dzonosak
Ilven modon PGP, 2)-ben P2 + P+ 1 kiilonboz6 egvenes van. Ha ax - by +
+ ez = 0, akkor azt mondjuk, hogy az (x, y, z) pont rajta fekszik az [a, b, ¢]
egyenesen (ill., hogy az [a, b, ¢] egvenes dtmegy az (z. y, z) ponton). Nyilvan-
vald, hogy ez esetben az is igaz, hogy az («, b, ¢) pont rajta fekszik az [x, ¥, 2]
egyenesen (ill. az [, ¥, z] egvenes atmegy az (a, b, ¢) ponton). Koénnyven belat-
haték a kivetkezd allitasok:

1. Barmely egyenesen P + 1 pont fekszik.
2. Barmely két kiilonbozo egvenesnek egy és csak egy kozos pontja van.
3. Bérmely két kiilonbozd ponton egyv és csak egy egvenes megy dt.

Most definidljuk PG(P, 2) pontjainak és egveneseinek egy kolesondsen
egyértelmli egymdshoz rendelését a kovetkezdképpen: az (a, b, ¢) ponthoz
hozzérendeljiik az [a, b, ¢] egyenest és megforditva. Jelsljilk a pontokat
nagy betiikkel, az egyeneseket gorog betiikkel, a leképezést, amely egy ponthoz
egy egyenest ill. egy egyeneshez egv pontot rendel, T'-vel, vagyis ha az 4
ponthoz az o egyenes van hozzarendelve, akkor azt irjuk, hogy o = T4,
ill. 4 =1Ta. Konnyen belathaté, hogy e leképezés a k()xetkezo tula]don-
sdgokkal rendelkezik:
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1. Ha a B pont hozzatartozik az o = T4 egyveneshez, akkor az A4
pont is hozzatartozik a 3 = TB egyeneshez.

2. Ha € a T'A és T B egyenesek kozds pontja, akkor 7C azonos az A
és B pontokon &tmend egyenessel. Ha az o és g egyenesek kozos pontjat
o - fi-val, az 4 és B pontokon dtmend egyenest 4 - B-vel jeloljiik, akkor
tehat

TA-TB=T{(4.B).

3. Egy tetszéleges a egyenes pontjaihoz rendelt egvenesek egviittvéve
lefedik (tartalmazzak) a geometria Osszes pontjait, mégpedig az A = T «
pont kivételével minden pont egyvszercsen van lefedve, az 4 = T o pont
viszont P - 1-szeresen.

4. Az 4 = (a, b, ¢) pont akkor és csak akkor fekszik rajta a 74 egye-
nesen, ha a® - 6 4+ ¢2 = 0.

Marmost legyvenek a G[P] graf szogpontjai PG(P, 2) pontjai. Az 4 =
= (a,b,c) és A" = (a’, ', ¢) (killonboz5) pontokat G[PJ-ben akkor és csak
akkor kotjiik Ossze egv éllel, ha 4’ rajta fekszik a 7'4 egyenesen (ill. 4 a
TA" egvenesen), vagyis, ha aa’ 4+ bb" 4 ¢’ = O. A fent mondottak szerint
e grifnak a kovetkezd tulajdonsdgai vannak:

I. G[P] pontjainak szama P? - P L 1.

I1. [ P]-ben minden pont foka P — 1 vagy P. (Az 4 = (a, b, ¢) pont
foka P + 1. ill. P aszerint, hogv A4 nem fekszik rajta, ill. rajta fekszik a
T4 egvenesen, tehdat aszerint, hogy a® + 2 + ¢ == 0 vagy = (.) Ilyen médon
G[P] éleinek szédma nem lehet nagvobh, mint 1/2(P — 1) (P2 4 P - 1).

III. G[P] atmérdje 2-vel egvenld.

IV. G[P] nem tartalmaz négvsziget.

L. és 1L nyilvanvaléak. I1I. a kivetkezSképpen l4that6 be: ha 4 és B
tetszéleges killonhozd pontok, 4 és B osszekitheték az ACB tttal, ahol
C'=TA - TB. llyenmédon G[P] rendelkezik az 1. lemmaban felsorolt tulaj-
donsagokkal és igy az 1. lemmat bebizonvitottuk.

A IV. tulajdonsdg a kivetkezképpen lithatd he. Ha az A BCD négyszig
G| PJ-hez tartoznék, akkor a T4 és TC egvenesneknek B és D egvarint kizos
pontjuk volna. ami nem lehetséges, ha az 4, B, €, D pontok mind kiilonb-

hozdelk.
k2
Most bebizonyitjuk. hogy a 2. tétel is aszimptotikusan pontos a i L oo

esetben. Legyen P megint egy primszamhatviny. Legven n egyv tetszGleges
pozitiv egész szdm. amelynek P* + P - 1 valédi osztdja; pl. legven n =
= §(P? + P + 1) ahol s = 2 euész.

Mérmost a G§ grifot a kovetkezGképpen konstrudljuk meg. Legyenek
G% pontjai egyrészt a PG(P, 2) véges geometria pontjai (ezeket G¥ elsé faji
pontjainak nevezzik), masrészt az (¢. j) elempéarok. ahol ¢ a PG(P, 2) geomet-
ria egy tetszdleges egyvenese és j az 1,2, ..., 8 — 1 szdmok egvike (ezeket
G} masodfaji pontjainak nevezziik), llven médon G¥% pontjainak szdma
P2+ P+ 1)+ (s—1)(PP+ P+ 1) = n. Marmost két elsé faji pontot
kossiink egy éllel dssze akkor, ha a megfeleld pontok az 1. lemmaban konstrualt
G[P] grafban dssze vannak kétve; vagyis ha a két sz6ban forgé elséfaji pont
(@, b,c) és (a’. b', ¢’) az 1. lemma bizonyvitasiban hasznalt jelolés mellett,



EGY GRAFELMELETI PROBLEMAROL - 631

akkor e pontokat akkor és ecsak akkor kotjik ossze, ha aa” -+ bb" 4 e’ = O.
Mésrészt ha (a, b, ¢) G% egy els6faji pontja és (o, j) egy masodfaji pontja,
ahol @ = [a, , z] akkor e pontokat (j értékére valé tekintet nélkiil) akkor és
csak akkor kotjik ossze egv éllel, ha az (a, b, ¢) pont PG[P, 2]-ben rajta
fekszik az o egvenesen, vagyis ha ax + by + ¢z = O

Masodfaju pontok G%-ban ne leg\enpk egvmassal Osszekiotve. Az igy
definialt @ grafrol eldszor bolnzom itjuk, hogy atmérdje 2. Ugyanis két elsG-
faji pont osszekdthetd egy legfeljebb 2 hosszusagu uttal, mivel G¥nak az
els6faji pontokbdl alld 1e~.z,g1afja izomorf az 1. lemma bl?onyltas‘a sordn
konstrualt G[ P] graffal, amelyrél lattuk, hogy 2 dtmérsjli. Masrészt két masod-
faju pont mindig dsszekothetd egyv 2 hosszisagi uttal; ha ugvanis a két
masodfaju pont (o.j) és (3. %) akkor vagy g = o és j = h, mely esethen
mindkét pont Gssze van kotve % 6sszes olyvan (els6faju) (a, b, ¢) pontjival,
dnml\ re az (@, b, ¢) pont PGP, 2]- ben rajta fekszik az o egyenesen. Ha \1»4011t
« = 3, akkor (¢,]) és (B, h) bssze vannak kotve G% azon (a, b, ¢) elséfaji
pontjaval, ahol (e, b. c) az o és f egyvenesek nle-tszéspont-ja PGP, 2]-ben.

Most mar csak azt kell bebizonyitanunk, hogy barmely elséfaju pont
béarmely méasodfaju ponttal dssze van kotve G%-ban egy legfeljebb 2 hossza-
sdgt tttal. Legven (a, b, ¢) G% egy tetszéleges elséfaji pontja és (o, j) egy tet-
qzole.tzes méasodfaju I)OII't]d Kt.t esetet kiilonbbztetiink meg. Ha az (a, b, ¢)
pont PG(P, 2)-hen rajta fekszik az o = [a’, b’, ¢'] egyenesen, akkor a széban
forg6 két pont G¥-ban éllel van msz,el\ﬁhp Ha viszont (a, b, ¢) nem fekszik
rajta az o = [a b'e'] egvenesen, akkor legven jJ az [a, b, ¢] egyenes és legyven
(x,y,7) az @ és j egyenesek kozds pontja. Akkor (z,y,z) rajta fekszik a
g = [a.b c] egvenesen, tehit ax + by 4+ ez = O és igy az (x,y,z) pont
dssze van kitve (a, b, ¢)-vel G#¥-han; masrészt (x, ¥, 2) rajta fekszik az o =
= [a',b'. ¢'] egvenesen is, tehiat a'a + b’y + ¢’z = O és igy az (2, y, z) elso-
faju pont Gssze van kitve az (v,j) mésodfaju ponttal is, vagyis (o, j)-hol
(a, b, ¢)-be (x, y, z)-n keresztiil vezet egv 2 hossziisagi 1t. Ezzel bebizonyi-
tottuk, hogv G% 2 atmér6ji. Most szamitsuk ki G% pontjai fokdnak maxi-
mumat, amit k-val jeldliink és becsiiljiilk meg G% éleinek szamat, amit N-nel
jeloliink. Egv elséfaju pont nyilvin legfeljebh P + 1 elséfaju ponttal és
(s — 1) (P + 1) masodfaju ponttal van Osszekotve, tehat foka legfeljebb
s(P -+ 1). Egv masodfaju pont viszont pontosan P + 1 elséfaju ponttal
van dsszekotve; ilven modon b = s(P -+ 1). Masrészt az elséfaji pontokat
Osszekots  élek szdma egvenld G[P] éleinek szaméval, tehat legfeljebb

m{P +1)(P2+ P+ 1), mig az elséfaji pontokat mdisodfaji pontokkal
SS?PLuto élek szama (P2 4+ P -+ 1) (P + 1) (s — 1) tehat

NélP2+P+l}{P+li|

gy tehdt, mivel P2 - P -1 = 7

NI
< .
nin—1)" s(P2+P41):.[s(P24+P+1)—1] P41

-

(P4 P+ annsP—H
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Ennélfogva, ha )'.,, = s, (P;+ 1) és n; = s}.-(!’;’ - Pj -+ 1) ahol P; primszim-
hatvany, akkor
Fy(n; k) & < 1 l_‘

(2.) 214~
nyn;—1) P41

vagyis ha P;— 4 oo, akkor
(2.2) himaip 22 B < g
j=+= min;—1)
Marmost, figvelembe véve, hogy
=

155 8,

- f
”_;

tehdt, ha s;— 4 oo, akkor a 2. tétel szerint

(2.3) lim inf — F, (” ol
jot= (g —1)

i o - |

és igy (2.2)-bél és (2.3)-bdl kivetkezik, hogy

(2.4) lim ﬂi == 1 ha Pj,.—»d,- co s §j—> + oo,
Jot= ny(n; — l)

L2

A 2. tétel tehat aszimptotikusan pontos, ha An — L oo ; a fent konstrualt

példa azonban nem zarja ki, hogy a 2. tétel némileg javithaté legyen, ha

5 hem nagy szam. A

lim inf — Bt = ¢(e)
e, n(n —1)
H

fiiggvény pontos értékét (c> 1) nem ismerjiik; az 1. és 2, tételbdl és a fenti
graf-konstrukeiobdl esak annyi kovetkezik, hogy

g(c) = max (l, ;

, ha e>1.
2 8
G

{

Meg kivanjuk még jegvezni, hogv ha 8 = 2 és a G¥ grafbdl elhagyjuk
az elsé6faju pontokat osszekots éleket, azt a paros koriiljarasi grafot kapjuk,
amelyet KArTEszi FERENC nemrégiben (2] példaként adott meg arra, hogy
létezik 2(P% 4+ P + 1) pontbdl all6 P + 1-foku regularis graf, amely nem
tartalmaz 6-ndl kevesebb élb6l allo korutat (P primszamhatvény).

3. §. Néhany tovabbi probléma

Eddig F,(n, k)-t azon feltevés mellett vizsgaltuk hogy k viszonylag
kicsi n-hez képest (de persze |n — 1-nél nagyobb (1.1)-re valé tekintettel).
Most vizsgaljuk meg F,(n, k)-t azon feltevés mellett, hogy %k kevéssel kisebb
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n-nél; pontosabban vizsgalni fogjuk Fy(n,n — d) értékét, ahol d = 1 rogzi-
tett egész szam és n = d + 2,d + 3, .... Nyilvanvald, hogy /& minden érté-
kére Fy(n, k) = n — 1, hiszen egy 2 dtmér6ji graf mindenképpen Osszefiiges
és egy n szogponti Osszefiiggd graf legalabb n — 1 élt tartalmaz, és akkor és
csak akkor tartalmaz pontosan # — 1 élt, ha un. ,fa”. Marmost kénnyen
belathatd, hogy Fy(n,n — 1) = = — 1, hiszen ha a @G, n-szbgponti grafban
van egy # — 1-fokii pont, akkor a graf 2 atmérdjii (an. ,,csillag”), ehhez tovabbi
élekre nines is sziikség. Az is kénnyen belathat6, hogy Fy(n, n — 2) = 2n — 4;
a legegyvszerlibb n szégponta 2 atmérdjii grafot, amelyben a pontok fokdnak
maximuma n — 2, ugy kapjuk. hogv pl. a P, és P, pontokat dsszekotjiik a
Py, Py, ..., P, pontok mindegyikével.
Az els6 nem trividlis eset a d = 3 eset.

3. Tétel. Hao d > 3 és n=d + 2, akkor

(3.1) Fyngn —d) = Fy(n,n —4) = Fy(n,n —8) =2n—35.
Megjegyzés. A 3. tétel azért meglepd, mert (3.1) szerint
(3.2) Fyn,n—3) < Fy(n,n — 2),

ami azt mutatja, hogy F,(n, k) rogzitett n mellett £-nak nem monoton csokkend
figgvénye, ami pedig szemléletes meggondolés alapjan plauzibilisnek tiinhetne.

A 3. tétel bizonyitdsa. A tételt indukcidval bizonyitjuk. n legkisebb
szdmba jové értéke n = 5; n = 5-re a tétel allitdsa nyilvanvaléan igaz, hiszen
egy 5 szogpontl 2 Atmérdjii graf, amelyekben a pontok foka legfeljebb 2, nem
lehet mas, mint egy 5 szogpontu kor, és ennek éleinek szdma 5 = 2.5 — 5.
Tegyiik fel, hogy a tétel n — l-re igaz (n = 6), és legven @, egy n szogponti
és 2 atmérdjii graf, amelyben a pontok fokanak maximuma < n — 3. Bebizo-
nyitjuk, hogy akkor @,-nek legalabb 2n — 5 éle van. Ha egy ilyen grafban
minden pont foka legaldbb 4, akkor az élek szama legalabb 2x. Ha van 3-ad-
foku pont, de nines alacsonyabb foki pont, akkor legven ez P, és a vele dssze-
kitott pontok P,, Py és P,. Ez esetben a Py, ..., P, pontok mind elérheték
kell, hogy legyenek P;-bél 2 hosszdsagi tttal, tehat mindegyikiik Gssze van
kotve a Py, Pyill. P, pontok egyikével és igy e pontok fokanak tsszege legalabb
n — 1, tehdt az Osszes fokok Osszege = n — 1 -+ 3(n — 3) = 4n — 10 és
igy az élek szama > 2n — 5. Ha viszont van elsé foku pont, akkor a graf
nem lehet 2 4tmérdjii, ha pontjainak fokszdma =< n — 3. Ugyvanis, ha pl.
P, egy els6 foku pont, amely csak a P, ponttal van tsszekotve, akkor, mivel
P, legfeljebb n — 3 fokti, P,-bél legfeljebb n — 3 pont érheté el legfeljebb
2 hossziisagl uttal. Tehat feltehetjiik, hogy &,-nek van mdasodfokd pontja.
(Az indukciés feltevést csak ezen eset tdrgyalasdnal hasznaljuk fel.)

Legyen e pont P, és a vele Gsszekotott két pont P, és P,. Akkor a G,
graf tovabbi n — 3 pontja mind vagy P,-vel vagy P;-mal ossze kell, hogy kotve
legyen. Tegyiik fel, hogy van olyan P,-tél kiilonbozé pont, amely P,-vel és
Py-mal is 6ssze van kotve. Ez esetben a G, graifbél P;-et elhagyva egy n — 1
szogpontu G,_, grafot kapunk amelynek atméréje 2. Ugvanis a P,, Py pont-
paron kiviil nem lehet més pontpér, amely P;-en 4t van Gsszekétve legfeljebb
2 hossziisigt 1ittal és a P,, P, pontpér feltevés szerint dssze van kotve még egy
mésik 2 hossztisdgn uttal is. Feltehetjiik, hogy a P, elhagyésdval nyert grafbana
pontok fokdnak maximuma < #n — 4 = (n — 1) — 3. Ugyanis, ha nincs
Gn-ben n — 3 foka pont, akkor ez nyilvanvalé. Ha van G,-ben n — 3 foku
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pont, akkor két eset lehetséges vagy van a P, és P, pontoktél kiilonbhozd
n — 3 foku pont, vagy nincs. Ut6bbi esetben nyilvanvald, hogy a P, elhagyasa-
val szdrmazé grafban a pontok fokidnak maximuma < n — 4, biszen P, és
P, foka P, elhagvasaval eggvel esokken. Ha viszont van a P, és P, (és persze
a P,) pontoktdl kiilonbozé n — 3 foka pont, legven ez P,. Akkor az eredeti
G, grafban az élek szama legalabb 2 4 2(n — 3) — 1 = 2n — 5, ugyanis a
P,, ..., P, pontok mindegyvike vagy P,-vel, vagy Pj-mal Ossze van kotve.
Ez esetben tehdt nines mit bizonyitani. Tehat feltehetjiik, hogy G,_,-ben
a pontok fokdnak maximuma legfeljebb (= — 1) — 3. Igy, ha a 3. tételn — 1-re
érvényes, kovetkezik, hogy a P, elhagydsival nyert G,_, grafban legalibb
27 — 7 él és igy magaban @, -ben legalabb 2n — 5 él van. Igy tehat csak az az
eset van hdtra, amikor a P, ..., P, pontok mindegyike vagy csak P,-vel
vagy csak Pg-mal van Osszekotve.

Mdrmost az nem lehetséges, hogy a P,. ..., P, pontok mindegyike a
P, és Py pontok kozill ugyvanazzal legven Osszekotve, mert ez esetben e pont
n — 2 foku volna. Tehat kell lenni a Py, ..., P, pontok koziil olyannak, amely

P,-vel és olyannak is, amely P,-mal van dsszekitve. De akkor a @, grafbél a
P,, P,, P; pontokat elhagyva egy osszefilggd grafot nyertink, ugyanis két
olvan pont, amelvek koziil az egvik P,-vel, a masik Pg-mal van Gsszekitve,
ossze kell, hogy legven kitve G,-ben egy a P,, P,, Py pontokon &t nem mend,
legfeljebb 2 hosszusagu tttal. Ha meg két olvan pontot vélasztunk, amelyek
pl. P,-vel vannak osszekétve, akkor ezek barmelyike oOsszekothetd egy a
P,. P,. P; pontokat elkeriils, legfeljebb 2 hosszusagu uttal egy tetszéleges
Py-mal bsszekotott ponttal, és igy e két pont egymadssal is dsszekithets egy a
P,. P,. P, pontokat elkeriils tttal. Mivel egy » — 3 szogpontu Osszefiiged graf
legalabb n — 4 élt tartalmaz, maga @, sziikségképpen legalabb 2 - n — 3 +
L 5% — 4 = 2n — 5 élt tartalmaz. Ezzel bebizonyitottuk, hogy Fy(n. n — d) =
> 2n — 5, had > 3.n = d - 2. Azonban lehet olyan n szogponti 2 4&tmérgji
erafot megadni, amelyben a pontok fokdnak maximuma n — 3 és az €lek
szdama 2n — 5. Egy ilven grifot a kovetkezéképpen kaphatunk. A P, és P,
pontokat kossiik ossze a P;, ..., P, pontokkal, tovabba P;-et Py-mal, P,-t
P,-gvel és Pg-at Py-gvel. E grafot n = 10-re a 3. abra mutatja be.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy Fy(n, n — 3) = 2Zn — 5.

Ahhoz, hogy a 3. tétel hizonyitdsa teljes legyen, még csak azt kell belatni,
hogv Fy(n, n — 4) = 2n — 5. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Ha a 2.
abrén bemutatott 7 szogpontt, 2 4tmérdjl, 9 €ld grafot tovabbi n — 7 ponttal
egészitjiik ki és ezt az n — 7 pontot az eredeti graf azon két (harmadfokd)
pontjaval kotjiik Gssze, amelyekkel az eddigi graf egyik masodfokt pontja
dssze van kotve, egv n szogpontid 2 atmérdjil, grafot kapunk, amelyben a pontok
fokdnak maximuma n — 4 és az élek szdma 9 + 2(n — 7) = 2n — 5. Egy
ilyen grafot n = 12-re a 4. abra mutat be.

3. dbra
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Megjegvzendd, hogy a 3. dbran bemutatott graf ugyanazon elv szerint
szarmaztathat6 egy 5 szogpontd korbdl, mint a 4. abran bemutatott graf a
2. abran lathato grafhol. Fy(n, n — d) altalanoq kifejezését d == 5-re nem ismer-
jik. Fy(n. n — d) mellett kivanatos volna F, A1, [ne]) (0 <c<1) aszimptotikus

viselkedését is megvizsgdlni. Valészintinek latszik, hogy létezik a

lim Fyln, [mel} = I(c)

H—te= 1

hatdrvérték (0 <e <1) és h{c) monoton csikkend és folytonos filggvény, amelyre
Ml) =2 és 2(0) = + oo. A 2. tételbdl esak annvi kovetkezik, hogv

lim inf A0 o)) o 1
- n ¢

ha 0 <e< 1.

Az F,(n. k) fiiggvénvt illetsleg. ha » = 3. csak annvit jegvziink meg.
hogyv (1.1) blzunntasalwz hasonlé médon helathato, hogy ahhoz, hogy F,(n, k)
egvaltalan értelmezve legven (vagyis, hogy létezzék n szogpontd, r atmérdji
gritf, melyben a pontok fokénak maximuma %), sziikséges, hogy teljesiiljon az

— 1) —1

=1 !.
T =2

egvenlGtlenség; tovabha az 1. tétel bizonyitisihoz hasonléan helithatd. hogy
fw),
[ ‘17; — 2)
V2

Fnlbyz ——.
(b —1)F —1

Az eddigiekben azzal a kérdéssel foglalkoztunk, hogy mi az a legkisebh
N = Fy(n. k) szam, amelyre azon n szogponti grafok kozitt. amelvekben a
pontok fokinak maximuma L és amelvek N élt tartalmaznak, van legaldbb
eqy, amely 2 atmérdji. Kézenfekvd felvetni azt a kérdést is. hogy mi az a
legkisebb N = G,(n, &) szam. amelvre minden olvan n azugpontu gmf legfel-
jebb 2 atmérdjti, amelyben a pontok fokdanak maximuma £ és amely N élt
tartalmaz. Vizsgaljuk elgszor azt az esetet, amikor u piros. Ez esetben a kér-

. . 7 ; n
désnek esak akkor van értelme, ha 4 = 3 Ha ugvanis £ < — — 1, akkor
2

megadhaté konnyen egy olyan n szogpontu graf, amelyben minden pont foka
k (tehat amely az adott fokszam-korlatozas mellett maximalis szamu élt
tartalmaz) és amelynek atméréje > 3; ez esethen tehat Gy(n, k) nincsértelmezve.
Egv ilyen gréfot a kovetkezéképpen szerkeszthetiink. Legyen n = 2m.
Legyenek P,, .. P,n és Q. ..., Q,agrif pontjai. Feltevés szerintk < m — 1.
A P pontot (j= ) kossiik ossze a Qiery - -0 Qjin pontokkal, ahol az
elofordulo m-nél navvobl) indexek mod m 1edukaland0k tebét @ op = Q-
Ez esetben nyilvan mmdegnk P, (j=1,...,m) pont foka k, de hasonlé-
képpen nundeguk @y (h=1,....,m) pnnt foka is £, ugvanis @, a P,_,.
Pris - os Pran pontokkal van anzekot\‘e ahol az 111(le‘<ek megint mod m
redukalandok tehit P_; = P, ;. Ez a graf azonban nyilvdnvaléan nem 2
atmérdji, mivel egy P, és egy Q}, pontot sszekots Gt mindig csak péaratlan
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szamu élbél allhat és igy, mivel P; és ¢J; nincsenek éllel dsszekotve, a graf at-
méroje = 3.

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor n paratlan, n = 2m —|— 1-
Meg fogjuk mutatni, hogy G J(n, k) csak akkor lehet értelmezve, ha.;( m 1,
feltéve, hogy m pare atlan, illetve, ha & = m, feltéve, hogyv m paros. Ugyanis,
ha £ < m — 1, vizsgaljuk azt a grifot, amelvnok pontjai Py, .... P, és
Q. -y @y 68 amelyben a P, pont (j = 1, sm)a @, ..., @y pontok-
kal van ésszekotve (az m + 1-nél nagyobh indr.-xek mod(m - 1) "redukalan-
dok), és amelyben ossze vannak kotve a @, @, pontparok, hacsak
2! < k. Ha most £ péros, akkor e graf minden pontjanak foka %, ha £ paratlan,
akkor minden pont foka £, kivéve a ¢, pontot. Mindkét esethben a graf azon
korlatozas mellett, hogy prmt]aj foka legfeljebb £, maximadlis szamu élt tar-
talmaz. (Ugvanis, ha kés n paratlanok, akkor nem létezik »n szogponta k-ad-
fokt regularis graf, hiszen a péaratlan foki pontok szdama minden grafban
paros.) Azonban e grafban a P, és ¢, pontokat Osszekioté barmely ut
hossza legalabb 3.

Ha n = 2m + 1 és & = m, akkor két esetet kell megkiillonboztetniink.
Ha m paratlan, akkor az el6bbi konstrukciéval egy ()lmrl grafot nyeriink,
amelyben a P, pont kivételével mmdon pont foka k és P, foka k — 1, és amely-
nek dtmérd dje =2, mivel a P, 65 (); pontokat owzekotn barmely 1t hossza
legalabb 3. Ha azonban m piros és k = m akkor a fenti konstrukeié egy 2
atmérdji (reguldris) grafra vezet.

A paros és paratlan n esetét odsszefoglalva tehat azt lattuk be, hogy
Gy(n, k) csak akkor lehet értelmezve, ha n paros és k _2__323. illetve ha

7= 2m -+ 1, ahol m paratlan és L =z m + 1, és végiil, ha n = 2m 4 1, ahol
. paros és k = m.

Most bebizonvitjuk, hogy ez esetekben G,(n, k) valéban értelmezve van
és meghatdrozzuk az értékét is.

4. tetel Hin—-22z2zkz=—,

e ’ 2 - -
> — , tovabbd ha n = 2m + 1, ahol m pdros és
2]

k = m, akkor

(3.3) Gy k) = {‘”

=

—M+_g—1}}

ahol {x} a legkisebb egész szdmot jeloli, amely = a.

Bizonyitas. Legyen @, egy n szogponti graf, amelyben a pontok foka
B2 k;_ =1 Legyenek Py, ..., P,
a @, graf szogpontjai és x; a P; pont foka. Akkor

<k és az élek szama N =

4 ...+, =2N

és mivel x, < k, tehat tetszéleges i-re és j-re (I = j)

z+ 32 2N—(-n—2)kg2[(n_g}k_'-(n_l)}—(n—2)k.

2
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; ; ; i it .
Marmost barmely ¢ pozitiv egész szamra 2{—; = a, tehdt

(7t — Yk —Ttn—1
5 [l Jk 1 ,]]_{!?_2”‘._2.”_1

2

és oy
(3.4) & =ne—1.

Ha P és P, két olvan pontja a G, grafnak, amelvek nincsenek egv éllel
isszekiitve, akkor (3.4) és a skatulya-elv szerint a tobbi » — 2 pont kézott
kell olvan P, 1‘;{'-ntnak fenmi, amely mindkettével dssze van kitve, vagyis a
G, v:ai valohan 2 atmérdji. Még esak azt kell kimutatnunk, hogy ha az ¢lek
. ;_[lrn—=2)k+ (n—1) 5 N 5 e
szdma N < =t akkor nem bizonyos. hogy ¢, 2 datmérdji
lesz. Legven elbszor b<n — 2.

Vegviink egyv tetszoleges »n — 2 szogponti G,_, grafot. amelvben a
pontok fokanak maximuma & — 1. Han — 2 vagy & — I paros, akkor elérhetd,
hogy G, esupa £ —1 fokd ponthol alljon: ha n — 2 és b — 1 paratlanok.
akkor elérhetd., hogy ¢, _, n—3 darab & — 1 fokd és vg‘. L — 2 fokd ponthal

(n =2)(k—1)

alljon. Az elsé esethen &), _, éleinek szama ————"—— ~~, az utébbi esethen
9

o) — Li- (B —2)

(_o éleinek  szama T lesz. Azt hogy egy ilven

2

grafot mindig konstrudlhatunk. a kovetkezd egvszertt lemmabol ldthatjuk he:

2. Lemma. Legyencl m és | tetszileges pozitiv egész szdmok. 1 £ 1 <
< me— L Alkor. ha o és 1 Rozil legalibh oz egyile pdros. megadhats olyan
m szigponti graf. amelyben minden pont fola 1. wmig ha m és 1 mindketten
pdratlanol:, wmegadhata olyan m o szigpontic grdf. amelyben m — 1 pont fola
I és eqy pont foka | — 1.

Megjegyzés. A 2. lemma specidlis esete a [3] dolgozathan szerepld
altalinos tételnek. amely dltaliban megadja annak \lel\ﬁt‘"(‘\ és elégséees
feltételét, hogy tetszileges megadott fokszémokra létezzék egy grif. melynek
pontjai az elfirt fokszimokkal birnak. Mivel a nekiink a?illm\trm specidlis
eseihen 4 hizonvitas igen egvszerit, a teljessée kedvéért a 4. tétel hizonyitasa-
nak befejezése utin a 2. lemma egy kozvetlen bizonyitasit kozoljik.

Marmost a keresett 7, grifot a kovetkezdképpen konstrualjuk meg:
G, tartalmazza a ,_, grafot mint részgrafot és ezen kivil még két pontot.
amelvek kuml az egyvik 7, tetszélegesen kijeldlt & pontiaval, a masik pedig
a tohhi m — 2 — I pontjaval és csak azokkal legven osszekitve. Akkor @,
atmérdje n_\'llmn legalablb 3. pontjai fokdanak maximuma L. mig éleinek
szima az elsd esethen

L a (=24 (n—2)

(n—2)(k—1)
2 | ) 2
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a masodik esetben

(m—3)(k—1) 4+ (k —2)
2 s 2

(n—2)k—+—(n—1)

3

tehat mindkét esethen az élek szama

9 (;m — s
eset egyszerfien elintézhetd, mert [E—2)in : H+n— 1)} [ IJ és ha
G, egy n — 1 szogpontu teljes grafhdl és egy izoldlt pontbdl all, akkor nyil-
van nem is dsszefiiggd, tehat nincs is atméréje.

Az n = 2m + 1, k = m eset, ahol m pédros, kénnyven elintézhetd. Ez eset-

ben ugyanis
(n—=2)k+(n—=1)] _([nk] nk
2 REIER

vagyis csak azt kell kimutatni. hogy ha m péros szam, egv 2m -+ 1 szégponti
m rendil regularis graf mindig 2 atméréjli. Ez azonban nyilvanvalé, hiszen ha
P és P’ egy ilyen graf két pontja. amelvek ninesenek éllel 6sszekitve, akkor,
mivel mindkét pont foka m és a két ponton kiviil a grafnak 2m — 1 pontja
van, kell lenni a grafban legalibb egy olvan ¢ pontnak, amely mind P-vel,
mind pedig P'-vel Gssze van kotve egy éllel.

Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.

A 2. lemma bizonyitasa. Ha [/ pams legyenek Py, ..., P, a keresett
graf szogpontjai és késsiik ossze a P; és P; pontokat (i = j) egy éllel, akkor

és csak akkor, ha van olyan & szdém, hogy j—i=hmodm és |k | é-;—.

Ennek a grafnak nyilvan minden pontjanak foka /. Ha m péros és [ paratlan,
kossiik Ossze egyméssal a P; és P; pontokat, ha van olyan % szdm, hogy

j—i=hmod m és |h| < — tovabba kossiik ossze a P; és P, _m pon-
. g

tokat [¢=1,..., 1:“] . Ennek a grafnak megint esak minden pontjdnak foka Z.

Ha m és | paratlanok, kossiik Ossze egymassal megint a P; és P; pontokat,

- 1 . '3 e . i )
=== tovabba kossiik ossze a P; és P“_m—l
2 z

., P,,_, pontok

ba j —i=nhmodm és |h | éz

pontparokat, ha ¢ = 1,

foka I, a P, pont foka [ — 1 lesz. fgy mindhdrom esetben konstrualtunk
egy a kivant tulajdonsidgokkal biré grafot.

Ezzel a 2. lemmat hebizonyitottuk.

Az 1. Tablazat tartalmazza F(n, k) értékeit az osszes olyan (n, k) szdm
parokra, melyekre értelmezve van és melyekre k<10, n < 10.
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Azt, hogy F,(9,4) = 14, az 5. abran lathaté graf mutatja; F,(n, k)
tobbi, a tdblazatban szerepld értékei a dolgozatban bebizonyitott tételek
alapjan kinnyen igazolhatok.

NG
\, | X | |
S A RS
6 X
L # ---_J:/ ]
$E e L™
5. dbra

1. tablazat

k| 2 3 4 5 ‘ 6 | 7 g | o
X . | | |
<) | I
2 | 1 ‘
5 2 !

l |
4 ‘ 4 3 . ,
5 5 6 4
6 ‘ 7 8 ‘ 5
7 ‘ 9 9 10 6
8 12 11 11 12 7
9 | 14 13 ‘ 13 | 14 8
10 15 16 15‘ 15 I5 16 9
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0B OIHOM MPOBJIEME TEOPHUU rPA®OB
P. ERDOS u A. RENYI

Myets H,(n, k) mHOXkeCTBO BCeX (HeopMeHTHpOBaHHBIX) rpadoB G,
HMEIOIIMX 7 3aJaHHBIX BePLIMH, B KOTOPBIX MAaKCUMYM CTEMEHHM BCEX BeplINH
poBRO k m amamerp Kotopeix = 2. [Iyete Fy(n, k) =min N(G,) s
G,€H,n k), rie N(G) osnauaer umeno pebep rpada . (B cayuae, ecnu
MHOKecTBO H,(n, k) mycroil, nonoum Fu(n. k) = - o=.) B pabore 1oxazans
crelylolue HepaBeHcTsa :

Teopema 1. F,(n, k) = “—{?2; 1 ,
i a(» — 1) 5 . o
Teopema 2. Fun. k) = - .k ecau k* > 8n.
1
k+ —
I

JlokaselBaeTcsl jaliee ¢ TIONOWLI0 KOHCTpyKuuu, uto Teopema 1 B mpejee
UL m—> oo He MOWeT ObITh yiyumiena, n Teopema 2 B npejene He MOKET

k2
OBITH yIyUllleHa, eciu — 2B, KOHCTPYKUMS MOYTH-OKCTPEMaNbHbIX rpados

JaHa MCMOIbL30BAHNEM KOHEUHBIX reomeTpui.

BoawoykHas MHTepnpeTalus 3ajiadu onpegenennss F,(n, k) cuexyiomas :
Ecip XOTHM YCTaHaBIMBATL CeTh BO3AYIUHBIX cOOOMIEHNIT MeALY a3pONnopTamu
TaK, uToGBl HU OJHOTO M3 d3PONOPTOB He OBUI0 B HEOCPEICTBEHHOI CBsIan ¢
fojee yeM k ¢ Apyrumu asponopTtamu, M 4To0bl GbLIO BO3MOKHBIM €XaTb M3
KaykJI0ro aspornopta B KaxIblii Ipyroil HemocpeACTBeHHO MM ¢ OAHOH eIuHCT-
BEHHON mepecajakoil, Toraa TpedyeTca HaiiTH MUHUMaJILHOE YMCIIO Hernoc-
peACTBEHHBIX CBA3eH ¢ KOTOPLIMU TaKasi CeTh MOMKET ObITh OCYIECTBIICHA.

ON A PROBLEM IN THE THEORY OF GRAPHS
P. ERDOS and A. RENYI

Abstract

Let H,(n, k) denote the set of all (non-directed) graphs &, having »n
prescr ibed vertices, in which the maximum of the valencies of the vertices
is equal to k, and the diameter of which is < 2. We put F,(», k) = min N(G,)
G, € Hy(n, &) where N(6!) denotes the number of edges of the graph G. (It
Hy(n, k) is empty we put Fy(n, k) = 4 o=). The following inequalities are
proved:

Theorem 1.
n(n — 1)

Fyn. k) = 5

12
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Theorem 2.
AL i T S TR
T
T k
It is shown further by effective construction that Theorem 1 is asymptoti-
cally best possible, and that Theorem 2 is also asymptotically best possible in the
.2

case %—a- + co. The constructions are based on the use of finite geometries.

A possible interpretation of determining #,(n, k) is as follows: we want
to establish a network of air connections between n airports, so that the
maximal number of airports with which any given airport is connected by
a (direct) connection is equal to k, further that it should be possible to travel
from any given airport to any other either directly or by changing the plane
exactly once; (it is supposed that each plane travels from an airport A4 to
another airport B and back, without landing at intermediate places); the
problem is to determine the minimal number of air connections with which
such a communication network can be realized.

12 A Matematikai Kutaté Intézet Koazleményel VII. B/4.
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