Siitze und Probleme iiber 1;%.

Von P. Erpos und K. PrRacHAR

Wenn mit p, die k-te Primzahl bezeichnet wird, so gilt nach dem
Primzahlsatz

-pk—"ﬂvlogk (k = o).

log k ist eine monoton zunehmende Funktion von % und es gilt

> {log (k + 1) —log k} ~ log .

PkS= 2
Wir wollen folgendes beweisen:
Satz 1: Hs gilt

Prt1 Pr

i A AR 2
P R & < cylog?x

(1) ¢, log?z <
p

p=X
bei passenden ¢, ¢, > 0.

Hieraus folgt insbesondere, daf die Folge p,/k nicht von einer Stelle
an monoton sein kann. Ferner beweisen wir

Satz 2: Sei py,, i = 1,2, ..., eine Teilfolge der Folge aller Primzahlen,
fiir die

P P .
(2) Tk:<_.k£+7‘ (1.: 1,2,.. .).

ki
Dann ist die Anzahl solcher py,, py, < x steis 0(z/log ).
Beweis von Satz 1: Sei 4 = A(x) die Anzahl der p,, fir die
% < pp < x gilt und
(3) Dern — i =< (1 —9) log .

Wir wollen beweisen, daB bei passend gewihltem 6 > 0 diese Anzahl
> ¢;flog x ist. Sei B = B(x) die Anzahl der p, mit }x <p, < 2,
fiir die

(4) (1—8) loga < pers — e < (1 + 0) log =
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Nach einer mit der Brunschen Methode gewonnenen Abschiitzung von
Schnirelman ist die Anzahl solcher p,, fir die p,+; — p, einen festen
Wert » hat, kleiner als

z 1
W
Iog’z‘!” d

Damit folgt
1
5 B < Py o
(5) (l—d)Mﬁq§£(1+6}MZ( ‘log’zﬂzﬂ d)
% 2élogz dax

g]"g '2 4 ca S ooge d ( L I) =% logz log
bei festem § > 0. Nun hat man
(6) Y B—m <G +oz (z > 2(e))

tz<prsz

bei beliebig kleinem ¢ > 0, da nach dem Primzahlsatz fiir p, < x stets
Pr+1 < (1 + €)  ist. Aus (6) folgt insbesondere

B(1—é8)logz + {n(x) —n(}z) — A — B} (1L +d)logz < (} + &) =,

wobei 7z (z) die Anzahl der Primzahlen << z bedeutet. Unter Benutzung
von (5) ergibt sich daraus wegen n(x) —n(3x) > (3 —¢) z/log
AL+ 8)log & > {(3—¢) (1 + 8) — (} + &) — 2¢50%) .

Wihlt man 6 so klein, dafl $(1 + é) > } + 2¢;6® wird, so ist der Aus-
druck in der geschlungenen Klammer bei geniigend kleinem & positiv
und also, wie behauptet, 4 > ¢, z/log . Uberdies ist auch die Anzahl
der p, mit }z <p, < 2, Py — P < (1 —8)logk noch > ¢gz/log =,
da log k ~ log z fiir 2 < p, < x und man 6 auch durch jeden kleineren

Wert ersetzen kann.
Damit erhélt man nun

P Prt | P — k(P — i
(7) b1 i2, X TERrh

jz<m==z fz<m=z

wobei 2’ Summation iiber die p, mit py+, — pp < (1 — 8) log x bedeutet.

Nun ist fiir > z,(¢) stets p, > (1 — &) k log k und also die linke Seite
von (7) mindestens

,(6—e)logk
2 k+1
wenn & < § gewithlt wird und dies ist nach dem oben Bewiesenen (¢ << 1)
> (6—e) E ,:of_k>c,logz,
s(z)—c,—— <k<=x(z)

Togz
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wenn man n(z) ~ z/logx und Y, 1n=1loga + ¢+ O(%) beriick-

Nz
sichtigt. Teilt man den Summationsbereich (Va, z) in der Summe aus
(1) nun in die Intervalle (3=, x) (}#, $z) ..., so findet man die untere
Schranke

c-,(loga:-{-log%—l—----i—loggim), m > ¢log x

und daraus folgt schon die Richtigkeit der unteren Schranke in (1). Um
die Summe aus (1) nach oben abzuschitzen bemerken wir, dall stets

Pret1 > Pi gilt, also

log k

(8) e W L 2

Pr -
E+1 Pk 1) - %

fiir geniigend grofies k. Nun gilt
_ NV Prhy _ Px n(Pe Dt
z _2(k+l1 kt)“i'z (k k+11)’

RS ®
wobei Y, iiber diejenigen p, << x zu erstrecken ist, fiir die die Differenz
unter dem Betragzeichen nicht negativ ist und »,” iiber die iibrig blei-
benden p,. Die erste Summe ist << p;/l, wenn p, die letzte in ihr vor-
kommende Primzahl ist, d.h. Y}’ << (1 + &) log I = O(log x). Weiter gilt
nach (8)

Prt1 Pr

E+1 &

D" Loy Y ]°§k=0{log2x).

k=x(z)
Damit ist (1) vollstandig bewiesen.

Beweis von Satz 2:

Sei ¢ > 0 beliebig und 4 = % Die Anzahl der k,, fiir die b1y — &k, > A
x

ist, ist < 2Alogm

x
< Em.
Seien B,,, C,,, D,, die Anzahlen der p,, < @ mit by, — b, = m < 4,

fiir welche jeweils eine der drei folgenden Ungleichungen gilt

(8) (m — &) log k; < P, — Piy < (m + &%) log %;
(9) Dy — Pr; < (m — %) log k;
(10) pk{,.',._l _pk" => (m + 33) Iog ki"

Wir schétzen zunéchst B, ab. Die Anzahl der p,, < x/log x ist O (v/log*x)
und fiir z/log z < p,, < @ gilt log k; ~ log 2, so daB aus (8) jedenfalls

(m—2e)log v < py,,, — P, < (m + 26%) log
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folgt. Ahnlich wie beim Beweis von Satz 1 ergibt sich

x, 2
B <cqe log =
und
11 B Bk,
(11) 2B <cweigs

Sei nun (9) erfillt und &; = %, also k4, = k + m. Es folgt

Prim P _ D+ (m—e)logk p
0<k+m k< E+m Tk

und hieraus
p < (1—5 ) klogh < (1— &) klog £,

da m << 2/e. Diese Ungleichung ist fiir & > k,(¢) nach dem Primzahlsatz
unméglich.

Sei schlieBlich (10) erfiillt und setzen wir fiir die folgende Rechnung
wieder k; = k; es folgt

Petm P >p,, +(m +&)logk  p >.?c[m + et loghk —m(l + }e2) klog k
kE+m k k+m k k(m + k)

detlogk log k&

=i > sty

fir k > k, (e),

da nach dem Primzahlsatz fiir geniigend groBes k sicherlich p, <
(14 3&®) klog k gilt und da m << 2/e. Fiir p, < « ist k = O(z/log ) und
daher sicherlich auch

log? 2

(12) ,%*m; —% > €y98?

Sei nun ¥y irgendeine Zahl mit zflog & < y < =.
Wir wollen

Priyy Pﬁ.)

(J: %
§v<'pk‘.pk‘+15y i+l i

abschitzen. Wenn p,/j bzw. p,/l der kleinste bzw. griite Wert von

i, [k bzw. py, [k in diesem Intervall ist, so ist die obige Summe
z%‘_% < (1 + ) logl — (1 — &) log j < 26t log z -+ O(1)

fir > x,(¢). Daher die Anzahl der k; = k, fiir die (12) gilt, bei festem

m hochstens

log2ax 8¢ =
2z ¢y logz’

3&t log 2/c;,e?
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Dies sind fir m << 2/¢ hochstens (6¢/cy,) x/log = ec¢,3 zflog x Werte
k;. Teilen wir nun das Intervall (z/log , x) in die Teilintervalle (z/2, z),
(x/4, z/2) . .. (die Anzahl solcher Teilintervalle ist O (loglog )), so folgt
zf2 b
E D, < n(log w) —|-0(logloga:)+scm(logm+1og ($f2)+ o -)<sc,4m.

m=4

Damit ist Satz 2 vollstindig bewiesen.

Bemerkungen und Folgerungen:

Sei p./k = w,. Es folgt aus dem Primzahlsatz, daf fiir jedes £ und
k > ky(e)

(13) Uik(1+e) = Y
gilt.
In umgekehrter Richtung gilt: Zu jedem [ gibt es unendlich viele & mit
P Pt
(14 Bk

Dies folgt leicht daraus, dal fiir geniigend kleines festes &
Prrr— P < (—d)log &

fiir unendlich viele k gilt, was man &hnlich wie beim Beweis von Satz 1
einsehen kann. Zwischen (13) und (14) besteht noch eine groBe Liicke.
Es ist noch folgendes zu vermuten: Zu jedem e gibt es ein I = I(e)

so, daf} fiir alle p, < @ mit Ausnahme von ioa s Werten von k

< max Prti

(15)
k ISISIA"'.—+-e

gilt. (15) wiirde natiirlich folgen, wenn man zeigen kénnte, da8 fiir alle
k mit Ausnahme von exz/log x Werten von k es ein ¢, 1 << ¢ <1 gibt,
so dal3

(16) Pire —Pp > (0 +n) log k

(n > 0 fest) gilt.
Aus Satz 2 folgt, da mit Ausnahme von héchstens O( x) Prim-
zahlen p, < 2

Pr—i

Pr
(17) p < Max ;==

1=i<k

gilt. Es folgt auch, daB mit Ausnahme von O( ) solchen Primzahlen
gilt:

(18) > min L2Et
k lsi<&'.':0k"+‘s
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Es ist zu vermuten, daB folgendes gilt: Es gibt kein % oder nur endlich
viele & mit

Pt Pe . Prts
max ;—— <<=- < min .
lsimlc"’s—s k k+a

l=si<oo
Eine weitere Frage ist die, ob die untere Dichte der k-Werte, fiir die

P DPita Pr Prt . g s F 3
T <i+i bzw. 5= > i gilt, positiv ist. Im letzteren Fall ist dies

so einzusehen: Es ist %" >

Prt1
k+1
Wie beim Beweis von Satz 1 stellt man fest, daB die p, mit Py, — Py
< (1 — ) log & positive Dichte haben, wenn & geniigend klein (von
k unabhingig) gewahlt wird. Da fiir alle geniigend groBen k stets
Pr > (1 — &) klog k gilt, ergibt sich fiir diese k sicherlich k(py+; — pi)

< P,. Es scheint schwierig zu sein, zu beweisen, daB die & mit j—:c! < kiill

positive untere Dichte haben.
Eine andere Frage wire, ob es unendlich oft vorkommen kann, daB

gleichbedeutend mit & (prr; — 1) < Ps-

P Pr+ Pt
% T h+1 k42
SchlieBlich bemerken wir, daB man in Satz 2 die GréBenordnung
o(x/log ) mit derselben Beweismethode durch O(x/log*?x), bei ge-
niigend kleinem 0, ersetzen kann (z.B. kann jedes § < } genommen
werden). Man hat in dem Beweis nur e durch (log «)~ zu ersetzen und

. . . I Pr
statt des Primzahlsatzes die genauere Beziehung k = S +0 (log* p;)
zu verwenden.

Eingegangen am 9. 1. 1961
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