Uber einige Probleme der additiven Zahlentheorie *)
Von P. ERDOs, Birmingham-Haifa

In diesem kleinen Vortrage werde ich iiber einige Probleme der additiven
Zahlentheorie berichten, die mich in den letzten 25 Jahren viel beschiftigt
haben. Im allgemeinen kann man diese Fragen mit kombinatorischen und
wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden angreifen — von den endgiiltigen
Lésungen sind wir aber noch in allen Fillen weit entfernt. Vor kurzem hielt ich
iiber dieses Gebiet einen ausfiihrlicheren Vortrag?!), der auch ein ausfiihrlicheres
Literaturverzeichnis enthalt.

1. Bssei0 < a, < @, < ... eine unendliche Folge ganzer Zahlen, f(n) sei die
Losungszahl von n = a; + a;. Vor etwa 25 Jahren fragte mich S. SIDON, ob
eine Folge 0 < a; < a, < ... existiere, fiir welche f(n) > 0 fir alle n > 0
und f(n)/n® - 0 fiir alle ¢ > 0 gelte. Vor einigen Jahren gelang es mir, das
Problem von SIDON bejahend zu l6sen?); ich bewies niamlich, da8 eine Folge a;
mit

¢y logn < f(n) < cylogn

existiert. Den etwas schirferen Satz, ob es eine Folge mit

f(n}logn — ¢, ¢c >0,
oder
f(n) >0 und f(n)logn—0

gibt, kann ich bis jetzt nicht entscheiden, und meine Methoden, diein ) und %)
angewendet werden, scheinen dazu nicht geeignet zu sein

Vor etwa 25 Jahren vermuteten TURAN und ich3), daB, wenn fiir eine Folge a;,
f(r) > O fir alle » > n, erfiillt ist,

lim sup f(n) =0

gilt. Unsere Vermutung scheint recht tief zu liegen. Eine weitere Vermutung,
die sie enthalten wiirde, ist die folgende: Es sei ¢; << ¢k?, 1 < k < c0; dann gilt
lim sup f(n) = oo. Hier kann ich nur lim sup f(n) > 2 beweisen?).

Ein allgemeineres Problem, das ich mit TURAN betrachtet habe, ist das fol-
gende: Wir setzen irgend etwas iiber die Folge f(») voraus und wollen beweisen,
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daB keine Folge a; existiert, die die obige Folge f(n) realisiert. Ein hierher ge-
horiger Satz von FucHS und mir5) besagt, daB es keine Folge a; gibt, fiir
welche ein ¢ > 0 existiert, so daf3

1 n

= (k) —c)2=>0

E=1
gilt. Offenbar kann man hier schr viele weitere Probleme stellen®).

2. MoSER und ich stellten uns folgendes Problem: Gibt es n 4+ 2 ganze
Zahlen 1 < g; < ay, < ...< api2 < 2% sodaB alle 2*+2 Summen

n
S aa, & = 0 oder 1,
k=1

verschieden sind? Trotz der scheinbaren Einfachheit scheint dieses Problem
recht schwierig zu sein. [Einige hierher gehorige Resultate siehe in 1).]

3. STRAUS und ich vermuteten im Jahre 1953, daBl man zu jeder unendlichen
Folge ganzer Zahlen a, << a, << ... eine Folge b, << b, << ... der Dichte 0
finden kann, so daB sich jede geniigend groB8e Zahl in der Form a; + #; dar-
stellen 1a8t. LORENTZ?) bewies dies, indem er zeigte, daB man die Folge b,
so wihlen kann, dal3
= log A(k)

Blx) <c Y

k=1 A(k) (1)

ausfillt, wo A(k) respektive B(k) die Anzahl der a respektive der b < & be-
deutet. Wegen 4 (k) — oo folgt aus (1) offenbar, daB B(z)/z — 0.

Wenn die ¢ die Primzahlen sind, so ergibt (1), daB eine Folge b; mit B(x) <
¢(log x)? existiert, so dafl n = p 4 b; fiir alle gentigend groBen = 16sbar ist. Herr
LorENTZ fragte mich, ob sich dieses Resultat noch verschérfen lasse. Ich konnte
zeigen®), dal} es eine solche Folge mit B(z) < ¢ (log z)? gibt. Ich kann nicht
entscheiden, ob sich dicses Resultat noch wverschirfen liBt. Inshesondere
konnte eine solche Folge mit B(z) < ¢ log » existieren. Aus dem Primzahlsatz
folgt, daB3

lim inf B(a)flog =z > 1 (2)

sein muf}, ich kann aber nicht einmal

lim sup B(x)flog z > 1
beweisen.
Als ich im April 1956 iiber diese Fragen in Jerusalem einen Vortrag hielt,
fragte mich Herr HANANI, ob folgender allgemeinere Satz gelte (aus dem
lim sup B(z)/log x > 1 sofort folgen wiirde): Es seien 0< a; <a, < .. .,

5) Journal London Math. Soc., 831, 67—73 (1956).

®) 5) enthélt noch andere hierher gehérige Resultate.
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0< b, < by < ... zwei unendliche Folgen ganzer Zahlen, so daB sich jede
geniigend grofie Zahl in der Form a; + b; darstellen 1aBt. Dann gilt

lim sup 4 (x) B(z)/z > 1. 3)
Leider aber konnten wir (3) weder beweisen noch widerlegen.

Ich mdchte jetzt noch einige triviale Bemerkungen zu (3) machen. Offenbar
gilt in (3) > statt > (da die Anzahl der Losungen von a; + b; < = mindestens
z 4 O(1) ist). (3) ist offenbar falsch, wenn nicht beide Folgen unendlich sind
(z. B. die g seien die geraden Zahlen und die b 0 und 1).

Etwas weniger trivial ist, daB in (3) lim inf 4 (z) B(z)/z = 1 sein kann, selbst
wenn beide Folgen unendlich sind. Um dies zu sehen, sei n; [ T4 1s M1/ Tp—> 00,
eine sonst beliebige Folge ganzer Zahlen. Die Folge a; bestehe aus den Zahlen

‘Ekggg<2ﬂg, 1£k<m,
und die Folge b; aus den Zahlen
nkgtkg 2ﬂg+l, tk EOmOdng, 1£k<00.

Offenbar ist jedes 2m; < n < 2mzy; von der Form I, + #;, also jede Zahl
> 2n; von der Form a; + bj. Und offenbar folgt aus der Tatsache, dal
N1 [y — 00,

A(ng) = (1 + o(1)) mp—a, B(ng) = (1 4 o(1)) nyfnze_1.
A(ng) B{ng)/npe— 1 q.e.d.

Also

0 HexOTOPBIX 3aJiayax aJVIMTHBHON TeOpHH HHcen
II. 9PHEW, Bupmuaram— Xaida

Pesiome

B atom Hefonbnom JOXKJIane A pacCMATPHBAK HEKOTODEE IPOCTHE 3aTaTH afiu-
THBHOM T€OPHH YHCEIL.

1) OtBeuaa Ha omguH Bompoc CHMIOHa, f CTPOWI MOCIEK0BATEALHOCTE I[ENHX
gucelr, 0 = a; < @, < ... TaKywo, 9T0 JJIH BCeX N BHIIOJIHAETCA HEPABEHCTBO

¢, logn < f(n) < cglogn,

rie yepes f(n) 0603HAYEHO HCIO pemreHuH ypaBHeHUs n = a; + a;. Mu ¢ TVY-
PAHoM BHIBHHYJIH THOOTe3y, 4T0 lim sup f(z) = oo, KoIb cKopo f(r) > 0 gus
n > nﬂ‘ R+
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2) Mu ¢ MO3EPoM DOCTABHIM CIeYIOMYI0 BaJauy: CYmECTBYIOT JU TaKkme
n+2 wmeen 1<a, <a,<...<ayyz < 2%, 4100H Bee 2"+% cyMMH BHJIA

X ga, e(k) =0 uum 1,
r=1

Owman pasnuyHE? JTOT BOONPOC Ka:KeTcsd 0YeHb TPYXHEIM.

3) Caegyromuii Bonpoc 651 nocrasien XAHAHU (Hanani). Ilyets a; < a,<<...
M b, < b, <... — JBe¢ OECKOHEYHHE NOCJEJOBATeIbHOCTH Measx wmced. Ilycets
A(z) ecrs umexo a; < x u B(z) — uncao b; < z. Ilpegnomaraercd, 9o awoboe
n > n, MPECTaBAMO B BHAE a; + b;. BepHo am Torpa, uto
lim sup A(x) B{z)/z > 1?

F—+00

I[O CHX [IOp A He CMOI' peIIHTE 3TOT BOOPOC.




