
Egy additív számelméleti probléma
ERDŐS PÁL és SURÁNYI JÁNOS

1. A Waring-féle problémakörrel és a vegyes elvjelű hatvány-
összegekkel való előállításra vonatkozó analóg problémával kap-
csolatban merült fel a következő kérdés : előállítható-e minden n
egész szám p1. négyzetszámok segítségével úgy, hogy 1-től vala-
milyen alkalmas r határig minden négyzetszámot felhasználunk
vagy pozitív vagy negatív előjellel, tehát

r
n=~ajj2, aj =+ 1

	

(j=1,2, . . .,r)
j-1

alakban. Ha ez lehetséges, további kérdés lehet r minimális értéke
és adott n-hez mindazon r-értékek meghatározása, amelyekkel
ilyen előállítás lehetséges .

Itt a négyzetszámokat természetesen csak példaként említet-
tük, a probléma hasonlóan felvetődik négyzetszámok helyett tet-
szésszerinti adott k-val a k-adik hatványok sorozatára, de felvet-
hető p1. a prímszámok sorozatára a négyzetszámok helyett és fel-
merül a kérdés, nem érvényes-e olyan tétel, amely szerint egész
számok bizonyos általános, nem túl erős feltételnek eleget tevő
sorozataira ezek a kérdések megválaszolhatók. Az alábbiakban egy
ilyen tételt bizonyítunk be .

2. Tegyük fel egyelőre, hogy a pozitív egész számokból álló

a,<a2 < a,< . . .

sorozat olyan, hogy minden n természetes számra, vagy legalább
egy alkalmas korláton felül mindegyikre fennáll alkalmas r-rel, hogy

r
n=,ajaj , aj=+1

	

{~=1,2, . . .,r)
j-1



A csupa pozitív taggal írt összegre vezessük be a
Y

L aj =A,j=1
jelölést .

Ha

	

ej, értéke -1, a többi ej -é + 1, akkor
A,-a=2(aj, ajZ+ . . .+ajl),

tehát az Ar értékek közt végtelen sok párosnak és végtelen sok
páratlannak kell lennie, hogy tetszésszerinti n-hez legyen olyan
r, amelyre A,.-n páros. Másrészt az (A r -n)/2 számnak legalább
egy r-re előállíthatónak kell lennie csupa különböző, és a,-nél
nem nagyobb aj-k összegeként .

Ez a rövid meggondolás közelebb hozza á következő tétel fel-
tételeinek egy részét :

Legyen 0 < a1 < a2.< . . . egész számok sorozata :
a) amelyben végtelen sok páratlan szám van,
b) amelyre igaz, hogy bizonyos véges számú m1 , . . ., m, szám

kivételével minden természetes szám felbontható csupa különböző
aj-k összegére, és

c) amelyre alkalmas k0-lal, ha k k0, akkor

ak+1 < 2ak -m„
akkor minden n egész szám előállítható
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r
n=Lejaj , ej=± 1,

	

r)
j=1

alakban .
Legyen r,, az az egész szám, amelyre

-1

	

rnL aj < n C >,'aj .j=1

	

j=1
Megadható egy c állandó úgy, hogy a fönti állításban r felvehet
minden r,,-nél és c-nél nagyobb értéket, amelyre Ar és n egyező
párosságú .

Ha p1. a z ar -k páratlanok, akkor r minimális értéke legfeljebb
r,,+2, há pedig váltakozva párosak és páratlanok, akkor legfel-
jebb rn +3. Az első esetbe tartozik p1. a prímszámok sorozata, a
másodikba a négyzetszámoké és általában a k-adik hatványoké .
A négyzetszámok és prímszámok sorozatára még visszatérünk .
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A c) feltételt a bizonyításban lényegesen kihasználjuk, azon-
ban szökségességét nem látszik semmi plauzibilissé tenni .

3. A tétel állításai a következő segédtételből olvashatók le :

A fönti tétel feltételei mellett ha valamilyen r-re
r

t< ,a,=A r
j=l

és t sem m i sem nem A,-mi alakú (i= 1, 2, . . ., s), akkor t elő-
állítható csupa a,-nél nem nagyobb különböző a; összegeként *is.

Ebből a kimondott tétel így látható be : Legyen c akkora,
hogy a,+1 > 2m, Legyen n tetszésszerinti természetes szám, r,,. pedig
jelentse az (1) egyenlőtlenséggel meghatározott számot . Legyen

r
r > r,,, r > c és olyan, hogy n és A,. _ Eaj egyező párosságú; azj=l
a) feltétel szerint van végtelen sok ilyen r érték . Képezzük a

tr _ A,.-n
2

számot ; ez feltevésünk szerint egész. A c megválasztása szerint

tr= Ar-1 + ar-n > A,,-n-i-a,. a,,+1
2

	

2

	

= 2 > ms,

másrészt

A, .

	

Atr < 2r = A,.-
2

Ar- 2 1 C Ar- a21 < A r-m, '

tehát tr sem nem mi, sem nem A,-mi alakú, és így a segédtétel
szerint tr előállítható csupa különböző és a,-nél nem nagyobb a;
összegeként :

Innen

tétel .

tr aj,+a;.,+ . . .+aj

	

J1<J,< . . . <jz ~ r. -

r
n=Ar-2tr=~~jaj,j=1

1, ha j =J,, vagy J2, . . ., vagy. jt,
+ 1 különben .

Segédtételünkből tehát egyszerűen következik a kimondott



4. Ha t1 és t2 két különböző természetes szám, amelyre
tl + t2 = A,, és valamelyik előállítható csupa különböző és a r -nél
nem nagyobb a; összegeként, akkor nyilvánvalóan ugyanez áll a
másikra is . Ennek folytán egyrészt világos, hogy a segédtétel az
mi számokon kívül az A,. mi alakú számokra sem lehet igaz,
másrészt igazolni elég a segédtételt p1 . azokra a t-kre, amelyekre

0<t~ 2A,. .

Ha t egy ennek eleget tevő egész és nem valamelyik m1 , akkor
amennyiben kisebb a, .+1-nél, úgy előállítható a b) feltétel szerint
csupa különböző a;-k összegeként és ezek mind kisebbek a,+,-nél,
tehát nem nagyobbak a,-né], t-re tehát egy segédtételünknek is
megfelelő előállítást kapunk .

Ha n ~ a,.+1, akkor válasszuk v-t úgy, hogy fennálljon
ar+a,,_1+ . . . .+a,,+1 < tC ar+a,,_1+- . . .+aa-I-1+az,

és képezzük a
t' = n-ar--a,._1- . . . -a z+1 (~ a z,)

számot. Ha ez nem valamelyik m i , akkor ismét a b) feltétel szerint
előállítható

t'= aj, -{ a,, + . . . + a 7 , a; < a, < . . . < aj, ~ a,
alakban, s így
t=t' Fa,, +ar-1+ . . . .+a,;+i = a,, .f a;y+ . . . .+ajz .+at+l+ . . .+a,.
egy kívánt alakú előállítás .

5. Ha végül valamilyen i-re t' = mi , akkor képezzük a
t"=t' + a.L+1 számot. Legyen ak a sorozat utolsó eleme, amelyik
még nem nagyobb, mint t";2, akkor a c) feltétel szerint

ak -c- 2 < a,;+1 < 2 ak-m s :s~ t -ms .
Innen

ms < t -ak+1 < ak+1
tehát b) folytán t"-ak+1 előállítható csupa különböző aj-k
összegeként és ezek az a;-k mind kisebbek ak+1-né] . Így
t" _ (t"-ak+1) + ak+1 is előállítható csupa különböző a,-k összege-
ként, amelyek között ak+1 a legnagyobb. Mivel

t = f'+ a,:+-,+ . . . + ar- 1 -I- ar,
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így a segédtételt ebben az esetben is igazoltuk, ha még belátjuk,
hogy az+l < a„+2 . De

ak+l < t"-ms=t'Ta„+1-ms =a„+1+mi-ms G a„+i <a,,+-? .

Ezzel igazoltuk a segédtételt s egyszersmind a tételt is .

6. A prímszámok sorozatát véve a i -k gyanánt ismeretes,
hogy 1, 4 és 6 kívételével minden egész szám előállítható csupa
különböző prímek összegeként, másrészt1, ha n = 5, akkor p,, +,

2p.-7. Ebből a 3. pont gondolatmenetét követve és jelöléseit
használva a,,,-nak választható 13, tehát a tételbeli c gyanánt 5 .

A négyzetszámokra már lényegesen több a kivétel, de minden
128-nál nagyobb egész szám már előállítható csupa különböző
négyzetszám összegeként2. Másrészt egyszerűen számítással belát-
ható, hogy ha n > 13, akkor

(n { 1)'J -= 2n2-129.

Most a,+i gyanánt 172 választandó és így tételünkben négyzetszá-
mok esetén c választható 17-nek .

7. Általában igen nehéz kérdés annak az eldöntése, hogy
mikor állítható elő minden elég nagy szám egy adott a, < a 2 <
egész számokból álló sorozat különböző elemeinek összegeként.
Ha egy sorozatra ez teljesül, nevezzük T, tulajdonságúnak . Nyil-
ván szükséges ehhez, hogy minden u-hoz és m-hez legyen olyan
aj,, a;2 , . . ., a;1 , amelyre

a,, + a;2 -}- . • • -]- a,1- u(mod m) .

Azt gondolhatnánk, elégséges feltételt kapunk, ha ezen kívül
még megköveteljük, hogy az ak+1/ak hányados 1-hez tartson, ez
azonban nem álla .

1 Az utóbbi állítás helyett mindjárt az látható be, hogy minden m ? 10-re
(nem csak prímszámra) m és 2m-7 közt van prímszám. Erre ugyanolyan
gondolatmenet alkalmazható, mint arra, hogy n és 2n közt van prím (L . p1 .
(1] 129-132 old . v. (2] 341-344 . old .) Ennek az egyenlőtlenségnek a felhaszná-
lásával az előbbi 12-né1 nagyobb számokra teljes indukcióval látható, -addig
pedíg könnyen ellenőrizhető .

2 Ez is teljes indukcióval látható be, mint a prímszámokra vonatkozó
megfelelő állítás . A következő 33 szám nem állítható elő különböző négyzet-
számok összegeként : 2, 3, 6, 7, 8, 11, 12, 15, 18, 19, 22, 23, 24, 27, 28, 31, 32,
33, 43, 44, 47, 48, 51, 55, 60, 67, 72, 76, 92, 96, 112, 124, 128.

3 Erről a kérdésről J . W. S. CASSELS egy érdekes cikke van megjelenőben
az Acta Sci. Mth. Univ. Szeged-ben .



Ismeretes, [3], hogy az a,t= nk sorozatnak minden adott k
pozitív egész számra megvan a T, tulajdonsága, de p1. tetszőleges
relatív prím ,u és v mellett az összes Izkvl (k,1=0, 1, . . .) számok-
ból álló sorozatról csak legutóbb mutatta meg BIRCH4, hogy meg-
van a T, tulajdonsága. Érdekes kérdésnek látszik, hogy ha a egy
1 és 2 közti szám, t pedig adott pozitív szám, akkor az a„ _ [ tan]

sorozatnak megvan-e a T, tulajdonsága .
Talán természetesebb kérdés a következő tulajdonság vizs-

gálata : Azt mondjuk, hogy egy a,< a,< . . . . sorozat T2 tulajdon-
ságú, ha megvan a T, tulajdonsága, és ez akkor is megmarad, ha
a sorozatból bárhogy elhagyunk véges sok elemet . Nyilvánvalóan
megvan ez a tulajdonsága az összes természetes számoknak, vagy
az összes páratlan számoknak, de nincs meg a T2 tulajdonsága
az a.,t = 2n

_ ,
sorozatnak, noha ez a TI tulajdonsággal rendelkezik .

Ez a kérdés felvetés annyival látszik könnyebben megközelíthető-
nek, a T, tulajdonságénál, mert - ez nem múlhat néhány kis szám
tulajdonságain . (Hasonlóan mint a Waring-féle problémakörben is
természetesebbnek bizonyult az elég nagy számok előállításához
szükséges k-adik hatványok számának kérdése, mint az összes
természetes számok előállításáé5 .)

A számok k-adik hatványának adott k természetes számra,
a prímszámok sorozatának megvan a T2 tulajdonsága, talán már
szerepelt is az irodalomban . Érdekes volna ebből a szempontból
is megvizsgálni 1 < u < 2-re az [an] (n = 1, 2, . . .) sorozatot.

IRODALOM

[1] ERDŐS P .-SURÁNYI J . : Válogatott számelméleti kérdések, (Budapest 1960,
Tankönyvkiadó V.) 250 öld .

[2] G. H. HARDY-E. M. WRIGHT : An Introduction to the theory of numbers,
(Oxford, 1954) XVI -1- 419 . old .

[3] R. SPRAGUE: Über Zerlegung in a-te Potenzen mit lauter verschiedenen
Grundzahlen, Math. Zeitschrift, 51 (1949), 466-468. old .

4 Dolgozata a Proc. of Cambridge Phil . Soc.-ben van sajtó alatt. Ered-
ménye következik CnsseLS 3 . lábjegyzetben említett eredményéből is .

5 L . p1 . [1] 170-185 old . ; v. [2] 317-325. old .
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OB OAHOI1 IIBOBJIEME AAAhIIThIBHOhI TEOPhIkI MI4CEJI

P. ERDŐS R J . SURÁNYI

ABTOpbIAOKaabIBa1OT, YTO, ecnH AnR 6e3KOHeYH0ú nOCneAOBaTenbHOCTH
IzenbIX x1Hcen 0 < a l < a_ < . . . Bblnoj•IHRroTCR cneAyIOII{He ycnoBHR : a) nocne-
AOBaTenbHOCTb COAepxrmT BeCKOHeYHO MHOFO HeiIfúTHbIX 3neMeHTOB, b) 3a HC-
KnIOXeHFIeM HeKOTOpbiX 9NCen m1 < m, < . . . < ms KaxrAoe nonosxxTenbHoe
L[enoe iIHC io MOxreT 6b1Tb npeACTaBneHHO E BHAe CyMMbI pa3nHiiHbIX, C) AnR
BCeX AOCTáTOYHO óonbmHX k ak+l < 2a k -m.4, TO BCRKOe uenOe iFHCJIO a MO-
xceT 6bITb npeACTaBneHHO_ B BH,I;e

r

n=Y E

	

a i = f 1

	

(i=1, . . :, r) .
t-1

3AeCb r MolKeT 6bITb nIO6HM AOCTaT09H0 60nbIIIHM iiHCnOM, A?IR KOTOpotO

zlt'THOCTb

	

ad H n CoBnáAaeT .
á.=1

XOTR He BNAHO, YTO yCnOBHe C) He06X0AHM0. OHO HCpaeT CyII1,eCTBeHHyFO
pOnb E AOKa3aTenbCTBe . BbInO 6bI HHTepeCHO AaTb npoCTOe AOCTaTOYHOe
yC7IOBHe TOrO, Kora HeKOTOpsIR +IIOCneAOBaTenbHOCTb yAOSneTBOpAeT yCnOBHFO b),
HnN peLHHTY BbInOnHReTCR nH OHO AnR nOCneAOBaTenbHOCTN [ta,,] (n = 1, 2, . . .)
npN AaHHb1X t > 0, 1 < a < 2,

ÜBER EIN PROBLEM AUS DER ADDITIVEN ZAHLENTHEORIE

von P. ERDŐS und J. SURÁNYI

Folgender Satz wird bewiesen : Für die aus ganzen Zahlen bestehende
Folge 0 < a 1 < a, G • • • gelte folgendes : a) Es gibt unendlich viele ungerade
Elemente der Folge, b) alle natürliche Zahlen bis auf gewisse endlich viele :
m1 < . . . < m, können als Summe von verschiedenen Elementen der Folge
dargestellt werden, c) für genügend grosse Werte von k gilt ak+1 < 2ak- ma •
In diesem Falle kann jede ganze ZahI n in der Form

n-YE;a;, s,=± 1

	

r)
a:=1

dargestellt werden . Für r kann jeder genügend grosser Wert gewühlt werden,
ti•

für dem die Parit t von n und Y a ; übereinstimmen .
d-1

Kein Grund scheint die Notwendigkeit der Voraussetzung c) zeigen, im
Beweis wird sie aber wesentlich ausgenützt . Es würe interessant eine brauch-
bare hinreichende Bedingung dafür zu geben dass eine Folge die Eigenschaft
b) besitzt, oder zu entscheiden, ob die Folge [ta ,], wo t > 0, 1 < a < 2 gege-
bene Zahlén sind, die Eigenschaft b) besitzt oder nicht .
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