Egy additiv szimelméleti probléma
Erpés PiL és Surinvi Jinos

1. A Waring-féle problémakorrel és a vegyes elbjelii hatvany-
Usszegekkel valod el6dllitdsra vonatkozé analég problémaval kap-
csolatban mertlt fel a kovetkezé kérdés: el6allithaté-e minden n
egész szam pl. négyzetszamok segitségével tgy, hogy 1-t6] vala-
milyen alkalmas r hatarig minden négyzetszamot felhasznalunk
vagy pozitiv vagy negativ el6jellel, tehat

R=Z¢?jj2, £f=il (j=1,2,...,r)
=1

alakban. Ha ez lehetséges, tovdbbi kérdés lehet r minimalis értéke
¢s adott n-hez mindazon r-értékek meghatarozisa, amelyekkel
ilyen el6allitis lehetséges.

Itt a négyzetszamokat természetesen csak példaként emlitet-
tik, a probléma hasonléan felvetédik négyzetszamok helyett tet-
szésszerinti adott k-val a k-adik hatvanyok sorozatdra, de felvet-
het6 pl. a primszamok sorozatira a négyzetszamok helyett és fel-
meriil a kérdés, nem érvényes-e olyan tétel, amely szerint egész
szamok bizonyos altalanos, nem tdl ers feltételnek eleget tevd
sorozataira ezek a kérdések megvdalaszolhatok. Az alabbiakban egy
ilyen tételt bizonyitunk be.

2. Tegyiik fel egyel6re, hogy a pozitiv egész szdmokbdl &llé
<A< Q< e

sorozat olyan, hogy minden n természetes szamra, vagy legaldbb
egy alkalmas korlaton feliil mindegyikre fennall alkalmas r-rel, hogy

¥

n=2ga;, &=+1 (=41

=



A csupa pozitiv taggal irt osszegre vezessiik be a

jaj:Ar

=1
jelolést.
Ha ¢, &, ..., &, értéke —1, a tobbi &-¢é -1, akkor

Ar—n=2(a;+a;,+ -+ +a;),

tehat az A, értékek kbzt végtelen sok pdrosnak és végtelen sok
paratiannak kell lennie, hogy tetszésszerinti n-hez legyen olyan
r, amelyre A.—n paros. Masrészt az (A,—n)/2 szimnak legalabb
egy r-re elGallithatonak kell lennie csupa kiilonbozé, és a,-nél
nem nagyobb a;-k tsszegeként.

Ez a rovid meggondolds kozelebb hozza a kivetkezd tétel fel-
tételeinek egy részét:

Legyen 0 < ay < ay< -+ egész szdmok sorozafa:

a) amelyben végtelen sok pdratlan szdm van,

b) amelyre igaz, hogy bizonyos véges szdmit m, ..., m, szdm
kivételével minden természetes szdm felbonthaté csupa kiillonbozo
a;-k Osszegére, és

c) amelyre alkalmas k,-lal, ha k> k,, akkor

Aret < 2ap— Ms;
akkor minden n egész szdm elédllithato

n— > sa;, g=+1, (J=1,2,..1s7)

7=l
alakban.
Legyen r, az az egész szdm, amelyre

r.-1 r,

Zaj<nézaf-

3=l1 J=l1

~

Megadhato egy ¢ dllando iigy, hogy a fonti dllitdsban r felvehet
minden r.-nél és c-nél nagyobb értéket, amelyre A, és n egyezd
pdrossdgti.

Ha pl. az a;-k paratlanok, akkor r minimalis értéke legfeljebb
r.+2, hd pedig valtakozva parosak és paratlanok, akkor legfel-
jebb r,4-3. Az els6 esetbe tartozik pl. a primszamok sorozata, a
masodikba a négyzetszamoké és 4ltaldban a k-adik hatvanyoké.
A négyzetszimok és primszamok sorozatira még visszatériink.



A c) feltételt a bizonyitasban lényegesen kihasznaljuk, azon-
ban szokségességét nem latszik semmi plauzibilissé tenni.

3. A tétel allitdsai a kovetkezd segédtételbél olvashatok le:
A fonti tétel feltételei melletf ha valamilyen r-re
Ji=1

és t sem m; sem nem A,—m; alaki (i=1,2,...,5), akkor t eld-
dllithaté csupa a.-nél nem nagyobb kiilonbozd a; 0Osszegeként 'is.

Ebbél a kimondott tétel igy lathaté be: Legyen ¢ akkora,
hogy a..1 > 2m,. Legyen n tetszésszerinti természetes szam, r, pedig
jelentse az (1) egyenlbtlenséggel meghatarozott szamot. Legyen

r>r,, r>c és olyan, hogy n é A, — D a; egyezb parossagii; az
i=1
a) feltétel szerint van végtelen sok ilyen r érték. Képezziik a

Ar—n
2

szamot; ez feltevésiink szerint egész. A ¢ megvalasztasa szerint

rr=:

_ Arata—n _ A,—n+ta; ” Ezf_l)ms’

L 2 =3 2

masrészt
&=A _&{ At _@en
2 2= 2 ’ 2

tehat #. sem nem m;, sem nem A,.—m; alaki, és igy a segédtétel
szerint ¢, elballithatd csupa kiilonbozé és a,-nél nem nagyobb a;
Osszegeként:

t<

Ar_ = A < Ar"‘ms;

b=, +aj,+ - +aj, h<h< e <ph=r-
Innen

n=A—2t, = > &a,
=1
. —1, ha j=j, vagy js, ..., vagy j,
" | 41 kiilonben.

Segédtételiinkbdl tehdt egyszeriien kovetkezik a kimondott
tétel.

&
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4, Ha ¢t és f, két kiilonbozd természetes szdm, amelyre
t,-+t,= A, és valamelyik elballithatdé csupa kiilonbozd és a,-nél
nem nagyobb a; dsszegeként, akkor nyilvanvaldéan ugyanez &ll a
masikra is. Ennek folytan egyrészt vilagos, hogy a segédtétel az
m; szamokon kiviil az A,—m; alaki szdmokra sem lehet igaz,
masrészt igazolni elég a segédtételt pl. azokra a #kre, amelyekre

1
0(:5‘2—14;‘.

Ha ¢ egy ennek eleget tev egész és nem valamelyik m;, akkor
amennyiben kisebb a,.,-nél, ugy eldllithaté6 a b) feltétel szerint
csupa kiilonbozé a;-k Usszegeként és ezek mind kisebbek a,;1-nél,
tehat nem nagyobbak a,-nél, f-re tehat egy segédtételiinknek is
megfelel6 eldallitast kapunk.

Ha n = a..., akkor valasszuk »-t gy, hogy fenndlljon

a+a 1+t am<t=a.+a1+ -+ +a,,
és képezzik a
=n—a—a 11— —u(=a)
szdmot. Ha ez nem valamelyik m;, akkor ismét a b) feltétel szerint
eléallithatod
{ =a;+a,+--+a;, a,<a,<---<a,=a

alakban, s igy
t=t4a+a 1+ +au=a;+a,+ - +a,+aqut--+a
egy kivant alakd el6allitas.

5. Ha véglil valamilyen i-re = m;, akkor képezziik a

t" =t - a.. szamot. Legyen a; a sorozat utols6 eleme, amelyik
még nem nagyobb, mint #”/2, akkor a c) feltétel szerint

I

a, = P < Gy < 2ar—ms = ' —m;.

Innen
ms <" —ap < Qe
tehat b) folytin ¢’—as.: elédllithatdé csupa  kiilonbdzd a;-k

osszegeként és ezek az a;-k mind kisebbek ai-nél. gy
t' = (t"—ai1) + au is elédllithato csupa kiilonbozé a;-k Osszege-
ként, amelyek kozott a..a a legnagyobb. Mivel

{="+aus+ -+ +a-1+}0r,
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igy a segédtételt ebben az esetben is igazoltuk, ha még belatjuk,
hogy @iy < @,se. De

Ay <V'— My =1+ Qop1— My = Qo1 + M — 1M = Qo1 < Qi3
Ezzel igazoltuk a segédtételt s egyszersmind a tételt is.

6. A primszamok sorozatit véve a:-k gyandnt ismeretes,
hogy 1, 4 és 6 kivételével minden egész szdm elballithatd csupa
kiilonb6z6 primek Osszegeként, masrészt’, ha n = 5, akkor pu.. =
= 2p,—1T. Ebbdl a 3. pont gondolatmenetét kovetve és jeloléseit
hasznalva a...-nak valaszthatdé 13, tehat a tételbeli ¢ gyanant 5.

A négyzetszdmokra mdr lényegesen tobb a kivétel, de minden
128-ndl nagyobb egész szdm mdr elodllithato csupa kiilonbizo
négyzefszdm 0Osszegekénf’. Masrészt egyszeriien szamitassal belat-
hat6, hogy ha n= 13, akkor

(24 1) = 2n°—129.

Most a..; gyanant 17° valasztand6 és igy tételiinkben négyzetsza-
mok esetén ¢ valaszthaté 17-nek.

7. Altaldban igen nehéz kérdés annak az eldontése, hogy
mikor allithaté el6 minden elég nagy szdm egy adott @, < a, < +--
egész szamokbol all6 sorozat kiilonboz6 elemeinek Osszegeként.
Ha egy sorozatra ez teljesiil, nevezziikk 7, tulajdonsiginak. Nyil-
van sziitkséges ehhez, hogy minden u-hoz és m-hez legyen olyan
a;,; aj,, - - -, @4, amelyre

a;,+ @, -+ + -+ +a,, = u(mod m).

Azt gondolhatnank, elégséges feltételt kapunk, ha ezen Kkiviil
még megkoveteljitk, hogy az ay.i/ax hanyados 1-hez fartson, ez
azonban nem All°,

1 Az utobbi allitas helyett mindjart az lathato be, hogy minden m = 10-re
(nem csak primszamra) m és 2m—7 kozt van primszam. Erre ugyanolyan
gondolatmenet alkalmazhat6, mint arra, hogy n és 2n kozt van prim (L. pl.
[1] 120—132 old. v. [2] 341—344. old.) Ennek az egyenlotlenségnek a felhaszna-
laséval az elébbi 12-nél nagyobb szdmokra teljes indukciéval lathaté, -addig
pedig konnyen ellendrizhetd.

2 Ez is teljes indukcioval lathatdo be, mint a primszamokra vonatkozd
megfelelé allitds. A kovetkez6 33 szdm nem allithaté eld kiilonbozd négyzet-
szamok osszegeként: 2, 3, 6, 7, 8, 11, 12, 15, 18, 19, 22, 23, 24, 27, 28, 31, 32,
33, 43, 44, 47, 48, 51, 55, 60, 67, 72, 76, 92, 96, 112, 124, 128.

3 Errdl a kérdésrol J. W. S. Cassers egy érdekes cikke van megjelendben
az Acta Sci. Mth. Univ. Szeged-ben.
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Ismeretes, [3], hogy az a,— n* sorozatnak minden adott &
pozitiv egész szamra megvan a 7, tulajdonsiga, de pl. tetszbleges
relativ prim u és v mellett az tsszes p*v' (k,[=0, 1,...) szamok-
bol &llé sorozatrdl csak legutébb mutatta meg BircH!, hogy meg-
van a T, tulajdonsidga. Erdekes kérdésnek latszik, hogy ha « egy
1 és 2 kozti szam, ¢ pedig adott pozitiv szam, akkor az a, = [fe"]
sorozatnak megvan-e a 7, tulajdonsaga.

Taldan természetesebb kérdés a kovetkezd tulajdonsdg vizs-
galata: Azt mondjuk, hogy egy a, <a,< --- sorozat 7, tulajdon-
sagl, ha megvan a 7, tulajdonsiga, és ez akkor is megmarad, ha
a sorozatbdl barhogy elhagyunk véges sok elemet. Nyilvanvaloan
megvan ez a tulajdonsidga az dsszes természetes szamoknak, vagy
az Usszes paratlan szamoknak, de nincs meg a 7, tulajdonsaga

az a,—2"" sorozatnak, noha ez a 7; tulajdonsiggal rendelkezik.
Ez a kérdés felvetés annyival latszik konnyebben megkazelitheto-
nek, a 7, tulajdonsagénal, mert ez nem mualhat néhdny kis szam
tulajdonsdgain. (Hasonléan mint a Waring-féle problémakoérben is
természetesebbnek bizonyult az elég nagy szamok eldallitisahoz
sziikséges k-adik hatvdnyok szdmanak kérdése, mint az osszes
természetes szamok elbdllitdsaé’.)

A szamok k-adik hatvdnyanak adott k természetes szamra,
a primszamok sorozatinak megvan a 7, tulajdonsaga, taldn mar
szerepelt is az irodalomban. Erdekes volna ebbdl a szempontbdl
is megvizsgilni 1 <e <2-re az [e¢"] (n=1,2,...) sorozatot.
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OB OJHOW MBOBJEME AJJIUTUBHON TEOPUHW YUACEN
P. Erpds u |. Surdnvi

ABTOpHI JOKABBIBAIOT, YTO, eCAH AAs OE3KOHEHHOH MOCIe0BATENLHOCTH
pensix yncen 0 < @, < a. < - -+ BHIUIONHAIOTCA CNEAYIOUIHE YCAOBUS: ? nocnae-
JOBATEABHOCTh COAEDIKUT BECKOHEYHO MHOTO HEuETHBIX S7EMEHTOB, ) 3a mC-
KIHYEHHEM HEROTOPBIX - HHCEN 1y < Mty < - - - < My KOKA0E NOJOKHTENLHOE
HEN0e YuCA0 MOWET ObiTh NPEACTABIEHHO B BHAE CYMMLI PASNRuHBIX, &) 715
BCEX JOCTATOMHO OGOMbIBX K @),y < 2d,—M,, TO BCIKOE LEJI0E YHCIO 1t MO-

weT OblTh NPEICTABIEHHO B BHIE

n—

v

LR

eq, e=v11 (=1..7)

St i
L5

3neck r mokerT ObITh JKOOHM IOCTATOYHO OGONLIIMM YHCIOM, % KOTOPOro
T

4ETHOCT eri H 7 COBMajaer.
=
XoTqa He BMAHO, 4TO VCIOBHE ¢£) HEOOXOMUMO, OHO HIDAET CYLIECTEeHHYH)
poab B joxazatenscree. B0 Okl HHTEPECHO pAaTh NPOCTOE AOCTATOYHOE
YCIOBYE TOrO, KOrA HEKOTOPAST J10CIEIOBATENBHOCTh YAORNETEOPSIET YCAOBRIO b),
HIR PemnTd BHIOOIHAETCH M OHO NSl nocnenopatensuocts [fe’] (n=1,2,...)
npr pauHelx $ >0, 1< e <2,

UBER EIN PROBLEM AUS DER ADDITIVEN ZAHLENTHEORIE
von P. Erpnds und ]. Surinyi

Folgender Satz wird bewiesen: Fiir die aus ganzen Zahlen bestehende
Folge 0 < a; < a5 < --- gelte folgendes: a) Es gibt unendlich viele ungerade
Elemente der Folge, b) alle natiirliche Zahlen bis auf gewisse endlich viele:
my; < +-+ < m, kbnnen als Summe von verschiedenen Elementen der Folge
dargestellt werden, c) fiir geniigend grosse Werte von k gilt ay+1 < 2a;— m..
In diesem Falle kann jede ganze Zahl n in der Form

R:Zf;a;, E;:"!_"l {;'=I,...,r)

=1
dargestellt werden. Fiir r kann jeder geniigend grosser Wert gewéhlt werden,
L

fiir dem die Paritit von n und Za‘- {ibereinstimmen.
i=1
Kein Grund scheint die Notwendigkeit der Voraussetzung ¢) zeigen, im
Beweis wird sie aber wesentlich ausgeniitzt. Es wire interessant eine brauch-
bare hinreichende Bedingung dafiir zu geben dass eine Folge die Eigenschaft
b) besitzt, oder zu entscheiden, ob die Folge [fe], wo t >0, 1 < e < 2 gege-
bene Zahlen sind, die Eigenschait b) besitzt oder nicht.
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