SUR LA DECOMPOSITION DE L’ESPACE EUCLIDIEN
EN ENSEMBLES HOMOGENES

) Par
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1. Selon EMILE BOREL, un ensemble E de l'espace euclidien a n di-
mensions &" est dit homogéne si, X et ¥ étant deux points quelconques de
E, la translation XY transforme E en lui-méme.

Le continu et I'ensemble des nombres rationnels sont des exemples
triviaux d’ensembles homogeénes linéaires. EMILE BOREL construit [1] deux
exemples d’ensembles linéaires, homogénes, non dénombrables, autres que
le continu et conclut: ,Les ensembles que nous avons définis sont de mesure
nulle; la question reste ouverte de savoir si le continu peut étre décomposé
en un nombre fini ou en une infinité dénombrable d’ensembles homogénes
égaux, qui ne pourraient étre de mesure nulle si leur nombre est fini et ne
seraient pas mesurables si leur infinité est dénombrable“.

En ce qui concerne la décomposition de la droite en une infinité de
puissance m (N, =m=2%) d’ensembles homogénes superposables par trans-
lation, le probléme est résolu par l'affirmative (bien que non explicitement),
par S. Ruziewicz [2] et I. HALPERIN [3].

I. HALPERIN démontre qu'il existe une décomposition de la droite en m
{Ny=m=2%) ensembles E, supérposables par translation et saturément non
mesurables (c’est-a-dire pour tout E mesurable on a u*(E.nE)=u(E),
u,(ENE)=0, p*, u et u, étant, respectivement, la mesure extérieure, la mesure,
la mesure intérieure). On peut montrer que les ensembles E, sont homogénes.

Les résultats contenus dans la présente Note peuvent &étre résumés
comme il suit:

Il n'existe aucune décomposition de &" en un nombre fini > 1 d’ensembles
homogénes non vides. Le caractére saturé de la non mesurabilité (voir, par
exemple, la décomposition de I. HALPERIN) est inévitable pour les ensembles
de toute décomposition de &" en une infinité de puissance < 2% d’ensembles
homogénes, non mesurables et superposables par translation (en particulier,
pour la décomposition de S. Ruziewicz de [2], si m<2¥). Il existe une dé-
composition de & en m (N, =m=2") ensembles homogénes, saturément
non mesurables, superposables par translation et chacun d’eux contenant un
ensemble parfait. On donne une démonstration du théoréme de I. HALPERIN
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de [3]. On donne les analogues descriptifs (dans les termes de la catégorie
de Baire) de certains de ces résultats.

2. Par ensemble homogéne non trivial on comprendra dans la suite un
ensemble linéaire, homogéne, non dénombrable et autre que le continu linéaire.

LEMME 1. Un ensemble homogéne non trivial est un ensemble frontiére
partout dense. (La démonstration est évidente.)

THEOREME 1. [l n'existe aucune décompesition du continu linéaire en un
nombre fini > 1 d’'ensembles disjoints homogénes et superposables par trans-
lation.

DEMONSTRATION. Soit, par absurde, UE une telle décomposition. On

sait que la famille de tous les ensembles lmémres distincts, superposables
par translation avec E, est infinie (thécréme 1 de [4]). 11 existe donc un
ensemble F distinct de tout E; {i=l 2,...,n) et superposable par trans-

lation avec tout E;. Mais, parce que UE €puise la droite, il existe un E;

(1=/j=n) tel que E;nF-==0 et F—E & 0. D’autre part, du fait que E;
est homogéne, il résulte ou bien EinF= 0 ou bien F= E;
La contradiction obtenue achéve la démonstration.

REMARQUE. Le cas particulier suivant du théoréme 1 est démontré en
[5): Il n’existe aucune décomposition du continu linéaire en deux ensembles
non vides, disjoints et homogénes." Nous en donnons ici deux autres démon-
strations.

PREMIERE DEMONSTRATION: Admettons qu'une telle décomposition existe.
Un au moins des deux ensembles £ et F de la décomposition est non trivial.
D’aprés le lemme 1, E et F sont partout denses, donc f(x), la fonction carac-
téristique de E, est discontinue en chaque point. D’autre part, on voit aisé-
ment que f(x) est symétriquement continue en chaque point, c'est-a-dire,
pour un x quelconque, on a

lim (f(x + k) —f(x—h)) =0

Mais cela contredit le théoréme de [6], qui affirme que, si une fonction
est symétriquement continue en chaque point, ses points de discontinuité
forment un ensemble de premiére catégorie.

DEUXIEME DEMONSTRATION. En désignant par D(A) l'ensemble des dis-
tances de I'ensemble A, on a, en tenant compte que £ et F devraient étre

* 1| est aisé de voir que, s'il existait une telle décomposition, les deux ensembles
de la décomposition seraient superposables par translation,
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superposables par translation,

(1) D(E) = D(F)
D’autre part on a I'implication
@) 0§ D(E)=> 24 € D(F).

Supposons que 0 € E; on a donc D(E)=— E et, d’aprés le lemme 1, if
existe un o & D(E). Si 'on a w/2 € D(E), alors, vu 'homogénéité de E, on
a aussi o € D(E), ce qui est contradictoire. Si I'on a w/2¢ D(E), alors,
d’aprés (2), on a w € D(F) et, en tenant compte de (1), on a @ € D(E), donc de
nouveau la méme contradiction est établie.

Le théoréme 1 donne la réponse négative a la question posée par BOREL
sur l'existence d’'une décomposition finie de la droite en ensembles homogénes
superposables par translation. Mais il est intéressant de savoir si la réponse
est aussi négative méme quand on renonce a la restriction que les ensembles
soient superposables par translation. Nous allons résoudre ce probléme, en
utilisant le théoréme 1.

3. S. BANACH a démontré [7] qu’il existe une fonction d’ensemble non
négative, simplement additive, définie pour tout ensemble borné de la droite,
telle que pour deux ensembles congruents la fonction prend la méme valeur
et telle encore que la valeur de la fonction, pour tout ensemble borné me-
surable au sens de Lebesgue, est justement la mesure de Lebesgue de cet
ensemble.

Nous appelons cette fonction mesure de Banach et nous la désignons par »_

LEMME 2. Si A est un ensemble homogéne non ftrivial, alors on a
r(An(,1))=0.

DEMONSTRATION. On peut admettre que O € A. Il existe, en tenant compte
du lemme 1, un nombre réel positif k, tel que 1>k, ¢ A. Désignons par A,
'ensemble des points de la forme x4k o0t x€A. A, est homogéne et
AnA,=0. En vertu du théoréme 1, AUA, n'épuise pas la droite. Si
k¢ AU A;, alors I'ensemble A, des points de la forme x-+k,, o x€A, est
homogene non trivial. En vertu du lemme 1, on peut supposer que
0 < k, < 1. Maintenant nous répétons le méme raisonnement. S’il existait un
nombre entier positif n, tel que AUA, U ... UA, épuise la droite, alors il
serait contradictoire au théoréme 1. Donc il existe une suite &, 4, . .. telle que
les ensembles A,, A,, ... sont disjoints et superposables par translation avec A.

Posons A*— An(0, 1) et désignons par A} I'ensemble des points x -k
ot x € A*. Si l'on avait r(A*')=w >0, alors pour tout n

#
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et puisque pour tout n on a A c(0,2) et en tenant compte que la mesure de
Banach est non négative, il résulte, pour tout n, ne < 2, ce qui est absurde.
Donc #(A")=0.

REMARQUE. Du lemme 2 il résulte que tout ensemble homogéne non
trivial, mesurable au sens de Lebesgue, est de mesure nulle (ce qui explique
pourquoi était il nécessaire que les ensembles homogénes construits par
BOREL, sans 'axiome du choix, soient de mesure nulle). On peut établir un
résultat plus général: Tout ensemble E homogéne non trivial est de mesure
intérieure nulle. En effet, s’il n'était ainsi, 'ensemble D(E) contiendrait un
intervalle [8], donc, vu I'homogénéité de E, E aussi contiendrait un intervalle
chose impossible a cause du lemme 1.

On a aussi: Tout ensemble jouissant de la pro,briére’ de Baire, contenu
dans un ensemble homogéne non trivial, est de premiére catégorie.

THEOREME 2. Il n'existe qucune décomposition de la droite en un nombre
Jini = 1 d’ensembles homogénes disjoints ef non vides.

DEMONSTRATION. Supposons, par réduction a I'absurde, qu'une telle
décomposition E;UE,U ...UE, existe. Pour tout 1 =i=n tel que E;: est
non trivial on a, d’aprés le lemme 2, »(E:n(0,1))=10. D’autre part, un E;
trivial est dénombrable, donc de mesure nulle au sens de Lebesgue, donc aussi
de mesure nulle au sens de Banach. On a donc aussi »(E;n(0,1))=0.
En vertu de ladditivité simple de », on a »((0, 1))=0, ce qui est contra-
dictoire. _

REMARQUE. Le théoréme sur l'existence de la mesure de Banach, utilisé
dans Ja démonstration du théoréeme 2, cesse d’étre vrai dans un espace euc-
lidien de dimension supérieure a deux [9]. Cependant, il est remarquable que
le théoréme 2 est vrai pour un espace euclidien de dimension quelconque,
comme le montre le suivant

COROLLAIRE. [l n'existe auciine décomposition de &' en un nombre fini
P > 1 d’ensembles homogénes, disjoints ef non vides.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire et soit &' —E,UE,U...UE,
{p > 1) une telle décomposition. Il est facile de voir qu'il existe une droite
Dc§" telle que, quel que soit i (1 =i=p), E:nD n’épuise pas D.

En effet, dans le cas contraire on aurait, pour toute droite D, un certain
ensemble £; (1 =j=n) tel que DcE,. Mais alors, P étant un point quel-
conque et E, (1 =k = p) étant tel que P¢€ E,, on aurait, pour toute droite
D passant par P, Dc E;,, donc &" serait épuisé par E;, contrairement a
’hypothése p > 1.
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Remarquons maintenant que chaque E:nD (1 =i=p) est aussi un
ensemble homogeéne. On obtient donc une décomposition de D en un nombre
fini > 1 d’ensembles homogénes disjoints et non vides, chose interdite par le
théoréme 2. :

REMARQUE. Il serait intéressant de trouver, pour le théoréme 2 et son
corollaire, une démonstration directe (donc qui n’utilise pas la mesure de
Banach).

4. Il est aisé de voir que les niveaux d'une fonction additive sont des
ensembles homogénes superposables par translation. En tenant compte alors
d’un théoréme de I. HALPERIN [3], on a la

ProrosiTiON H. Quel gue soit le nombre cardinal m fel que W, = m =2%,
il existe une décomposition de la droite en m ensembles homogenes, non tri-
vials, disjoints, superpasables par translation et chacun d’eux rencontrant tout
ensemble mesurable E suivant un ensemble de mesure extérieure égale a la
mesure de E.

S. Ruziewicz a démontré le théoréme suivant [2]: Quel que soit le
cardinal m tel que N, = m = 2% | existe une décomposition de la droite en m
ensembles disjoints, non mesurables et superposables par translation.

Ce théoréme est plus faible que celui de [. HALPERIN, qui affirme en plus
que chaque ensemble de la décomposition rencontre tout ensemble mesurable
E suivant un ensemble de mesure extérieure égale a la mesure de E. La
Proposition H contient comme cas particuliers non seulement le théoréme de
S. Ruziewicz, mais aussi ceux de N. LusiN et W. Sierpinski [10], H. HauN
et A. RosenTHAL [11], C. BursTIN [12], [13] et O. RINDUNG [14].

Nous allons donner un théoréme qui montre, entre autres, que pour
N = m< 2% la décomposition de S. RUZIEWICZ posséde toutes les propriétés
de la décomposition de I. HALPERIN.

THEOREME 3. Si W, =m < 2% ¢f si |JE, est une décomposition de la
droite en m ensembles disjoints, homogénes, superposables par translation et non
mesurables au sens de Lebesgue (resp. dépourvus de la propriété de Baire),
alors pour tout ensemble mesurable (resp. jouissant de la propriété de Baire)
E, on a v*(E,n E)y=u(E) (resp. chaque ensemble F jouissant de la propriété
de Baire el contenu dans E—E, est de premiére catégorie), quel que soit 1,

DEMONSTRATION. En vertu de [I’homogénéité des ensembles E,, il
existent seulement m ensembles distincts superposables par translation avec
un certain £,. Si E, est non mesurable, alors un théoréme de W. SIERPINSKI
(théoréme 3 de [4]) affirme que pour tout intervalle / on a ¢*(E,nl)y=u(l).
Cela étant vrai pour tout E,, on a pour tout E, et pour tout E mesurable
W(E NnE)=n(L).
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Si E, est dépourvu de la propriété de Baire, alors, en désignant par
E.(f) I'ensemble qui s’obtient de E, par une translation égale a ¢, on remarque
que, pour une suite {f,} (n=1,2,...) dense sur la droite, 'ensemble

UE.(t) est de deuxiéme catégorie de Baire dans chaque intervalle. On

n=l1

parvient ainsi & un analogue descriptif du théoréme 3 de [4], analogue qui per-
met d'accomplir la démonstration de notre théoréme dans le cas descriptif aussi.

Un ensemble homogeéne de la décomposition de I. HALPERIN ne contient
aucun ensemble parfait non vide. Il se montre intéressant alors le

THEOREME 4. S W, = m = 2%, |l existe une décomposition de la droite
en m ensembles homogénes, disjoints, superposables par translation et tels que
chacun d'eux contient un ensemble parfait non vide.

DEMONSTRATION. Soit B une base de Hamel qui contient un ensemble
parfait P. (L’existence d’une telle base a été démontré par F.B. Jones [15].)
Soient P, et R, deux sousensembles parfaits et disjoints de P. Soit B—
=M, UN,, ot P.c M, RcN, MnN=0. On a donc M,=N,=2".
Il existe donc Mc M, avec M =nm.

Posons N=N,u(M,—M). On a B=MUuUN. Considérons la fonction

| X si x€M,
ﬂx}'—JO si x €N,
et deéfinie par le procéde de HAMEL pour x¢B.

[l est aisé de voir que les ensembles de niveau de f(x) fournissent la
décomposition cherchée.

REMARQUE. Pour m = N,, on a, pour chaque ensemble E, de la décom-
position et pour chaque ensemble mesurable E,u*(E, n E)=—n(E). Peut-on
satisfaire a4 cette condition, dans le théoréme 4, pour m >N,? Une réponse
affirmative 4 cette question est donnée par le théoréme 5 ci-dessous. Mais
d’abord un lemme.

On dit qu'un ensemble A est rationnellement indépendant si, pour chaque

partie finie {q,, a,,...,a,} de A, I'égalité Er;a.—-—-(}, ou r; sont rationnels,
entraine n—=r,—=:--—r,=0. =

LEMME 3. Il existe un ensemble T parfait, non vide, rationnellement inde-
pendant, tel gue l'ensemble de tous les nombres de la forme >rx. (somme

finie), ott r,. sont rationnels et x,. € T, est de mesure nulle.

Nous allons donner deux démonstrations de ce lemme. La premigre
fournit une construction explicite, tandis que la deuxiéme prouve seulement
P'existence de I’ensemble en cause.



SUR LA DECOMPOSITION DE L’ESPACE EUCLIDIEN EN ENSEMBLES HOMOGENES 449

PREMIERE DEMONSTRATION. Soit A; la suite dont le n-iéme terme est
2'4+[a'] (0=t<~) on [x] désigne la partie entiere de x. [l est aisé de
voir que, pour f==t,, 'ensemble A, n A, est fini. Posons
N A

= k!

oft & —1 si k€A et 5 =0 si k¢ A. L'ensemble formé de tous les e, pour
0 = f < oo, satisfait les conditions du lemme 3.

[£4]

DEUXIEME DEMONSTRATION. Désignons, pour chaque ensemble X, par

R(X) I'ensemble de tous les nombres de la forme »'r. x; (somme finie) ol
-

ri. sont rationnels et x, € X. D'aprés un résultat de W. SIERPINSKI [16], pour
chaque X analytique au sens de LUSIN—SoUSLIN, R(X) est aussi un ensemble
analytique, donc mesurable. '

Soit maintenant un ensemble parfait // contenu dans une base de
Hamel H. [I est rationnellement indépendant. D’autre part, I/ contient une
famille indénombrable {/1,} d’ensembles parfaits, disjoints et non vides [17].
Si [T, et Il, sont deux ensembles parfaits et disjoints contenus dans I/,
alors, en tenant compte que [T H, les ensembles R(/I))et R(I1.) sont aussi
disjoints.

En vertu du résultat de W. SIERPINSKI, chaque ensemble R([//,) est
mesurable. La famille {R(/l,)} étant indénombrable et formée d’ensembles
disjoints et mesurables, contient au moins un ensemble R(/l;) de mesure
nulle. L’ensemble 7= f{; répond aux conditions du lemme.

THEOREME 5. §i W, =m = 2%, alors il existe une décomposition | E,
L

de la droite en m ensembles homogénes, disjoints, superposables par translation,
tels que chaque E, contient un ensemble parfait non vide et pour chaque
ensemble mesurable E on a w'(E, N E) = (E).

DEMONSTRATION. Soit £, le plus petit ordinal qui correspond a la
puissance du continu. Soit

Py By oy Payons E< )

une suite du type £2,, formée par tous les ensembles parfaits linéaires, de
mesure positive.

En vertu des propriétés de I'ensemble 7" dulemme 3, il existe une base
de Hamel I telle que

12X T

2° I contient, de chaque Pg, au moins deux points qui n’appartiennent
pas a T.
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I peut étre écrite sous la forme S,uS,uS; oit §nS =0 si i==j
(,j=1,2,3) et ou §;=T, S, rencontre tout ensemble parfait de mesure posi-
tive et §; a la puissance m. Il est visible que pour tout ensemble mesurable
E on a u*(S,n E)=u(E).

Designons par .1 I'ensemble de tous les nombres de la forme e

-
(somme finie) ot r, sont rationnels et x,€8,US,. Désignons par .1-+k
'ensemble qui s'obtientde ./ par la translation de longueur k. Si z, parcourt
'ensemble des nombres de la forme D'rix; (somme finie), ol 7 sont rati-

-
onnels et x;. € §;, alors |JE,, ou E,==.1+2z, est une décomposition de la

droite qui satisfait toutes les conditions du théoréme.

Nous avons remarqué ci-dessus que la Proposition H est plus forte que
le théoréme de S. Ruziewicz. Mais du théoréme 3 il résulte, au moins dans
le cas m< 2%, que cela n'est qu'une apparence. Nous allons montrer main-
tenant qu’une certaine modification du procédé de S. Ruziewicz fournit pour
la Proposition H une démonstration semblable a celle donnée par . HALPERIN,

DEMONSTRATION DE LA ProposiTION H. Soit B une base de Hamel qui
rencontre tout ensemble parfait. (L’existence d’une telle base a été démontré
par C. BURSTIN [13].) On sait [17] qu'un ensemble parfait non vide contient
une infinité de puissance 2% d’ensembles parfaits disjoints et non vides. Il
en résulte que B a en commun avec tout ensemble parfait un ensemble de
puissance 2%,

Soit £2, le plus petit ordinal qui correspond a la puissance 2%. Ran-
geons les ensembles parfaits de la droite dans une suite {P.} du type £2,.
Définissons, par induction, pour chaque @ (1 = « < £2,) deux éléments a, € P,,
be€ Po tels que a.€B, b.€B et ar=ap, by, b.==ap, by pour tout 3< a.
Désignons par M, I'ensemble des éléments a. (1 = « < £2,) et posons N, =
= B—M,. Il est visible que M, et N, rencontrent tout ensemble parfait, donc,
pour tout E mesurable, on a «*(M,nE)=u"(N,nE)=u(E). Soit m tel
que N, =m= 2% et soit Mc M, tel que M= m. Considérons la fonction

(x si XEM,
f(x)=1{0 si x e Nyu(M,—M),
D rif(x) si x¢B,
olt x=2Xr;x; est la représentation de x 4 I'aide de la base B (r; sont rati-
omnels, x; € B).
Les ensembles de niveau de f(x) fournissent la décomposition cherchée.

o

L’extension a l'espace &". Pour I'extension de la Proposition H et des
théoremes 4 et 5 & 'espace &' (n > 1), il suffit de remarquer que toute fonc-
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tion additive, de n variables, est une somme de n fonctions additives d’'une
seule variable et que les ensembles de niveau d'une fonction additive de n
variables sont homogénes et superposables par translation.

Quant au théoréme 3, il est aussi vrai dans &", car tout ensemble ho-

mogeéne, non mesurable de &" est dense partout dans &". Du reste, la dé-

monstration se réduit au cas linéaire.

Remarquons enfin qu’il est facile de voir, en partant d’'une base de
Hamel dépourvue de la propriété de Baire (la base de Burstin est une telle
base), que la démonstration ci-dessus de la Proposition H conduit aussi a une
proposition analogue de nature descriptive que nous nous dispensons de
formuler,

(Recu le 29 juillet 1957.)
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