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. (est un fait connu gqu'une fonction d'une variable complexe =z, holo-
morphe dans le cercle-unité, ne peut pas tendre uniformément vers l'infini,
lorsque s s'approche de la circonférence. 1l est done intéressant de montrer
qu'il existe des fonetions holomorphes dans le cercle-unite qui tendent unifor-
mément vers 'infini sur une suite de courbes de Jordan dont chacune contient
la précédente & son intérieur. Un exemple de cette nature a été donné par
Fatou (| 3], p. 262) pour la fonetion de Kienigs K(z) définie de la maniére sui-
vante : soit s un nombre réel, o< s< 1, el soient
{5 —'8)

Rils)=
{."J ] =—

; Ra{s) =By, (=) (> ),

i

La suite des fonctions | R,(5) | tend alors uniformément vers zéro dans chaque
cercle | 3| =p< 1 &l
K{iz)= lim -HL-—IS:”'
I

On ne sail pas si la suite de courbes de Jordan, dans le cas de K(z), peut étre
remplacée par une suite de cireonférences concentriques. Lusin et Priwaloff
(| 2], p- 147) ont cependant construit un exemple, dans lequel ces courbes de
Jordan sont des circonférences concentriques. Une simplification considérable
de cet exemple a été récemment obtenue par Davydov ([ 7], p. 169).

Fatou a découvert de plus ces propriétés remarquables de la fonction de




o

136 F. BAGEMINL, F. ERDOS ET W. SEIDEL.

Keenigs : autour de chaque zéro s, de K(z), il existe une courbe de Jordan €,
dans |3| <1, telle que toules les C, roient extéricures Pune 4 Pautre et
|K(z)| >= lorsque | 2| >1 et reste extérieur aux courbes C,([3], p. 262).
On a encore ([3], p. 265)

lim{K{re")| ==
e

pour presque tous les § dans l'intervalle 0 — 6 < 27, Des exemples de fone-
tions jouissant de telles propriétés ont été donnés aussi par Lusin et Priwaloff
([3], p- 152 et 185),

Collingwood et Cartwright ont récemment noté (|2}, p. of) que |[K(s)| ==
sur une spirale dans |z|<7 1 s'approchant de |z =1 asymplotiquement. Des
exemples d'un tel comportement ont eté antérienrement diseutés par Yalivon [8],
Valiron a démontré en outre ([ 1], p. 64) que |K(z)| - K'(z)| >= lorsque =
s‘approche de la eirconférence | 2| =1 de manitre queleonque.

Dans l'article présent, nous démontrons par des méthodes directes et élémen-

taires que la fonction ;
ey

hy

pour des entiers positifs #;, » o convenables, jouit de toutes les propriéiés
ci-dessus mentionnées, certaines sous une forme plus simple ou plus précise,
et aussi d'autres. Par des méthodes analogues, nous obtenons aussi des
exemples, dont quelques-uns sont déjia connus et d'antres nouveaux, concer-
nant les limites radiales des fonetions holomorphes.

2. Soit my(k=1, 1, ...), une suite croissante d'entiers positifs tels que

(A) lliu:ﬁ:m. A1,

Nous considérons le produit infini

(1) J'{»:J——-]_:["—( = )fi

n
qui converge absolument et uniformément dans chaque cerele | 3| =z <1 ot
definit par consequent une fonction holomorphe dans le cerele-unité |z| <y

qui a n; zéros simples sur la circonférence |z|=1 —': pour j=1; 2, ...
'
Autour de chaque zéro de f(z) sur la circonference |3 =1 — ;: (=2 0000
()

M, . d i .

nous décrivons une circonférence de rayon égal & i hous désignerons
f !

chacune de ces n, circonférences par v, et v, avee son intérieur par I',.




5UR QUELQUES PROPRIETES FROMTIERES DES FONCTIONS HOLOMORPHES. 133

Puisqu’au plus un nombre [int de tous les I'; ( j=1, 2, ... ), peaventl empiéter
les uns sur les autres, il existe un entier j, > o0 tel que tous les cercles I'),
pour j = j,, soient disjoints. Ainsi, sil'on enléeve les '), j = j, ducercle |z <1,
I'ensemible qui reste est un domaine A, Nous démontrons d'abord le

Tutonine 1. — Lorsque = tend vers la circonférence | 2| =1 en restant dans le
domaine A,
lim | fi{z)]| =0
|& =1

uni formément en 3.

Pour le prouver, nous allons démontrer que si 5, se trouve dans A suffisam-
ment prés de la circonférence | 2| =1 et si & est Uentier pour lequel

i e ol
g Hjy
on a l'inegalité
e 3 =t
(2} |f|:v||]|:3"m( :‘:—I] 3

oit ¢, aussi bien que cu, ..., ¢, dans la suite, désigne une constante positive
universelle. Séparons le produit (1) en quatre produits composés de facteurs
qui correspondent d 1 = j —k—1, j=k j=k+1, j =kt 2

(3) EE | ke
et déterminons la horne inférieure de chacun des produits P,(z)au point == 3,.
Tout d’abord, nous avons
i jios ‘ L _] Yo
iy

() |P|fun]|-—!__-lli< )f—lzsl;[‘ = ‘

.ft

Pour & suftisamment grand, on a de plus

: o W
T L T =Ly 2
& h!."( __:I (]._._ ) i Wg +_\__\_‘1?
1 o= ny = =
] = :
a

ot la derniére inégalité résulte de la condition (A ). Ainsi, en tenant comple
de (4), on obtient

) 'Jl:':'[-iuﬂé(%e—I)*_l-

Pour le second produit, on a

. IP,tsm:l(—T) =5l
e
. I

* Ann, Ee. Norm., (3), LXX. — Fasc, 2, 18

P——
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et, puisque =, se trouve ans 4, il reste i extérieur de tous les cercles vy,.
D'aprés le principe du minimum, |Py(s,)| deit étre plus grand que la valear
que | P.(z)| prend en quelque point,

1 i 1
o my P
» (l rt,;.) 2 kimg !
de I'nne des circonlérences +;, o0 [ est un des nombres o, 1, ..., n,—1, et &

#sl un nombre réel. Ainsi, on a
Ll , 0 c
iy " gl | = o
( k’{m-—r}g ) ‘ia{"—'

Par un raisonnement tout i fait analogue, on obtient I'inégalité

(1) [ Pafza) | == | P8 [=

3

(7) :P=[5u3|}m+

Enfin, pour estimer | P.(5,)], nous notons que

: i ol
L m
I ay ki
(8) - __.-_‘-gl(L_ ) e
' 1 - g =
he L
)

pour j = k- 2, puisque

(9) L:u-,;})"‘__s..

ce qui est possible & cause de la condition (A), on trouve pour j == k-2,

,n_" - apd——
Ry
et par consequent,
(1a) Pz = T =4 =] O—be" ) =00
f=%-+1 E=x

En tenant compte de (3), (5), (6), (7) el (ro), on obtient I'inégalité (=), ce qui
achéve la démonstration.

On voit sans peine que la mesure superficielle du complément de A par rap-
port 4 |z|< 1, peuat étre rendue arbitrairement petite. 1l est clair, cependant,
que I'ensemble sur lequel une fonetion holomorphe dans || <1 tend vers
I"infini uniformément lorsque | 3| — 1 ne peut pas étre de mesure superficielle =.

Nous remarquons queﬁL;J est méromorphe dans |5/ <1 el tend uniformé-
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ment vers zéro, lorsque | = —~1, z€A. Une fonction de cette nature a été cons-
truite par Lusin et Priwaloff ([5], p. 175) pour un A& plus complique.

3. Puisque le domaine A posséde une structure particuliérement simple,
quelques autres theéoremes résultent immediatement du théoréme 1.

Twiorime 2. — La fonction [ z) définie par (1), satisfait  la relation

{11) lim | f{ref) ==

Fld
pour toutes les valeurs de § dans Uintervalle o =0 < oz, sauf un ensemble de
valeurs de § de mesure nulle.

En effet, on voit tout de suite que, pour presque tout O, le rayon re® du
cercle-unité | z| < 1 jouitdela propriété suivante : il existe un nombre o< g(#)<
tel que pour » > () la partie correspondante du rayon re” estintérienre i A.

1l résulte facilement de la définition de A que I'ensemble des valeurs de § qui
satisfont 4 (171) est de premiere catégorie; cela est, en effet, une conséquence
nécessaire du fait que cet ensemble est aussi de mesure 2w (¢f. [ 5], p. 18g).

Tntorene 3. — H existe une suite de circonférences |3|=gp 0< 21,
lim e,=1, telles que, en posant my,= min | f(z)], on ait lim my, =
o 12 l=my Y=

En faisant

Gues i 4 L 1 \I
l:lﬂ} pA=—= b i FE K

on trouve, par suite de la condition (A), que

1 1 1
— e o | — — B ——
A e e (F e,
pour toutes les valeurs de & suffisamment grandes. Ainsi, pour ces valeurs
de &, chaque circonférence |z|=—p,, 4 mi-chemin entre les cercles concen-

. I ! 1 W i e oy .
triques | 2| =1— =1 est lout entiére intérienre audomaine A.
Ffbel
Tutonrime 4. — I existe une famille de g spirales Sy 0 < t<1,dans | 5| <1,
chacune §approchant de | z | = 1 asymplotiquement, gut sont disjointes sauf a leur
point initial commun 5= 0, telles que pour chague t,

li 2) | =y
Iilllﬂilf( b
SES;

et que chacun des dewx sous-domaines de |z| <1 déterminds par deww spirales
quelconques de la famille, contient une infinité de séros de f(3).

Yaprés le théoréme 3 et la continuité, il résulte qu'a chaque k=1, 2, ...




140 T. BAGEMIHL, F. ERDOS ET W. SEIDEL.

) o 5 n ' Ty
correspond un g, > 0, 5, < ¢ tel que, pour gp— o< | 3| < pitan | f(3)| > =
Si nous posons

&ity= inf. | f(re®)|,

V===
il vient, d'aprés le théoréme 2,
lim gu(ll) =oe
pour presque tout § dans Uintervalle o =0 <7 ax. De la, en appliquant le théo-
. 4 . e f T . ,

réme d'Egorofl i la snite | g,(9)], pourunz donné, o < &< o+ 1l existe un sous-
ensemble parfait E de 0 =0 < a7 de mesure > 27—z pour lequel

lim | £ r ey | =am, ek,

et |
uniformément en .

Soient E, et E, les deux sous-ensembles de E dans o < 0 < E el <0< 3.—:_‘1

respectivement. Alors, il existe des ensembles A, CE, el A, CE, semblables
(au sens des ensembles ordonnés) 4 Uintervalle-unité o < 1< ([4], p. 76).
Il s'ensuit qu'ils peuvent s'ecrire A, ={0,|_.., As=|5 |\, de sorte que,
sio< <ty 1, alors 0,70, et p, < g,. De plus, pour chaque k=1, 2, ...,
en désignant par I Vintervalle g, — 2, <7 r <7 54+ 24, 0n peut écrire

— 14
L= | e e eis

de sorte que, si o <7 t, < t,< 1, alors u':,:":“; 7", Nous définissons mainienant S,
comme se composant des segments el des arcs circulaives suivants :

pe, o Zptnyl | | aphacpurgirten,

T élH, - R o, JPsn. i

g1t i+ ol —n=d =+ 2k —1)m;

g2l gl g 2k — 1)y by - a ki
(=18 ek

Il résulte immédiatement de cette délinition que la famille posséde toutes les
propriétés spécifides dans le théoréme 4.

4. En faisant tendre la suite [ng| vers l'infini sulfisamment vite, nous
démontrerans que, pour la fonction f(z}), définie par (1), on peat faire croitre
vers l'infini le maximum du module sur les cercles concentriques aussi lente-
ment que I'on veul.

Levse 1. — 8§ la yuite | ng | satisfait a la condition
(1) [ v PR Ry =1y
alors, sur la eireon férence | 31 = gy, otk o), ext donnd par (12), on a

(13} | fis)]| < es:BN




SUR QUELOUES PROPRIETES FRONTIERES DES FONCTIONS HOLOMORPHES, 1t

En tenant compte de (3), il résulte immédiatement de (9) que sur | 2| =g,

| PilsiBi{s)Pds) | ==a:.5%

I'ar des raisonnements analogues a ceux qui ont été employés pour obtenir (8)
et en appliguant la condition (B), on voil que

"
[T 5

(14} |P.fn]|{fl ('+f|z'_r-|.){"::’_’:%.
fe=ties

Cela établit (13).
En posant M(r) = max | f(3)|, 0 =Zr <1, nous allons maintenant démontrer
le il

-

Tutonene 5. — Soit p(r) une fonction positive, strictement croissante, quel-
eangue, dans Uintervalle o = r <"1 telle que lim p{ry=ue. I cxiste alors une
fial

suite | nyg | satisfaisant @ (B), telle que pour la fonetion f(3), définie dans (1), on
it
(15) M () < w(r), e

P 1.
[ - =

Nous définissons la suite | a,| par induction compléte comme suil. Déter-
minons n, > 1 de sorte (que
pipy) =>e. 5

soil vérifié, ot g, est donné par (12) et ¢, est la constante dans (14). Supposons
que r,_, ait été déja déterminé et choisissons ay de sorte que (B) soit satisfait,
aussi bien que

Blpe) = e G5 L

St se trouve dans 'intervalle go="r = g4, on obtient
M{r) = Mg ) << e B0« plp ) = pie),

ce qui démontre (15).

Il y a lieu de noter que, puisque (B) implique (A), la fonction f{3) du théo-
reme 5 jouil de tontes les propriétés spécifices dans les theoremes 1 4 4.

Ces propriétés sont aussi possédées par les fonetions définies par des pro-

doits de la lorme
g{gj:l] I_(;')”d)l
J=i i ‘

oit la suite {m| ernit si vite en comparaison de |z, que le maximum duo
module de g(3) sur les cereles concentriques tend aussi rapidement que 'on
veut vers U'infini, lorsque rs’approche de 1.
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5. Turonkwe O. — Soit | ne | une suite crotssante d’entiers positifs tels que
i F k=1 |
(€} (1_!!,:) << Hihy ==,
=

i
Mors la fonetion (1) jowt de la propriété sureante,

lllu L ftsd| + | fis)t=

J‘J'J'H;,P‘v;'?r'i'i'f{'}.ﬂ'l”lf” en oz,

Puisque la condition (A) est une conséquence de la condition (C), il suffit,
d'aprés le theoreme |, de démontrer que

{16 lim | f{s)|=m
Exm
:E|J,

uniformément en s.
La déerivée de (1) est

M- [ )

d’ott, pour 5 dans I';, on obtient

(7] f["."]}-“'i Tli @ | 1[_[ ( AT )“f

[(“ %) —

Ak
Par un raisonnement analogue a celui employé dans la démonstration du théo-
reme 1, on voil sans peine que, pour €1y, ou £ est suftisamment grand,

BN
—2)
12k — n_
de sorte que, pour le premier nombre T, de la partie droite de U'inégalite (17),
on obtient la borne inférieure

] =i
Ty t:ﬁu{ Er* — l) .

Pour le deuxiéme nombre T, dans (15), on a

Puisque la condition (B) est une conséquence de la condition (C), le

J

iy

b
iy e—l) 4
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théoreme 5 s"applique quand pir)= 7 y dont la démonstration montre que

==,

(25 }erm

pour | z| suffisamment proche de 'unité. Done, pour z&l';, oit £ est suffisam-
ment grand, on obtient

b1 -
rl‘i{:ﬂ'n\";ﬂ_kizn.r,+ 3‘ Hn(l—-I_ b 1 )-‘u.-l}

— O T
= fe=d4-1
k—1 - K I
Ty -y - &b
=L kfﬂ,q }_In,r,—.— S Ay *!
{.‘:—L -'._&+|

k=1 v
{P'hﬂk{znri- N e ® }

| h=1 b= 1....

la derniére inégalité résultant de (C). Par conséquent, pour £ suffisamment

grand,
b1
Te=y \.-';R-_J;( 2 g+ I),
f=1

En revenant 4 (17), on obtient finalement
k=i

3 -1 el
[ F{z)] = evng (3 #—1 ) — & 'y"li*kl Py

k=1

dont (16) est une conséquence immdédiate d’aprés la condition (C).

ti. Nous allons maintenant établir l'existence d'une fonction f(z) qui satis-
fait au théoréme 3, mais qui ne posséde aucune limite radiale. Nous allons
démontrer d'abord un lemme élémentaire sur les polynomes :

Lewse 2. — Soul noun entier positif quelconque et posons
Palw =1 —n",
- 1 .
Il existe alors un &, 0 <" =<1, ¢& un ¢, ;< 3{: y ot = el & sont indépendants

de n, tels que | p ()| < e sur chague are A de la circonférence |w| =1 autour

. o y i : L BTa
d'un zéro de p.(w) comme milien, de longuenr égale a s

En elfet, [ étant un entier queleonque inclus entre o et n— 1, considérons
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sRis

i

le zéro ¢ * de p, (o). Désignons par B I'arc autour de ce zéro comme point
miliew qui sous-tend "angle

REI__T;_.-_H}_.-_-’JW'E_FE

P an 1 In

a l'origine. Pour w sur B, on a done

= argwh=— %1

ol H

d'oni | p.(w)|="1. L'existence de are A du lemme en résolle par continuité.
Nous sommes maintenant 3 méme de démontrer le

Tutontne 7. — Sout | ny | une suite crossante d entiers posttifs tely que

( 1¥) nd_ < ny, ol
Advrs
o =TT S
j=1 k=1 = i
7

pour des nombres réels o; convenables, représente une  fonction holomorphe
dans | = =1 dont le module tend uni formément vers Uinfind sur la surte de cireon-

férences |5l =1— — (k=1, 2, ...), mais qui ne posséde aucune limite radiale.
. L ni

Nons allons d’abord spécifier les nombres réels o, Supposons que le
nomhbre # dans le lemme 2 ait la valeur n; et désignons la réunion des ares cor-

; i S T :
respondants A par .JL,,I. Puisque 2 > 3 la mesure de ‘dL”J estand > = Désignons

par A, () 'ensemble obtenu en assujettissant A, 4 une rotation o= we .
Alors il est évidemment possible de troover un nombre reel o, tel que

!
U A, ((f—1)z;) couvre la circonférence | w| =1 entibre,
h=1

Boito =~ f,< 2%, Pour chaque j, il existe au moins un entier f;, 1 — ;= 4§
{an cas ou il y en a plus d'un, pour préciser, nous prendrons le plus petit),
tel que

#
i

| { b o Yot etiy—ni
(1) wﬂ:i - Jr""”") : ll E:‘t,,‘.[l,’.fi,.-—-l‘_l-:rlr].
" hpny

[l est évident que la convergence absolue et uniforme du produoit (18) dans
chaque cercle |3 = p <1 résulte de la condition (D).
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a AT
En posant |s|=1— ., pour quelgue £ fixé, il résulte de (18) que

! l_*? taie s el e 2N
PO lll_]J = —1’ ! f_ = ‘

— Ry (k) Ra(4),

d’om, par des raisonnements bien connus, on voil sans peine que

lim By{ &)=, lim Ry (k) =1.
f Fmw

Done, pour achever la démonstration du théoréme 7, on n'a qu'a démontrer

que f(z) ne posséde aucune limite radiale. Poisqu'une limite radiale, si elle

existait, devrait étre inlinie, il sullit de montrer 'existence, sur chaque rayon,

d'une suite de pmnt‘; ‘approchant de | 5| =1, sur laquelle /() tend vers zéro.
Soit re™, 0. =r< 1, un rayon queiuunqua du cercle- uml‘.o |5|<C 1. Nous

allons montrer que

{30y h'm_,l"'l(l— —— ) m'-'|—t!,.

o II,gH,{.

ou les entiers &y, sont choisis selon (19 ). Pour chaque & et

£ Y
g— 5 fly
= (T Jprny )e /

on i
G
vt | I I === 0 |11 1_( iy
= i) ﬁ:I" !‘_E ‘ e -.L .I’m.qz‘
[ = (N
_J=R+t h=|' ] l’!_ﬂ-,-' ‘ I

Considérons le facteur décisif, F(£), dans S,(k), qui corvespond i o= h. En
appliquant le lemme 2 el (1g), on voil que ce facteur est inférieur & 2% ', Le
produit 5, (&) et le produit des factenurs (s'il y en a) dans S,(&) correspondant
b fe< By tendent vers I'infini, lorsque & — oo, mais, d'aprés la condition (1)),
avec un ordre plus bas que celui de | F(£)| ' D’autre part, le produit des fac-
teurs (8'il y en a) dans S,(k) correspondant & & > h,, et le produit S,(k)
tendent vers l'unité, lorsque £ — = . Cela démontre ( 20).

7. 1l est aussi possible d'obtenir une fonction satisfaisant an théoréme 2
mais qui ne tend uniformément vers ['infini sur aucune suite de courbes de
Ann. Ee. Norm., (3), LXX, — Fasc, 0, It}
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Jordan dans | 3| <1 dont chacune contient la précédente dans son intérieur.
C'est une conséquence immédiate du

Tutorkme 8. — H existe ane suite | ny | satisfaisant @ la condition (B) telle
que (1—3) f(3), ot f(3) est défint par (v), tend vers Uinfing sur presque tous les
rayons di cercle-unité, et tend vers séro sur le rayon args = o.

Iin ellet, il suffit de prendre pir)= dans le théoréme 5.

Vi—F
Un exemple d'une fonetion holomorphe, non bornée, dans [z <T1 qui n'a
aucune limite radiale et qui ne tend vers l'infini sur avcune suite de courbes
de Jordan, dont chacune contient la précédente dans son intérieur, est fourni
par le

Tutonime . — Soit | ny | une suite crotssante d entiers posatifs tels que
(E) Rl gt
Alors, la fonetion hiz)y= f(=)&(5), ot f( =) est donné par (18) et

— U

glzy=v« .

est holomorphe et non bornde dans | 3| <1, ne posséde aueune limite radiale et
tend vers séro lorsque s s'approche du point s =1 sur Uare |54 1| = Va.

Puisque la condition (E) entraine la condition (D), il résulte du théoréme 7
que /(=) ne posséde aucune limite radiale. De plus, g(z) tend vers 1 sur le
rayon args = o et tend vers des limiles finies, diflérentes de zéra, sur tous les
autres rayons. Ainsi, () n'a aucune limite radiale.

Pour achever la démonsteation, il suffit de noter que, lorsque z—1 sur

Pare |2+ i] =2, g(z) —+ 0 comme ¢, tandis que

T

| f(3)| =0\eT=ieTr),
celui-ci étant une conséquence de la deuxiéme inégalité dans (E).

Si une fonction holomorphe, non hornée dans |z <1 reste bornée sur un
chemin spiralique qui s'approche de | | =1 asymptotiquement (¢/. Valiron [8]),
alors elle posséde aussi les propriétés constatées dans le paragraphe antérieur
au théoréme 4.

Aprés 'achévement de cet article, les auteurs ont connu deox mémaoires de
). Wovrr, On the boundary linat infinite of a holomorphic function ( Koninkiijhe
Akademte van Wetenschappen te Amsterdam, Proceedings of the Section of
Seieneces, o3, 1928, p. 718-720) et Sur les limites radiales o'une fonction
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holomorphe dans un eerele ( Bull, Soe. Math. Fr., 1. 50, 1ga8, p. 1li=-173) dans
lesquels M. Wolll obtient les résultats de nos théordmes 1, 2, 3, ainsi que

r

notre remarque i la fin du paragraphe 4. Ces résultats ont été obtenus par
M. Wolll par l'emploi de produits infinis trés semblables aux notres.
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